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Þðàé Ãðîìêîâè÷,
Àáëàåâ Ôàðèä Ìàíñóðîâè÷

 ÀËÃÎÐÈÒÌÛ  È  ÑËÓ×ÀÉÍÎÑÒÜ

ÓÐÎÊ 6.  ÎÍËÀÉÍ  ÀËÃÎÐÈÒÌÛ
È  ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÛÉ  ÀÍÀËÈÇ

Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðîäîëæèì íàø ðàçãî-
âîð îá îíëàéí ïðîáëåìàõ.  Ìû ïîêàæåì, êàê
èñïîëüçîâàíèå ñëó÷àéíîñòè ïðè ðàçðàáîòêå
îíëàéí àëãîðèòìîâ ìîæåò ïîìî÷ü óëó÷øèòü
êà÷åñòâî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû.

Â ïðîøëîé ñòàòüå ìû ïîäðîáíî ðàçîá-
ðàëè çàäà÷ó êýøèðîâàíèÿ [1]. Ìû ðàññìîò-
ðåëè äåòåðìèíèðîâàííûå ñòðàòåãèè. Ñåé÷àñ
îïðåäåëèì ÷èñëåííóþ  õàðàêòåðèñòèêó êà-
÷åñòâà àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî îíëàéí ïðî-
áëåìó.

Ïîâòîðèì íåêîòîðûå âàæíûå îïðåäåëå-
íèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ
îíëàéí ïðîáëåìó  P  è îíëàéí àëãîðèòì  A,
ðåøàþùèé ýòó ïðîáëåìó. Àëãîðèòì  A  áó-
äåì íàçûâàòü c-êîíêóðåíòíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà  α  òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî  I ∈  ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå:

cost(A(I)) ≤ c ⋅ cost(Opt(I)) + α ,

ãäå  Opt  � ýòî îïòèìàëüíûé (èäåàëüíî âîç-
ìîæíûé) àëãîðèòì äëÿ ýòîé çàäà÷è, òî åñòü
àëãîðèòì, ïîðîæäàþùèé îïòèìàëüíûé âû-
õîäíîé íàáîð. Çíà÷åíèå  c  ìû áóäåì òàêæå
íàçûâàòü êîíêóðåíòíûì îòíîøåíèåì àëãî-
ðèòìà  A.

Êîíêóðåíòíîå îòíîøåíèå àëãîðèòìà  A
íà âõîäíîì íàáîðå  I  ìû òàêæå áóäåì îáî-
çíà÷àòü  comp(A(I)). Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå
êîíñòàíòû  α  ïîçâîëÿåò àëãîðèòìàì, ñòî-
èìîñòü ðåøåíèé êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ îò ñòî-
èìîñòè ðåøåíèé îïòèìàëüíîãî  àëãîðèòìà
ëèøü íà êîíñòàíòó, ñòàíîâèòüñÿ  1-êîíêóðåí-
òíûìè.

Îáñóäèì, êàêîé àëãîðèòì áóäåì ñ÷èòàòü
îïòèìàëüíûì è îáîçíà÷àòü  Opt. Ýòî àëãî-
ðèòì, êîòîðûé çàðàíåå çíàåò âåñü âõîäíîé
íàáîð. Íàïðèìåð, â âàðèàíòå  ïîåçäêè íà
ãîðíîëûæíûé êóðîðò àëãîðèòì  Opt  çàðà-
íåå ñîâåðøåííî òî÷íî çíàåò ñêîëüêî ïîäõî-
äÿùèõ äíåé äëÿ êàòàíèÿ íà ëûæàõ áóäåò çà
âðåìÿ íàøåãî îòïóñêà. Ïîíÿòíî, ÷òî â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè  ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî  Opt
àëãîðèòìà ÷èñòî ãèïîòåòè÷åñêîå. Àëãîðèòì
Opt  îáëàäàåò ìîùíîé èíôîðìàöèåé (íåêî-
òîðûå ëþäè ñêàçàëè áû, ÷òî àëãîðèòì  Opt
îáëàäàåò âîçìîæíîñòÿìè âñåìîãóùåãî ÷àðî-
äåÿ è ïðåäñêàçàòåëÿ), êîòîðîé íå îáëàäàåò
A, è ýòî òà äèëåììà, ñ êîòîðîé ìû âñòðå÷à-
åìñÿ ïðè ïîñòðîåíèè îíëàéí àëãîðèòìîâ.

Çíà÷åíèå c ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü
êîíêóðåíòíûì îòíîøåíèåì àëãîðèòìà A.
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Ïðè òàêîì ñîãëàøåíèè îá àëãîðèòìå  Opt,
ãîâîðÿ îáûäåííûì ÿçûêîì (ñîäåðæàòåëüíî),
êîíêóðåíòíîå îòíîøåíèå äàåò íàì ÷èñëåí-
íóþ õàðàêòåðèñòèêó, «öåíû  íåçíàíèÿ áóäó-
ùåãî».

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìîòðèì îí-
ëàéí çàäà÷ó êýøèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðîé âå-
ðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ïî ïîñòðîåíèþ àëãî-
ðèòìà, åå ðåøàþùóþ, äàåò õîðîøèå ðåçóëü-
òàòû.

Çàäà÷à êýøèðîâàíèÿ (Ïåéäæèíãà).
Îäíà èç î÷åíü âàæíûõ îíëàéí çàäà÷ � ýòî
çàäà÷à êýøèðîâàíèÿ èëè çàäà÷à ïåéäæèíãà.
Ñóòü åå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ôèçè÷åñêàÿ ïàìÿòü êîìïüþòåðà ìíîãî-
ñëîéíà. Öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð â ïåðâóþ
î÷åðåäü îïåðèðóåò ñâîèìè ðåãèñòðàìè, ðà-
áîòà ñ êîòîðûìè ïðîèñõîäèò î÷åíü áûñòðî,
íî ñàìà ýòà ïàìÿòü î÷åíü äîðîãà. Äàëåå èäåò
êýø ïðîöåññîðà, êîòîðûé äåøåâëå è ìåäëåí-
íåå, äàëåå � îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü, ñëåäóþùàÿ
ïàìÿòü ñàìàÿ äåøåâàÿ ñàìàÿ ìåäëåííàÿ � ýòî
ïàìÿòü, ðàñïîëàãàþùàÿñÿ íà æåñòêîì äèñ-
êå. Ìû ñôîêóñèðóåìñÿ íà îäíîì óðîâíå
èåðàðõèè, êîãäà ó íàñ åñòü ìåäëåííàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ ïàìÿòü è áûñòðàÿ, íî äîðîãàÿ ïàìÿòü
êýøà.

Äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ïàìÿòè îíà ðàçáèâàåòñÿ íà ñòðàíèöû (èëè
ÿ÷åéêè, page). Äàëåå ïðîöåññîð è ïðîãðàì-
ìû îïåðèðóþò òîëüêî ñòðàíèöàìè, à íå îò-
äåëüíûìè áàéòàìè. Â ñëó÷àå, åñëè ïîëüçî-
âàòåëü çàïðàøèâàåò íåêîòîðóþ ñòðàíèöó è
îíà óæå íàõîäèòñÿ â êýøå, òî ïðîöåññîð ñðà-
çó æå áåðåò åå èç êýøà è îòäàåò ïîëüçîâàòå-
ëþ. Åñëè æå åå â êýøå íå îêàçûâàåòñÿ, òî
ïðîèñõîäèò òàê íàçûâàåìûé «îáìåí ñòðàíè-
öàìè»: ïðîöåññîð âûáèðàåò íåêîòîðóþ ÿ÷åé-
êó èç êýøà è çàïèñûâàåò äàííûå çàïðîøåí-
íîé ñòðàíèöû â ýòó ÿ÷åéêó, ïîñëå ÷åãî îò-
äàåò äàííûå ïîëüçîâàòåëþ. Äàííûå æå, ïî-
âåðõ êîòîðûõ áûëà çàïèñàíà íîâàÿ ñòðàíè-
öà, ïðîïàäàþò èç êýøà. Îñíîâíàÿ çàäà÷à
àëãîðèòìà � ýòî îïðåäåëèòü, ïîâåðõ êàêîé
ÿ÷åéêè ñòîèò çàïèñûâàòü íîâóþ ñòðàíèöó.
Ïóñòü êýø ìîæåò õðàíèòü â ñåáå íå áîëåå
÷åì  k  ñòðàíèö. Îáû÷íî êýø çàïîëíåí, ïî-
ýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â êýøå âñåãäà ðîâ-
íî  k  ñòðàíèö.

Îïèøåì çàäà÷ó ôîðìàëüíî.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿþùèõ
çàïðîñû ñòðàíèö ïàìÿòè  I = (x1, ..., xn),
xi > 0. Îíëàéí àëãîðèòì  A  îáñëóæèâàåò áó-
ôåð (ñîäåðæèìîå êýøà)  B = {b1, ..., bK}    K
öåëûõ ÷èñåë, ãäå  K  � ôèêñèðîâàííàÿ êîí-
ñòàíòà, èçâåñòíàÿ  A. Äî ïåðâîãî çàïðîñà áó-
ôåð èíèöèàëèçèðóåòñÿ ñëåäóþùèì çíà÷åíè-
åì  B = {1, ..., K}. Åñëè  A  ïðèíèìàåò çàïðîñ
xi ∈ B, òî òîãäà âûäàåò îòâåò  yi = 0. Åñëè æå
xi ∉ B, òî ïðîèñõîäèò «îáìåí ñòðàíèöà-
ìè», è  A  äîëæåí îïðåäåëèòü çàìåíÿåìóþ
ñòðàíèöó  bj , ïðè ýòîì  B: = B \ {bj} ∪ {xi}
è  yi = bj. Ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ   I  ðàâíî êîëè-
÷åñòâó îáìåíîâ ñòðàíèö, òî åñòü
cost(A(I)) = |{yi : yi > 0}|.

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ çàäà÷è êýøèðîâàíèÿ. Íàçûâàåòñÿ
îí  MARK. Ïîäðîáíåå î íåì ìîæíî ïðî÷è-
òàòü â ñòàòüå àâòîðîâ ýòîãî àëãîðèòìà [2].

ÀËÃÎÐÈÒÌ  MARK

Áóäåì îáðàáàòûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàïðîñîâ, ðàçäåëÿÿ ïðîöåññ îáðàáîòêè íà
ôàçû.  Ïåðâàÿ ôàçà íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî çàï-
ðîñà ê ñòðàíèöå ïàìÿòè. Çàêàí÷èâàåòñÿ ôàçà,
êîãäà ìû ïîëó÷èì çàïðîñû íà  k  ðàçëè÷íûõ
ñòðàíèö. Ñëåäóþùèé çàïðîñ îòíîñèòñÿ óæå
êî âòîðîé ôàçå âûïîëíåíèÿ íàøåãî àëãîðèò-
ìà. Âòîðàÿ ôàçà çàêàí÷èâàåòñÿ òîãäà, êîãäà
ìû ïîëó÷èì çàïðîñû ê  k  ðàçëè÷íûì ñòðà-
íèöàì âî âòîðîé ôàçå. È òàê äàëåå.

...àëãîðèòì Opt îáëàäàåò âîçìîæíîñòÿìè
âñåìîãóùåãî ÷àðîäåÿ è ïðåäñêàçàòåëÿ,
êîòîðîé íå îáëàäàåò  A...
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Â íà÷àëå êàæäîé ôàçû áóäåì ïîìå÷àòü
âñå ñòðàíèöû â êýøå  0. Ïðè ïîñòóïëåíèè
çàïðîñà íà ñòðàíèöó, íàõîäÿùóþñÿ â êýøå,
áóäåì ïîìå÷àòü åå  1. Ïðè ïîñòóïëåíèè çàï-
ðîñà íà ñòðàíèöó, êîòîðîé íåò â êýøå,  âûáå-
ðåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì îäíó èç ïîìå÷åííûõ
0  ñòðàíèö è çàìåíèì åå íà çàïðîøåííóþ,
íîâóþ ñòðàíèöó ïîìåòèì  1. Â êîíöå ôàçû
âñå ñòðàíèöû â êýøå áóäóò ïîìå÷åíû  1. Â
íà÷àëå íîâîé íîâîé ôàçû ìû  îáíóëèì âñå
ìåòêè â êýøå è ïîâòîðèì íàøè äåéñòâèÿ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
êýøèðîâàíèÿ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:
ðàçìåð êýøà  k = 3, êýø ïåðåä íà÷àëîì ðà-
áîòû àëãîðèòìà çàïîëíåí çíà÷åíèÿìè
{10, 20, 30}, ðàçìåð ôèçè÷åñêîé ïàìÿòè
m = 5. Ïîìåòêè ñòðàíèö áóäåì äåëàòü âåðõ-
íèì èíäåêñîì íàä çíà÷åíèåì â êýøå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âõîäíîé íàáîð
I = (1, 2, 4, 2, 4, 2, 3, 1, 5). Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ñîñòîÿíèå êýøà â ïðîöåññå ðàáîòû àë-
ãîðèòìà:

1. x1 = 1.  Çíà÷åíèå 1 åñòü â êýøå, ïîìå-
òèì åãî 1. Ñîñòîÿíèå êýøà ïîñëå ïåðâîãî
øàãà ðàáîòû àëãîðèòìà  {11, 20, 30}.

2. x2 = 2 . Çíà÷åíèå 2 åñòü â êýøå, ïîìå-
òèì åãî 1. Ñîñòîÿíèå êýøà ïîñëå âòîðîãî
øàãà ðàáîòû àëãîðèòìà {11, 21, 30}.

3. x3 = 4 . Çíà÷åíèÿ 4 íåò â êýøå. Âûáå-
ðåì ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå èç  êýøà ñðåäè çíà-
÷åíèé, ïîìå÷åííûõ 0. Òàêîå çíà÷åíèå òîëü-
êî îäíî � 3. Åãî ìû è çàìåíèì. Ñîñòîÿíèå
êýøà ïîñëå òðåòüåãî øàãà ðàáîòû àëãîðèò-
ìà {11, 21, 41}.

Çàìåòèì,÷òî ìû çàïðîñèëè  k = 3  ðàç-
íûõ çíà÷åíèé: 1, 2, 4. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïåðâàÿ
ôàçà ðàáîòû àëãîðèòìà çàâåðøåíà. Ñáðîñèì
âñå ïîìåòêè ñòðàíèö íà 0. Ñîñòîÿíèå êýøà
áóäåò {10, 20, 40}.

Äàëåå íà÷íåòñÿ âòîðàÿ ôàçà.
4. x4 = 2. Çíà÷åíèå 2 åñòü â êýøå, ïîìå-

òèì åãî 1. Ñîñòîÿíèå êýøà ïîñëå ÷åòâåðòîãî
øàãà ðàáîòû àëãîðèòìà {10, 21, 40}.

5. x5 = 4. Çíà÷åíèå 4 åñòü â êýøå, ïîìå-
òèì åãî 1. Ñîñòîÿíèå êýøà ïîñëå ïÿòîãî øàãà
ðàáîòû àëãîðèòìà {10, 21, 41}.

6. x6 = 2. Çíà÷åíèå 2 åñòü â êýøå, îíî óæå
ïîìå÷åíî 1. Ñîñòîÿíèå êýøà ïîñëå øåñòîãî
øàãà ðàáîòû àëãîðèòìà {10, 21, 41}.

 7. x7 = 3. Çíà÷åíèÿ 3 íåò â êýøå. Âûáå-
ðåì ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå èç  êýøà ñðåäè çíà-
÷åíèé, ïîìå÷åííûõ 0. Òàêîå çíà÷åíèå òîëü-
êî îäíî � 1. Åãî ìû è çàìåíèì. Ñîñòîÿíèå
êýøà ïîñëå ñåäüìîãî øàãà ðàáîòû àëãîðèò-
ìà {31, 21, 41}.

Çàìåòèì, ÷òî ìû ñíîâà çàïðîñèëè  k = 3
ðàçíûõ çíà÷åíèé: 2, 4, 3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âòî-
ðàÿ ôàçà ðàáîòû àëãîðèòìà çàâåðøåíà. Ñáðî-
ñèì âñå ïîìåòêè ñòðàíèö íà 0. Ñîñòîÿíèå
êýøà áóäåò  {30, 20, 40}.

 Äàëåå íà÷íåòñÿ òðåòüÿ ôàçà.
8. x8 = 1 . Çíà÷åíèÿ 1 íåò â êýøå. Âûáå-

ðåì ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå èç  êýøà ñðåäè çíà-
÷åíèé, ïîìå÷åííûõ 0. Äîïóñòèì, ýòî çíà÷å-
íèå 4. Çàìåíèì åãî. Ñîñòîÿíèå êýøà ïîñëå
âîñüìîãî øàãà ðàáîòû àëãîðèòìà {30, 20, 11}.

9. x9 = 5 . Çíà÷åíèÿ 5 íåò â êýøå. Âûáå-
ðåì ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå èç  êýøà ñðåäè çíà-
÷åíèé, ïîìå÷åííûõ 0. Äîïóñòèì, ýòî çíà÷å-
íèå 3. Çàìåíèì åãî. Ñîñòîÿíèå êýøà ïîñëå
âîñüìîãî øàãà ðàáîòû àëãîðèòìà {51, 20, 11}.

Âõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàâåðøè-
ëàñü, àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Ñòî-
èìîñòü ðåøåíèÿ � 4.

Ïðîäåëàéòå íåáîëüøîå óïðàæíåíèå �
ïîñ÷èòàéòå ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ (3).

Âîò òàêîé íåñëîæíûé, â îáùåì-òî, âå-
ðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è êý-
øèðîâàíèÿ. Ïîïðîáóåì îöåíèòü êà÷åñòâî
ýòîãî àëãîðèòìà â òåðìèíàõ êîíêóðåíòíîãî
ñîîòíîøåíèÿ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ çíàíèå î òàê íàçûâàå-
ìûõ «ãàðìîíè÷åñêèõ ÷èñëàõ». k-ûì ãàðìî-
íè÷åñêèì ÷èñëîì áóäåì íàçûâàòü ñóììó

∑
=

k

i i1

1
  è îáîçíà÷àòü  Hk. Ïèáëèçèòåëüíîå çíà-

÷åíèå   Hk ~ ln k.
Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåî-

ðåìó î êîýôôèöèåíòå îïòèìàëüíîñòè àëãî-
ðèòìà MARK.

Òåîðåìà 1. crMARK ≤ 2 Hk.

Õîðîøèé ðåçóëüòàò, íå ïðàâäà ëè? Èñ-
ïîëüçîâàíèå âåðîÿòíîñòè ïîçâîëèëî íàì
ñíîâà ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü êà÷åñòâî ðåøå-
íèÿ.

×óòü ïîçæå ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî
ýòîé òåîðåìû.
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Ðàññìîòðèì ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë,
ïîðîæäàþùèé ÷èñëà îò  1  äî  d  �  çíà÷åíèÿ
íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
Ω = {1, 2, ..., d}. Ïóñòü çíà÷åíèå  i  ïîðîæäà-
åòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ  pi. Òîãäà ìàòîæèäàíè-
åì èëè ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû áóäåì íàçûâàòü

 ∑
=

=Ε
d

i

iX
1

][ ⋅ âåðîÿòíîñòü (X = i) = i

d

i

pi ∗∑
=1

.

Îïðåäåëèì ìîäåëü âåðîÿòíîñòíîãî îí-
ëàéí àëãîðèòìà. Ðàçðåøèì íàøåìó îíëàéí
àëãîðèòìó  R  ïîëüçîâàòüñÿ ãåíåðàòîðîì ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë. Ìîæåì ôîðìàëüíî îïðåäå-
ëèòü ýòî òàê: ïðè âû÷èñëåíèè î÷åðåäíîãî  yi
àëãîðèòì ìîæåò èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ íà
äîïîëíèòåëüíî ëåíòå  φ, ñîäåðæàùåé ñëó÷àé-
íûå ÷èñëà. Òî åñòü  yi = fi (φ, x1, x2, ..., xi). Ïðè
òàêîì îïðåäåëåíèè àëãîðèòìà íà îäíîé è òîé
æå âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçíûå çà-
ïóñêè íàøåãî àëãîðèòìà ìîãóò äàòü ðàçëè÷-
íûé ðåçóëüòàò. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðå-
çóëüòàòîâ áóäåò ñîñòàâëÿòü ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü
cost(Rφ(I))  ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, îïðåäåëÿ-
þùóþ ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ àëãîðèòìà R íà
âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I.

×åðåç Ε [cost(Rφ(I ))]  îïðåäåëèì ñðåä-
íåå çíà÷åíèå (ìàòîæèäàíèå) ñòîèìîñòè ðå-
øåíèÿ àëãîðèòìà  R  íà  I.

Îïðåäåëåíèå 4. Àëãîðèòì  R  áóäåì íà-
çûâàòü c-êîíêóðåíòíûì â îæèäàíèè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà  α  òà-
êàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî  I ∈   ñïðàâåäëèâî ñî-
îòíîøåíèå:

Ε [cost(Rφ(I ))] ≤ c ⋅ cost(Opt(I)) + α .

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. crMARK ≤ 2 Hk.

Äîêàçàòåëüñòâî: Áóäåì àíàëèçèðîâàòü
ïîâåäåíèå íàøåãî àëãîðèòìà â  i-îé  ôàçå.

Ñòðàíèöû, çàïðîøåííûå  â ôàçå  i, êîòî-
ðûå íå çàïðàøèâàëèñü â ïðåäûäóùåé ôàçå,
áóäåì íàçûâàòü íîâûìè.

Ñîîòâåòñòâåííî,  ñòðàíèöû, çàïðîøåí-
íûå â ôàçå  i, êîòîðûå  çàïðàøèâàëèñü â ïðå-
äûäóùåé ôàçå, áóäåì íàçûâàòü ñòàðûìè.

Îáîçíà÷èì  mi  � ÷èñëî íîâûõ ñòðàíèö
íà ôàçå  i.

Çàìåòèì, ÷òî â íà÷àëå ôàçû  i  êýø ñî-
äåðæèò òå ñòðàíèöû ïàìÿòè, êîòîðûå áûëè
çàïðîøåíû â ïðåäûäóùåé ôàçå. Çíà÷èò, ïðè
çàïðîñå íà íîâóþ ñòðàíèöó ëþáîé àëãîðèòì
áóäåò ïðîèçâîäèòü çàìåíó. Îí çàìåíèò îäíó
èç ñòàðûõ ñòðàíèö. Äàëåå ïðè ïîñòóïëåíèè
çàïðîñà íà ýòó ñòàðóþ çàìåíåííóþ ñòðàíè-
öó, àëãîðèòìó ñíîâà ïðèäåòñÿ ïðîèçâîäèòü
çàìåíó.

Äàâàéòå ïîïðîáóåì îöåíèòü, ñêîëüêî ðàç
íàø àëãîðèòì ìîæåò îøèáèòüñÿ â ôàçå  i  ïðè
çàïðîñå ê ñòàðûì ñòàíèöàì.

Äîïóñòèì, ÷òî â ôàçå  i  óæå áûëè çàïðî-
øåíû  j � 1  ðàçëè÷íûõ ñòàðûõ è  l  ðàçëè÷-
íûõ   íîâûõ ñòðàíèö ïàìÿòè. Äî êîíöà òåêó-
ùåé ôàçû áóäóò çàïðîøåíû åùå  k � (l + j � 1)
ðàçëè÷íûõ ñòðàíèö. Ñðåäè ýòèõ çàïðîñîâ ìî-
ãóò áûòü çàïðîñû íà ñòàðûå ñòðàíèöû, êîòî-
ðûå áûëè çàìåíåíû ïðè çàïðîñå íîâûõ. Òà-
êèõ çàïðîñîâ íå áîëüøå  l  (òàê êàê ìû çàìå-
íèëè  l  ñòðàíèö â êýøå). Àëãîðèòìó ïðèäåò-
ñÿ äåëàòü çàìåíû ïðè çàïðîñàõ ýòèõ ñòàðûõ
ñòðàíèö (ïðè çàïðîñàõ äðóãèõ ñòðàíèö çà-
ìåí íå áóäåò). Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü îøèáêè
ïðè çàïðîñå ñòàðîé ñòðàíèöû,êîòîðîé íåò â
êýøå â äàííûé ìîìåíò, áóäåò

  
)1( ljk

l

+−−
.

Âñïîìíèì, ÷òî  l ≤ mi:

)1()1( ljk

m

ljk

l i

+−−
≤

+−−
.

Îáùåå êîëè÷åñòâî çàìåí â ôàçå íå ïðå-
âîñõîäèò

=
+−−

+ ∑
−

=

imk
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i jmk
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1 1
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1

1
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1
ki

imk
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ïðè k ≥ 1.

Ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ

costMARK ≤ ∑
i

im  ⋅  (2 ⋅ Hk)

äàæå â õóäøåì ñëó÷àå, à çíà÷èò, è â ñðåäíåì.
Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé àëãîðèòì. Ðàñ-

ñìîòðèì ñèòóàöèþ ìåæäó ôàçàìè  i � 1  è  i.
Â êàæäîé ôàçå îïòèìàëüíûé àëãîðèòì áó-
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äåò îøèáàòüñÿ íå ìåíåå ÷åì  mi  ðàç, òàê êàê
ó íåãî â êýøå  áóäóò òîëüêî ñòàðûå ñòðàíè-
öû:

  costOPT ≥ ∑
i

im .

Èç ïðåäûäóùèõ îöåíîê ñëåäóåò

k
OPT

MARK
MARK H

tcos

tcos
cr 2≤= .


