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Þðàé Ãðîìêîâè÷,
Àáëàåâ Ôàðèä Ìàíñóðîâè÷

 ÀËÃÎÐÈÒÌÛ  È  ÑËÓ×ÀÉÍÎÑÒÜ

ÓÐÎÊ 5.  ÎÍËÀÉÍ  ÀËÃÎÐÈÒÌÛ
È  ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÛÉ  ÀÍÀËÈÇ

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì êëàññ çà-
äà÷, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå îíëàéí ïðîáëå-
ìû (online problems), ðàññìîòðèì àëãîðèò-
ìû èõ ðåøåíèÿ � îíëàéí àëãîðèòìû (online
algorithms). Èññëåäîâàíèÿ òàêèõ çàäà÷ è ðàç-
ðàáîòêè àëãîðèòìîâ äëÿ íèõ � èíòåíñèâíî
ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü ñîâðåìåííîé Èí-
ôîðìàòèêè [1].

Èòàê, ÷òî æå ýòî òàêîå îíëàéí çàäà÷à?
Âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è, ñ êîòîðûìè ìû
èìååì äåëî íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè è èíôîð-

ìàòèêè, òðàäèöèîííî âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: èçâåñòíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, èçâå-
ñòíû âñå èñõîäíûå äàííûå, òðåáóåòñÿ ïîëó-
÷èòü îòâåò, à äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ðàçðàáî-
òàòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Îíëàéí çàäà÷è � ýòî çàäà÷è, ðåøåíèå
êîòîðûõ íóæíî îðãàíèçîâàòü, íå çíàÿ çàðà-
íåå âñåõ âõîäíûõ äàííûõ, ïîëó÷àÿ ðåøåíèå
ïî ìåðå ïîÿâëåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ. Àëãî-
ðèòìû, êîòîðûå ðàçðàáàòûâàþòñÿ ïðè òàêèõ
óñëîâèÿõ íàçûâàþòñÿ àëãîðèòìàìè, ðàáîòà-
þùèìè â ðåàëüíîì âðåìåíè, èëè îíëàéí àë-
ãîðèòìàìè (online algorithms). Íàïðèìåð,
ñèñòåìíàÿ ïðîãðàììà, êîíòðîëèðóþùàÿ ðà-
áîòó îïåðàöèîííîé ñèñòåìû, äîëæíà ïðîèç-
âîäèòü íåêîòîðûå äåéñòâèÿ (ïðèíèìàòü ðå-
øåíèÿ, çàïèñûâàòü ÷òî-òî íà âûõîä) äî òîãî,
êàê ïîñòóïÿò âñå äàííûå. Äðóãîé ïðèìåð
îðãàíèçàöèÿ ñèñòåìû äèñïåò÷åðñêîãî öåíò-
ðà ñëóæáû ñêîðîé ïîìîùè. Âõîäíûìè äàí-
íûìè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î
òîì, ñêîëüêî áóäåò âûçîâîâ, â êàêîå âðåìÿ è
ãäå îíè ïðîèçîéäóò. Çàäà÷à äèñïåò÷åðîâ ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû êàê ìîæíî áûñòðåå ìà-
øèíà ñêîðîé ïîìîùè äîáðàëàñü äî ìåñòà
ïðîèñøåñòâèÿ. Åñëè áû èì óäàëîñü óçíàòü
âñå âõîäíûå äàííûå î âîçìîæíûõ ïðîèñøå-
ñòâèÿõ çàðàíåå, îíè ñìîãëè áû ðåøèòü çàäà-
÷ó íàèáîëåå îïòèìàëüíûì îáðàçîì, ñîêðà-
òèâ âðåìÿ îæèäàíèÿ äî ìèíèìóìà.

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè
ïåðåä íèìè ñòîèò âàæíàÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè
òàêîé ñòðàòåãèè (àëãîðèòìà) ïîâåäåíèÿ, êî-

Îíëàéí çàäà÷è � ýòî çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ
íóæíî îðãàíèçîâàòü, íå çíàÿ çàðàíåå
âñåõ âõîäíûõ äàííûõ, ïîëó÷àÿ ðåøåíèå ïî ìåðå
ïîÿâëåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ...
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òîðàÿ ïîçâîëèò ðåàãèðîâàòü íà ïðîèñøå-
ñòâèÿ ìàêñèìàëüíî îïåðàòèâíî. Öåëü-ìàêñè-
ìóì � ïðèáëèçèòüñÿ ê îïòèìàëüíîìó ðåøå-
íèþ, òî åñòü ðåàãèðîâàòü íà íîâûå ñîáûòèÿ
òàê æå áûñòðî, êàê åñëè áû îíè çíàëè î íèõ
çàðàíåå.

Ìû ñ âàìè ïîñìîòðèì, ÷åì ìîæåò ïî-
ìî÷ü ìàòåìàòèêà â ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷: åñòü
ëè ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü õîðîøèå
ñòðàòåãèè, êàê äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ âå-
ðîÿòíîñòíûå ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð è ïîäõî-
äû ê åãî ðåøåíèþ, ÷òîáû ïîëó÷èòü èíòóè-
òèâíîå ïîíèìàíèå ïðèðîäû îíëàéí ïðîáëåì.

Äîïóñòèì, ÷òî âû ðåøèëè ïîåõàòü íà
ãîðíîëûæíûé êóðîðò (íàïðèìåð, â Ñî÷è) íà
20 äíåé è ñîáèðàåòåñü êàæäûé ñîëíå÷íûé
äåíü èñïîëüçîâàòü äëÿ êàòàíèÿ íà ëûæàõ. Íå
ñåêðåò, ÷òî ãîðíûå ëûæè íåëüçÿ îòíåñòè ê
áþäæåòíûì âèäàì ñïîðòà. Äîïóñòèì, ó âàñ
íåò ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ëûæ. Òîãäà ó âàñ 2
âàðèàíòà äåéñòâèé:

� àðåíäîâàòü ëûæè (ñòîèìîñòü àðåíäû �
300 ðóá. çà îäèí äåíü ïðîêàòà);

� êóïèòü ëûæè (ìèíèìàëüíàÿ öåíà ïîä-
ðîñòêîâûõ ãîðíûõ ëûæ 3000 ðóá.).
Îäíî âàæíîå óñëîâèå: âû íå äîâåðÿåòå äîë-
ãîñðî÷íûì ïðîãíîçàì ïîãîäû (îñîáåííî â
ãîðàõ) íàâåðíÿêà. Êàêàÿ ïîãîäà áóäåò â êîí-
êðåòíûé äåíü, âû ìîæåòå áîëåå-ìåíåå äîñ-
òîâåðíî óçíàòü òîëüêî óòðîì ýòîãî äíÿ. Òà-
êèì îáðàçîì, âû íå çíàåòå çàðàíåå, ñêîëüêî
äíåé ìîæíî áóäåò êàòàòüñÿ íà ëûæàõ.

Åñëè âû êóïèòå ëûæè â ïåðâûé æå äåíü,
à íà ñëåäóþùèé äåíü ïîãîäà èñïîðòèòñÿ äî
êîíöà âàøåãî òóðà, âû ïîòðàòèòå ìíîãî äå-
íåã. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âû ðåøèòå êàæ-
äûé äåíü áðàòü ëûæè íà ïðîêàò, òî çà 20 äíåé
âû ïîòðàòèòå ñòîèìîñòü äâóõ ïàð ëûæ.

×òî æå âàì äåëàòü?
Âàøà çàäà÷à � ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷å-

ñòâî äåíåã, ïîòðà÷åííûõ íà àðåíäó ëûæ.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñòü ñìûñë ïîêóïàòü ëûæè,
åñëè âû áóäåòå êàòàòüñÿ áîëüøå 10 äíåé,
èíà÷å âàøè çàòðàòû áóäóò èçáûòî÷íûìè.

Â öåëîì, ñîçäàíèå ñòðàòåãèè ïîõîæå íà
èãðó ñ ïðîòèâíèêîì, ñïîñîáíûì êîíòðîëè-
ðîâàòü ïîãîäó: ïðîòèâíèê âûáèðàåò ïîãîäó
â êîíêðåòíûé äåíü, âû ðåàãèðóåòå íà åãî
âûáîð ñîãëàñíî âàøåé ñòðàòåãèè. Íàøà çà-

äà÷à � ïðèäóìàòü òàêóþ ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ
áóäåò äàâàòü íàì ìàêñèìàëüíóþ ýêîíîìèþ
äåíåã âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ïðîòèâ-
íèêà (äëÿ ëþáîé åãî ñòðàòåãèè). Ïðè ýòîì
ïðîòèâíèê î÷åíü ñèëåí: îí íå òîëüêî óïðàâ-
ëÿåò âõîäíûìè äàííûìè, íî è çíàåò íàøó
ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ, è ìîæåò ñîçäàâàòü
«íåóäîáíûå» âõîäíûå äàííûå äëÿ íàøåãî
àëãîðèòìà.

Ïðåæäå ÷åì ÷èòàòü äàëüøå âûïîëíèòå
íåáîëüøîå óïðàæíåíèå � ïîïðîáóéòå ïðè-
äóìàòü ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò âàì ñý-
êîíîìèòü äåíüãè.

À òåïåðü ìû ïðåäëîæèì àëãîðèòì äåé-
ñòâèé ïðîòèâíèêà, ÷òîáû âû ìîãëè ïðîâåñ-
òè èãðó ñ íèì ñîãëàñíî âàøåé ñòðàòåãèè.

Èòàê, ïðîòèâíèê áóäåò äåéñòâîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

while (âû íå êóïèëè ëûæè è âàø îòïóñê íå
çàêîí÷èëñÿ)
output «Õîðîøàÿ ïîãîäà» ;
while (âàø îòïóñê íå çàêîí÷èëñÿ)
output «Ïëîõàÿ ïîãîäà» ;
end.

Ñêîëüêî äåíåã íà àðåíäó ëûæ ïîòðàòèëè
âû?

Ïîñìîòðèì, êàêèå ñëó÷àè ìîãóò ïðîèñ-
õîäèòü:

� åñëè âû ðåøèòåñü íà ïîêóïêó ëûæ â
ïåðâûé äåíü ñ õîðîøåé ïîãîäîé, òîãäà âû
ïîòðàòèòå 3000 ðóáëåé;

Âàøà çàäà÷à � ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî
äåíåã, ïîòðà÷åííûõ íà àðåíäó ëûæ.
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� åñëè âû ðåøèòåñü íà ïîêóïêó ëûæ â
j-ûé äåíü ñ õîðîøåé ïîãîäîé 2 ≤ j< 10, òîãäà
âû çàïëàòèòå (j � 1)300 + 3000 ðóáëåé.

Êàê áû ìû íè äåéñòâîâàëè, ïðîòèâíèê
ìîæåò ñîçäàòü òàêóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ìû
ïîòðàòèì íå ìåíüøå 3000 ðóáëåé. Òàêèì
îáðàçîì, íà àðåíäå ëûæ ñýêîíîìèòü íå ïî-
ëó÷èòñÿ, ëó÷øå óæ ñðàçó êóïèòü ëûæè (ýòî
áóäåò íàèáîëåå âûãîäíûé âàðèàíò).

Âû ìîæåòå âîçðàçèòü, ÷òî íåò òàêîãî ïðî-
òèâíèêà, ñïîñîáíîãî óïðàâëÿòü ïîãîäîé, è
÷òî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ñîëíå÷íûõ äíåé
áóäåò ñîâñåì íåìíîãî, è ñòðàòåãèÿ ïîäíåâ-
íîé àðåíäû äàñò ìàêñèìàëüíóþ ýêîíîìèþ.
Ïîÿñíèì ýòîò ìîìåíò. Ýôôåêòèâíîñòü íà-
øåé ñòðàòåãèè îïðåäåëÿåòñÿ åå ýôôåêòèâíî-
ñòüþ âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ, â òîì ÷èñ-
ëå è â õóäøèõ äëÿ íàñ ñëó÷àÿõ. Îíè âåäü òîæå
ìîãóò ïðîèçîéòè, à çíà÷èò, íàì íóæíî ïðå-
äóñìîòðåòü íàøè äåéñòâèÿ è â ýòèõ ñëó÷àÿõ
òîæå. Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîòèâíèêà êàê
ìîäåëü ñîçäàíèÿ òàêèõ õóäøèõ ñëó÷àåâ, ÷òî-
áû ïðîâåðèòü ýôôåêòèâíîñòü íàøåãî àëãî-
ðèòìà. Äëÿ çàäàííîãî àëãîðèòìà ìû ñ ïîìî-
ùüþ ïðîòèâíèêà ïîðîæäàåì òàêîé íàáîð
âõîäíûõ äàííûõ, íà êîòîðîì çàäàííûé àë-
ãîðèòì áóäåò íåýôôåêòèâåí.

Â ÷åì æå ïðè÷èíà òàêîé íåýôôåêòèâíî-
ñòè íàøèõ ñòðàòåãèé (àëãîðèòìîâ)? ßñíî,
÷òî åñëè áû ìû çíàëè âñå âõîäíûå äàííûå î
ïîãîäå, òî ìû áû èñïîëüçîâàëè îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå, ÷òî ïîçâîëèëî áû íàì ïîòðà-
òèòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî äå-
íåã. Âûõîäèò, ÷òî ìû ïëàòèì çà íåçíàíèå
áóäóùåãî. Ìîæåì ëè ìû ÷òî-òî ïðåäïðèíÿòü
â ýòîé ñèòóàöèè, èëè âñå íàøè ïîïûòêè
òùåòíû? Äàâàéòå ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ.

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè ðàíüøå àëãîðèò-
ìû äëÿ ðåøåíèÿ îíëàéí ïðîáëåì íàçûâàþò-
ñÿ îíëàéí àëãîðèòìàìè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
îäíîé è òîé æå çàäà÷è ìîæíî ïîñòðîèòü íå-
ñêîëüêî îíëàéí àëãîðèòìîâ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ îíëàéí ïðîáëå-
ìó  P  è íåêîòîðûé îíëàéí àëãîðèòì  A  ðå-
øåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Íàáîð âõîäíûõ äàííûõ
îáîçíà÷èì  I = (x1, x2, ..., xn). Â ñëó÷àå çàäà÷è
àðåíäû ëûæ  xi  ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
«ñîëíå÷íûé äåíü» èëè «íåñîëíå÷íûé äåíü».
Ñîêðàòèì îáîçíà÷åíèÿ äî «ñ» è «í». Ïðèìåð
âõîäíîãî íàáîðà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îòïóñê

äëèòñÿ 10 äíåé:  I = (ñ, í, ñ, ñ, ñ, í, ñ, ñ, ñ, í).
Íà êàæäîå çíà÷åíèå âõîäíîãî íàáîðà àëãî-
ðèòì äîëæåí âûäàâàòü îòâåò  yi. Äëÿ çàäà÷è
àðåíäû ëûæ êàæäûé äåíü ìû äîëæíû äà-
âàòü îòâåò: àðåíäîâàòü ëûæè, êóïèòü ëûæè
èëè íè÷åãî íå äåëàòü. Áóäåì îáîçíà÷àòü «ê»
ñèòóàöèþ, êîãäà ìû êóïèëè ëûæè, «à» �
àðåíäîâàëè ëûæè, «í» � íè÷åãî íå äåëàëè.
Ïðèìåð âûõîäíîãî íàáîðà  O = (y1, y2, ..., yn)
äëÿ çàäàííîãî ðàíåå âõîäíîãî íàáîðà:
O = (à, í, ê, í, í, í, í, í, í, í). Âûõîäíîé
íàáîð îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàííîé ñòðàòåãè-
åé. Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð âûõîäíîãî
íàáîðà, êîãäà ìû âñåãäà àðåíäóåì ëûæè:
O = (à, í, à, à, à, í, à, à, à, í).

Äëÿ ïàðû çíà÷åíèé âõîäíîãî íàáîðà è
ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó âûõîäíîãî íàáîðà
îïðåäåëèì ôóíêöèþ ñòîèìîñòè  cost (I, O),
çàäàþùóþ íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå
÷èñëî. Äëÿ çàäà÷è àðåíäû ëûæ ìû îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ ñòîèìîñòè ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ïðîñìîòðèì âåñü âûõîäíîé íàáîð è äëÿ
êàæäîãî çíà÷åíèÿ «à» âîçüìåì ÷èñëî 300, äëÿ
çíà÷åíèÿ «ê» âîçüìåì ÷èñëî 3000, äëÿ êàæ-
äîãî çíà÷åíèÿ «í» âîçüìåì ÷èñëî 0; ïðîñóì-
ìèðóåì ïîëó÷èâøèåñÿ ÷èñëà. Ðåçóëüòàò áó-
äåò îòðàæàòü ñóììó íàøèõ çàòðàò íà àðåíäó
ëûæ â òå÷åíèå îòïóñêà.

 Äëÿ êàæäîãî âõîäíîãî íàáîðà áóäåì íà-
çûâàòü îïòèìàëüíûì òîò âûõîäíîé íàáîð,
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè
ñòîèìîñòè. Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî Opt (I).

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ
îíëàéí ïðîáëåìó P. Ìíîæåñòâî âõîäíûõ
íàáîðîâ ïðîáëåìû  P áóäåì îáîçíà÷àòü .
Äëÿ êîíêðåòíîãî âõîäíîãî íàáîðà  I ∈  ,
I = (x1, ..., xn)  íåêîòîðûé îíëàéí àëãîðèòì  A
âû÷èñëÿåò âûõîäíîé íàáîð  O = (y1, y2, ..., yn),
ãäå  yi = fi (x1, ..., xi, y1, ..., yi ),  fi  � íåêîòîðûé
íàáîð ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûé àëãîðèòìîì
A,  i ∈ {1, n} . Ðåøåíèå  O, ñîçäàííîå àëãî-
ðèòìîì  A  íà âõîäíîì íàáîðå  I, áóäåì îáî-
çíà÷àòü  A(I), ñòîèìîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ �
cost(A(I)). Íàøà çàäà÷à � ìèíèìèçèðîâàòü
ñòîèìîñòü. Òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé
îíëàéí ìèíèìèçàöèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ
îíëàéí ïðîáëåìó  P  è îíëàéí àëãîðèòì  A,
ðåøàþùèé ýòó ïðîáëåìó. Àëãîðèòì  A  áó-
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äåì íàçûâàòü  c-êîíêóðåíòíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà  α  òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî  I ∈   ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå:

cost(A(I)) ≤ c ⋅ cost(Opt(I)) + α,
ãäå  Opt  � ýòî îïòèìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ
ýòîé çàäà÷è, òî åñòü àëãîðèòì, ïîðîæäàþùèé
îïòèìàëüíûé âûõîäíîé íàáîð. Çíà÷åíèå  c
ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü êîíêóðåíòíûì îò-
íîøåíèåì àëãîðèòìà  A.

Åñëè  α = 0, òî  A  áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî
êîíêóðåíòíûì.

Àëãîðèòì  A  � îïòèìàëüíûé àëãîðèòì,
åñëè îí ñòðîãî  1-êîíêóðåíòåí.

Êîíêóðåíòíîå îòíîøåíèå àëãîðèòìà  A
íà âõîäíîì íàáîðå  I  ìû òàêæå áóäåì îáî-
çíà÷àòü  comp(A(I)). Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå
êîíñòàíòû  α  ïîçâîëÿåò àëãîðèòìàì, ñòî-
èìîñòü ðåøåíèé êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ îò ñòî-
èìîñòè ðåøåíèé îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà
ëèøü íà êîíñòàíòó, ñòàíîâèòüñÿ  1-êîíêóðåí-
òíûìè.

Âåðíåìñÿ ê îïòèìàëüíîìó àëãîðèòìó
Opt. Ýòî àëãîðèòì, êîòîðûé çàðàíåå çíàåò
âåñü âõîäíîé íàáîð. Â äåéñòâèòåëüíîñòè åãî
ñóùåñòâîâàíèå ÷èñòî ãèïîòåòè÷åñêîå. Àëãî-
ðèòì  Opt  îáëàäàåò ìîùíîé èíôîðìàöèåé,
êîòîðîé íå îáëàäàåò  A, è ýòî òà äèëåììà, ñ
êîòîðîé ìû âñòðå÷àåìñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
îíëàéí àëãîðèòìîâ. Ãîâîðÿ äðóãèìè ñëîâà-
ìè: «Êîíêóðåíòíîå îòíîøåíèå ñîîáùàåò
íàì, ñêîëüêî ìû äîëæíû çàïëàòèòü çà íåçíà-
íèå áóäóùåãî».

Çàäà÷à êýøèðîâàíèÿ (Ïåéäæèíãà).
Îäíà èç î÷åíü âàæíûõ îíëàéí çàäà÷ � ýòî
çàäà÷à êýøèðîâàíèÿ èëè çàäà÷à ïåéäæèíãà.
Ñóòü åå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ôèçè÷åñêàÿ ïàìÿòü êîìïüþòåðà ìíîãî-
ñëîéíà. Öåíòðàëüíûé ïðîöåññîð â ïåðâóþ
î÷åðåäü îïåðèðóåò ñâîèìè ðåãèñòðàìè, ðà-
áîòà ñ êîòîðûìè ïðîèñõîäèò î÷åíü áûñòðî,
íî ñàìà ýòà ïàìÿòü î÷åíü äîðîãà. Äàëåå èäåò
êýø ïðîöåññîðà, êîòîðûé äåøåâëå è ìåäëåí-
íåå, äàëåå � îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü, ñëåäóþùàÿ
ïàìÿòü ñàìàÿ äåøåâàÿ ñàìàÿ ìåäëåííàÿ � ýòî
ïàìÿòü, ðàñïîëàãàþùàÿñÿ íà æåñòêîì äèñ-
êå. Ìû ñôîêóñèðóåìñÿ íà îäíîì óðîâíå
èåðàðõèè, êîãäà ó íàñ åñòü ìåäëåííàÿ ôèçè-
÷åñêàÿ ïàìÿòü è áûñòðàÿ, íî äîðîãàÿ ïàìÿòü
êýøà.

Äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ïàìÿòè îíà ðàçáèâàåòñÿ íà ñòðàíèöû (èëè
ÿ÷åéêè, page). Äàëåå ïðîöåññîð è ïðîãðàì-
ìû îïåðèðóþò òîëüêî ñòðàíèöàìè, à íå îò-
äåëüíûìè áàéòàìè. Â ñëó÷àå, åñëè ïîëüçî-
âàòåëü çàïðàøèâàåò íåêîòîðóþ ñòðàíèöó è
îíà óæå íàõîäèòñÿ â êýøå, òî ïðîöåññîð ñðà-
çó æå áåðåò åå èç êýøà è îòäàåò ïîëüçîâàòå-
ëþ. Åñëè æå åå â êýøå íå îêàçûâàåòñÿ, òî
ïðîèñõîäèò òàê íàçûâàåìûé «îáìåí ñòðàíè-
öàìè»: ïðîöåññîð âûáèðàåò íåêîòîðóþ ÿ÷åé-
êó èç êýøà è çàïèñûâàåò äàííûå çàïðîøåí-
íîé ñòðàíèöû â ýòó ÿ÷åéêó, ïîñëå ÷åãî îòäà-
åò äàííûå ïîëüçîâàòåëþ. Äàííûå æå, ïîâåðõ
êîòîðûõ áûëà çàïèñàíà íîâàÿ ñòðàíèöà, ïðî-
ïàäàþò èç êýøà. Îñíîâíàÿ çàäà÷à àëãîðèò-
ìà � ýòî îïðåäåëèòü, ïîâåðõ êàêîé ÿ÷åéêè
ñòîèò çàïèñûâàòü íîâóþ ñòðàíèöó. Ïóñòü
êýø ìîæåò õðàíèòü â ñåáå íå áîëåå ÷åì  k
ñòðàíèö. Îáû÷íî êýø çàïîëíåí, ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â êýøå âñåãäà ðîâíî  k
ñòðàíèö.

Îïèøåì çàäà÷ó ôîðìàëüíî.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿþùèõ
çàïðîñû ñòðàíèö ïàìÿòè  I = (x1, ..., xn),
xi > 0. Îíëàéí àëãîðèòì  A  îáñëóæèâàåò áó-
ôåð (ñîäåðæèìîå êýøà)  K  öåëûõ ÷èñåë
B = {b1, ..., bK}, ãäå  K  � ôèêñèðîâàííàÿ êîí-
ñòàíòà, ïðè÷åì àëãîðèòì À çíàåò çíà÷åíèå
ýòîé êîíñòàíòû. Äî ïåðâîãî çàïðîñà áóôåð
èíèöèàëèçèðóåòñÿ ñëåäóþùèì çíà÷åíèåì
B = {1, ..., K}. Åñëè  A  ïðèíèìàåò çàïðîñ
xi ∈ B, òî òîãäà âûäàåò îòâåò  yi = 0. Åñëè æå
xi ∉ B, òî ïðîèñõîäèò «îáìåí ñòðàíèöàìè»,

Îñíîâíàÿ çàäà÷à àëãîðèòìà � ýòî îïðåäåëèòü,
ïîâåðõ êàêîé ÿ÷åéêè ñòîèò çàïèñûâàòü íîâóþ
ñòðàíèöó...
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è  A  äîëæåí îïðåäåëèòü çàìåíÿåìóþ ñòðà-
íèöó  bj, ïðè ýòîì  B: = B \{bj} ∪ {xi}  è
yi = bj. Ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ  (I)  ðàâíî êîëè-
÷åñòâó îáìåíîâ ñòðàíèö, òî åñòü
cost(A(I)) = |{yi: yi > 0}|.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ ëþáîãî îíëàéí àë-
ãîðèòìà  A  ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîãî ñîïåð-
íèêà  Adv, êîòîðûé ïðåäúÿâëÿåò õóäøèé
âõîäíîé íàáîð, ïðîñòî çàïðàøèâàÿ â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè òó ñòðàíèöó, êîòîðîé íåò â
êýøå. Ôîðìàëüíî àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ
òàêîãî âõîäíîãî íàáîðà ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

output «Çàïðîñ ñòðàíèöû ñ èíäåêñîì K+1»;
i:= 1;
while (i\leq K-1)
j:= èíäåêñ ñòðàíèöû, êîòîðóþ A óáðàë èç êýøà
ïðè çàìåíå;
output «Çàïðîñ ñòðàíèöû ñ èíäåêñîì j»;
i:= i + 1;
end.

Ïðè ýòîì îïòèìàëüíûé àëãîðèòì  Opt
ìîã áû îáðàáîòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì òà-
êîé íàáîð. Îí çíàåò âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàïðîñîâ. È ïåðâóþ çàïðîøåííóþ ñòðàíèöó
çàìåíèò íà òó, êîòîðóþ áóäóò çàïðàøèâàòü
ìàêñèìàëüíî ïîçäíî òàê, ÷òîáû ïðåäûäóùèå
îñòàâàëèñü â êýøå. Â õóäøåì ñëó÷àå ñîïåð-
íèê áóäåò çàïðàøèâàòü âñå ñòðàíèöû ïîäðÿä
è àëãîðèòìó  Opt  ïîíàäîáèòñÿ çàìåíÿòü
ñòðàíèöû êàæäûå  K  çàïðîñîâ.

Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî îíëàéí àëãîðèò-
ìà  A  ñóùåñòâóåò òàêîé âõîäíîé íàáîð  I,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

K
IOptcost

IAcost
IAcomp ≥=

))((

))((
))(( ,

ãäå  Opt  � îïòèìàëüíûé àëãîðèòì.

Óïðàæíåíèå 1. Ðàññìîòðèì ïðèìåð
I = (3, 107, 30, 1201, 73, 107, 30). Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïîëüçîâàòåëü ïîñëåäîâàòåëüíî çàïðî-
ñèë ñòðàíèöû ñ íîìåðàìè 3, 107, 30, 1201,
73, 107, 30. Êàê âèäèì, â ýòîì ñëó÷àå ñòðà-
íèöû 30 è 107 çàïðàøèâàëèñü äâàæäû, è
áûëî áû íåïðàâèëüíî óäàëèòü èõ èç êýøà
ïîñëå ïåðâîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Íàì íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü ñòîèìîñòü.
Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì ñòîèìîñòü êàæäîãî
âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó âðåìÿ, íå-
îáõîäèìîå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ñòðàíèöû èç
îñíîâíîé ïàìÿòè â êýø, íàìíîãî áîëüøå,
÷åì äëÿ äîñòóïà ê äàííûì â êýøå, ìîæíî
ñ÷èòàòü ñòîèìîñòü òàê:

� ñòîèìîñòü äîñòóïà ê êýøó ðàâíà 0;
� ñòîèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ ñòðàíèöû â

êýø ðàâíà 1.
Ïóñòü ðàçìåð íàøåãî êýøà, â êîòîðîì

õðàíÿòñÿ ñòðàíèöû 5, 30 è 107, ðàâåí 3 (òî
åñòü  k = 3). È íàì ïîäàåòñÿ çàäà÷à  I = 3, 107,
30, 1201, 73, 107, 30.  Ïîêàæåì, ÷òî ñëåäó-
ùåå ðåøåíèå, èìåþùåå ñòîèìîñòü 3, ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíûì. Ñíà÷àëà êîìüïüþòåð ïå-
ðåìåñòèò ñòðàíèöó 5 â îñíîâíóþ ïàìÿòü è
íà å¸ ìåñòî çàïèøåò ñòðàíèöó 3. Áóäåì îáî-
çíà÷àòü òàêóþ îïåðàöèþ êàê

5 ↔ 3.

Ïîòîì çàïðàøèâàþòñÿ ñòðàíèöû 107 è 30,
êîòîðûå è òàê íàõîäÿòñÿ â êýø-ïàìÿòè. Îá-
ðàáîòàâ ýòè ñòðàíèöû, êîìïüþòåð ïåðåìå-
ùàåò â êýø ñòðàíèöó 1201, çàìåíÿÿ ñòðàíè-
öó 3. Ñòðàíèöû 30 è 107 îñòàþòñÿ, òàê êàê
êîìïüþòåð çíàåò, ÷òî îíè ïîíàäîáÿòñÿ ïîç-
æå. Íà ïÿòîì øàãå ñòðàíèöà 1201 èç êýøà
çàìåíÿåòñÿ ñòðàíèöåé 73. È ïîñëåäíèå çà-
ðàøèâàåìûå ñòðàíèöû 30 è 107 îáðàáàòû-
âàòñÿ íàïðÿìóþ èç êýøà . Ýòî ðåøåíèå ìîæ-
íî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

5 ↔ 3, •, •, 3 ↔ 1201, 1201 ↔ 73, •, •.

Ñèìâîë  •  îçíà÷àåò, ÷òî êýø è îñíîâíàÿ ïà-
ìÿòü íå âçàèìîäåéñòâîâàëè íà ýòîì øàãå, à
a ↔ b  îçíà÷àåò çàìåíó ñòðàíèöû  a  èç êýøà
íà ñòðàíèöó  b  è çàïèñü  a  â ïàìÿòü.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì. Ñíà÷àëà ñòðàíèöû 3, 1201 è 73
íàõîäÿòñÿ íå â êýø ïàìÿòè, íî åñëè òðåáóåò-
ñÿ îáðàáîòàòü ñòðàíèöû  I = 3, 107, 30, 1201,
73, 107, 30 , òî ýòè ñòðàíèöû äîëæíû áûòü
çàãðóæåíû â êýø. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé íå ìîæåò áûòü ìåíüøå òðåõ.

Óïðàæíåíèå 2.  Íàéòè îïòèìàëüíûå ðå-
øåíèÿ äëÿ çàäà÷:

1. k = 3, â êýøå íàõîäÿòñÿ 1, 2, 3 è
I = 7, 9, 3, 2, 114, 8, 7.

2. k = 5, â êýøå íàõîäÿòñÿ 1, 101, 1001,
1002, 9 è I = 102, 7, 5, 1001, 101, 3, 8, 1, 1002.
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Çàìåòèì, ÷òî êîãäà íóæíî çàïèñàòü íî-
âóþ ñòðàíèöó â êýø, åñòü  k  âîçìîæíîñòåé
âûáðàòü â êýøå ñòðàíèöó äëÿ çàìåíû. È ñ
ðîñòîì êîëè÷åñòâà øàãîâ êîëè÷åñòâî ðàç-
íûõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé ðàñòåò î÷åíü áû-
ñòðî, ïîýòîìó íàéòè ñðåäè íèõ îïòèìàëü-
íîå î÷åíü ñëîæíî. Íî âñå æå ýòî âîçìîæíî.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòó çàäà÷ó êàê îíëàéí
çàäà÷ó, òî ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ. Òðåáîâàíèÿ
íà îáðàáîòêó ñòðàíèö ïðèõîäÿò óæå ïîñëå
òîãî, êàê ìû ïîìåñòèëè òóäà ïðåäûäóùóþ,
ïðè÷åì âìåñòî êàêîé-òî äðóãîé ñòðàíèöû.
È òîãäà êàêóþ áû ñòðàòåãèþ ìû íå èñïîëü-
çîâàëè, ïðîòèâíèê áóäåò çàïðàøèâàòü èìåí-
íî òó ñòðàíèöó, êîòîðóþ ìû òîëüêî ÷òî óá-
ðàëè èç êýøà. ßñíî, ÷òî òîãäà ñòîèìîñòü
áóäåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé è ðàâíîé
äëèíå çàäà÷è.

Ïîêàæåì, êàê ýòî âûãëÿäèò íà ïðèìåðå.
Ïóñòü  k = 3  è â êýøå õðàíÿòñÿ ñðàíèöû 1, 2
è 3. Ñíà÷àëà íàø ïðîòèâíèê çàïðàøèâàåò

ñòàíèöó 4. Òîãäà êàêóþ-òî ñòðàíèöó èç êýøà
íàäî çàìåíèòü ýòîé ñòðàíèöîé. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî çàìåíÿþò ñòðàíèöó 2. Òîãäà íà ñëå-
äóþùåì øàãå ïðîòèâíèê çàïðàøèâàåò ñòðà-
íèöó 2, êîòîðîé â óæå íåò â êýøå. Ïóñòü òîã-
äà êîìïüþòåð ñäåëàåò  4 ↔ 2. Òîãäà íà ñëå-
äóþùåì øàãå ïðîòèâíèê çàïðîñèò ñòðàíè-
öó 4. Åñëè æå íàø àëãîðèòì ðåøèò ñäåëàòü
1 ↔ 4 , òî ïðîòèâíèê çàïðîñèò ñòðàíèöó 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîòèâíèê äàë íà çàäà÷ó

4, 2, 4, 1

è âûíóäèë íàø àëãîðèòì ïðèíÿòü ðåøåíèå

  2 ↔ 4, 4 ↔ 2, 1 ↔ 4, 4 ↔ 1,

ñòîèìîñòü êîòîðîãî ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 4.
Îïòèìàëüíîîå æå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

3 ↔ 4, •, •, •
èìååò ñòîèìîñòü 1. Íî ýòî îïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå ìîæíî íàéòè, òîëüêî åñëè çíàòü âñþ
çàäà÷ó çàðàíåå.


