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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â êíèãå [1] ìû ïðåäñòàâëÿåì ìàòåìà-
òèêó (ãåîìåòðèþ) êàê îáëàñòü èíòåëëåêòó-
àëüíîé äåÿòåëüíîñòè, íå ñâîäÿùóþñÿ òîëü-
êî ê âûâåäåíèþ ñëåäñòâèé ñðåäñòâàìè ôîð-
ìàëüíîé ëîãèêè è ê ïîëó÷åíèþ êåì-òî çàäàí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ïóò¸ì àëãîðèòìè÷åñêèõ
ïðåäïèñàíèé. Ìû ñòîèì çà äðóãîé ïîäõîä ê
ìàòåìàòèêå.

1. Â ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè  ñó-
ùåñòâåííà èññëåäîâàòåëüñêàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ. Îíà  âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîèñê  ãèïîòåçû;
äëÿ ïîÿâëåíèÿ îíîé  íåîáõîäèìû íàáëþäå-
íèÿ, äîãàäêè, àíàëîãèè, èíäóêòèâíûå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, îáîáùåíèÿ�

2. Â ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè äà-
ëåêî íå âñå äîðîãè  âåäóò ê óñïåõó, âîçìîæ-
íû çàáëóæäåíèÿ, òóïèêè è, ðàçóìååòñÿ,
îøèáêè.

3. Íàðÿäó ñ èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëü-
íîñòüþ, â çàíÿòèÿõ ìàòåìàòèêîé íåîáõîäè-
ìà äåÿòåëüíîñòü êðèòè÷åñêàÿ. Ñîìíåíèå,
íåîáõîäèìî ñîïóòñòâóþùåå ïîÿâëåíèþ ãè-
ïîòåç,  ìîæíî óñòðàíÿòü ïðîâåðêîé, â òîì
÷èñëå è òàêîé, êîòîðàÿ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äî-
êàçàòåëüíîé. Òåì ñàìûì ïîèñê äîêàçàòåëü-
ñòâà ìîæåò áûòü îòíåñ¸í ê êðèòè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè, à ñàìî äîêàçàòåëüñòâî � ÿâ-
ëÿòüñÿ å¸ ðåçóëüòàòîì.

Ýëåìåíòîì ïðîâåðêè ìîæåò áûòü ïîèñê
êîíòðïðèìåðîâ. Òåì ñàìûì, êðèòè÷åñêàÿ äå-
ÿòåëüíîñòü âêëþ÷àåò â ñåáÿ òâîð÷åñêóþ ñî-
ñòàâëÿþùóþ.

×àñòüþ êðèòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå îöåíêà ñäåëàííîé ðàáîòû, â òîì
÷èñëå èç ýñòåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.

Ïîñòóëàòû äëÿ ó÷èòåëÿ

Ïðåæäå ÷åì âêëþ÷àòü êîìïüþòåðíûå
òåõíîëîãèè â ñîáñòâåííóþ ñèñòåìó ðàáîòû,

ó÷èòåëþ ìàòåìàòèêè ïî ñóùåñòâó íåîáõî-
äèìî ñêîððåêòèðîâàòü ñîáñòâåííóþ óñòà-
íîâêó, îòíîñÿùóþñÿ ê åãî îáðàçîâàòåëüíîé
äåÿòåëüíîñòè. Íàøó óñòàíîâêó ìû çàôèê-
ñèðîâàëè â ñëåäóþùèõ ïîñòóëàòàõ.

Ïåðâûé ïîñòóëàò. Ìàòåìàòè÷åñêîå
îáðàçîâàíèå � ìíîãîãðàííàÿ èíòåëëåêòóàëü-
íàÿ äåÿòåëüíîñòü, â êîòîðîé âàæíû  íå òîëü-
êî ëîãèêà, íå òîëüêî ñòðîãàÿ äåäóêöèÿ, íî åù¸
è ïðîñòðàíñòâåííîå ìûøëåíèå, ðàáîòà èí-
òóèöèè, ôîðìóëèðîâêà ãèïîòåç è ìíîãîå äðó-
ãîå.

Âòîðîé ïîñòóëàò. Ìàòåìàòèêà � íàóêà
ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ.

Òðåòèé ïîñòóëàò. Êîìïüþòåð èãðàåò òó
æå ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè,
êàêóþ èãðàåò ïðèáîð äëÿ çàíÿòèé ôèçèêîé.

×åòâ¸ðòûé ïîñòóëàò. Êîìïüþòåð ìíî-
ãîêðàòíî óâåëè÷èâàåò âîçìîæíîñòè è ðîëü
ìàòåìàòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïÿòûé ïîñòóëàò. Åñòü äâà ðàâíîïðàâ-
íûõ óðîâíÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ
òåõíîëîãèé â øêîëüíîì ìàòåìàòè÷åñêîì
îáðàçîâàíèè: óðîâåíü ïîëüçîâàòåëÿ è óðîâåíü
òåîðåòèêà (íàçâàíèÿ óñëîâíûå).

Øåñòîé ïîñòóëàò. Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åí-
íûé ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé òåõíîëîãèè,

Ýëåìåíòîì ïðîâåðêè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê
êîíòðïðèìåðîâ...
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ìîæíî â îïðåäåë¸ííûõ ñëó÷àÿõ (â ÷àñòíî-
ñòè, â çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîãî óðîâíÿ) ñ÷è-
òàòü äîêàçàííûì.

Ñåäüìîé ïîñòóëàò. Âîçìîæíîñòè, êî-
òîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â øêîëüíîì ìàòåìàòè-
÷åñêîì îáðàçîâàíèè ïðè èñïîëüçîâàíèè êîì-
ïüþòåðà, îïðàâäûâàþò íåîáõîäèìûå âðå-
ìåííûå çàòðàòû.

Âîñüìîé ïîñòóëàò. Èñïîëüçîâàíèå êîì-
ïüþòåðà ñáëèæàåò òåîðåòè÷åñêóþ è ïðè-
êëàäíóþ ìàòåìàòèêó (åñëè óãîäíî � òåîðå-
òè÷åñêóþ è ïðèêëàäíóþ ÷àñòè íàóêè).

ÌÅÒÎÄÎËÎÃÈß
È/ÈËÈ  ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß  ×ÀÑÒÜ

Îäíà èç ïðîáëåì èñïîëüçîâàíèÿ êîìïü-
þòåðà â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè
øêîëüíèêîâ � âêëþ÷åíèå ýòîé òåõíîëîãèè â
äèäàêòè÷åñêóþ ñèñòåìó ðàáîòû ó÷èòåëÿ. Ïî
íàøåìó ìíåíèþ, èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòå-
ðà íå äîëæíî áûòü íåêèì äîâåñêîì ê òðàäè-
öèîííîìó êóðñó ìàòåìàòèêè, åãî æåëàòåëü-
íî âïèñàòü â  ìåòîäè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ
ñèñòåìû ðàáîòû ó÷èòåëÿ. Åñëè ãîâîðèòü î
äèäàêòèêå ìàòåìàòèêè, òî åñòåñòâåííî âñòà-
¸ò âîïðîñ î ñîåäèíåíèè â åäèíîå öåëîå íî-
âûõ è ñòàðûõ ìåòîäîâ ïðè îáó÷åíèè ðåøå-
íèþ çàäà÷. Ìû ïðåäëàãàåì òàêîå ðåøåíèå
ýòîé ïðîáëåìû.

Â êíèãå [1] ìû ïðåäëàãàåì â êàæäîé çà-
äà÷íîé ñèòóàöèè ñëåäóþùèé ïðèìåðíûé ïî-
ðÿäîê (ñöåíàðèé)  äåéñòâèé.

1. Íàëè÷èå ñþæåòíîé, âíåìàòåìàòè÷åñ-
êîé ÷àñòè.

2. Ñîçäàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè
ñþæåòíîé ÷àñòè çàäà÷è.

3. Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ äëÿ ïîèñêà
ðåøåíèÿ èëè ïîÿâëåíèÿ ãèïîòåçû î âîçìîæ-
íîì ðåçóëüòàòå.

4. Ôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû.
5. Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò.
6. Êîððåêòèðîâêà ãèïîòåçû ïî èòîãàì

ýêñïåðèìåíòà.
7. Íåôîðìàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ñïðà-

âåäëèâîñòè ãèïîòåçû.
8. Äîêàçàòåëüñòâî èñòèííîñòè ãèïîòåçû.
9. Ïîèñê  àëüòåðíàòèâíîãî ðåøåíèÿ.
10. Ðàñøèðåíèå çàäà÷è (îáîáùåíèå, ÷à-

ñòíûå ñëó÷àè).

Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ñïèñêå ïîäðîáíåå.
1. Êîëü ñêîðî ìû âêëþ÷àåì ó÷åíèêà â

èññëåäîâàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü,  ïðåäëà-
ãàåìàÿ åìó çàäà÷à íå ìîæåò áûòü âçÿòà «ñ
ïîòîëêà». Ëèáî îíà îòðàæàåò êàêóþ-òî ïðè-
êëàäíóþ ïðîáëåìó, ëèáî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàç-
âèòèåì óæå èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ
ñîçäàíèÿ ïðèêëàäíîãî îòòåíêà çàäà÷è ìû
ïðåäëàãàåì â íà÷àëüíîé å¸ ôîðìóëèðîâêå
íå÷òî âðîäå «ñêàçî÷êè».

2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîÿâëÿåòñÿ â
ðåçóëüòàòå àíàëèçà «ïðèêëàäíîé» ñèòóàöèè.
Ñîçäàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè
èìååò ñìûñë âíà÷àëå ïðåäîñòàâèòü ó÷åíè-
êàì. Ñàìîñòîÿòåëüíî íàéäåííàÿ ó÷åíèêîì
ôîðìóëèðîâêà ñîáñòâåííî ãåîìåòðè÷åñêîé
çàäà÷è ñïîñîáñòâóåò áîëåå ïîëíîìó å¸ ïî-
íèìàíèþ.

3. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàáîòå ñ êîì-
ïüþòåðîì, ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíû ïðåäïîëî-
æåíèÿ îòíîñèòåëüíî îòâåòà. Ó÷åíèêàì ïðåä-
ëàãàåòñÿ (ïî âîçìîæíîñòè)  ìûñëåííî ïðåä-
ñòàâèòü ñèòóàöèþ è ïðåäóãàäàòü âîçìîæíûé
ðåçóëüòàò. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ìîãóò  âîç-
íèêíóòü â ðåçóëüòàòå ïðàâäîïîäîáíûõ ðàñ-
ñóæäåíèé (ó íàñ � íàâîäÿùèõ ñîîáðàæåíèé),
êàê ýòî ñîâåòóåò äåëàòü Ä. Ïîéà. Òàêîâûìè
íàâîäÿùèìè ñîîáðàæåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ àíà-
ëîãèÿ, ðàçáîð ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ïðîâåðêà
îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ è ò. ä.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ê íàâîäÿùèì ñî-
îáðàæåíèÿì ìû îòíîñèì ðåêîìåíäàöèè  ïî
ðåøåíèþ çàäà÷è.

Ðåçóëüòàòîì èñïîëüçîâàíèÿ íàâîäÿùèõ
ñîîáðàæåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîÿâëåíèå ãè-
ïîòåçû îòíîñèòåëüíî îòâåòà íà ïîñòàâëåí-
íûé âîïðîñ.

4. Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò  ëèáî îï-
ðîâåðãàåò âîçíèêøóþ  ãèïîòåçó, ëèáî êîððåê-
òèðóåò å¸, ëèáî ïîäòâåðæäàåò.

Åñëè  ãèïîòåçà óæå âîçíèêëà  ïîñëå íà-
âîäÿùèõ ñîîáðàæåíèé, òî êîìïüþòåð âûñ-
òóïàåò êàê ñðåäñòâî å¸ ïðîâåðêè.

Åñëè æå ãèïîòåçà íå ïîÿâèëàñü, òî êîì-
ïüþòåð âûñòóïàåò êàê ñðåäñòâî å¸ ãåíåðè-
ðîâàíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà â ãåîìåòðèè
îñîáåííî ýôôåêòèâíî äëÿ:

à) ïîèñêà è êîíñòðóèðîâàíèÿ îáúåêòà,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ,
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á) íàáëþäåíèÿ çà èçìåíÿþùèìèñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè è çà âåëè÷èíàìè,
ñ íèìè ñâÿçàííûìè.

5. Åñëè ìû äîâåðÿåì èíòóèöèè, èñïîëü-
çîâàíèþ íàâîäÿùèõ ñîîáðàæåíèé è ïîäòâåð-
æäàþùåé ðàáîòå êîìïüþòåðà, òî ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ãèïîòåçà äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì, îäíàêî, ÷òî è ïîñëå êîì-
ïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà îñòàþòñÿ ñîìíå-
íèÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû. Íàïðèìåð,
ñâîéñòâî,  êîòîðîå ìû õîòèì îáíàðóæèòü,
îòñóòñòâóåò � íåïîíÿòíî, äîêàçàëè ëè ìû åãî
îòñóòñòâèå ïåðåáîðîì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.
Äðóãîé ïðèìåð � âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò, êîãäà íåÿñíîñòü âîçíèêàåò èç-çà íàëè-
÷èÿ ïîãðåøíîñòåé.

Òîãäà ïåðåõîäèì ê ïîèñêó ðàöèîíàëüíûõ
ðàññóæäåíèé, ïîäòâåðæäàþùèõ ãèïîòåçó.
Ðàöèîíàëüíîå ðàññóæäåíèå èñïîëüçóåò íà-
ãëÿäíîñòü, ñèììåòðèè, íåïðåðûâíîñòü, ïî-
ñòîÿíñòâî, äâèæåíèÿ, à òàêæå ñîîáðàæåíèÿ,
âçÿòûå èç ìåõàíèêè.

Íåïðåðûâíîñòü èñïîëüçóåòñÿ â äâóõ ñè-
òóàöèÿõ:

à) åñëè íåêîòîðîå ñâîéñòâî ôèãóðû âû-
ïîëíÿåòñÿ â êàêîé-òî òî÷êå, òî îíî âûïîëíÿ-
åòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè (òàê
íàçûâàåìûé ìåòîä «ìàëûõ øåâåëåíèé»);

á) åñëè ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî íåêîòî-
ðîé íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè íåêàÿ âåëè÷è-
íà, ñâÿçàííàÿ ñ äàííîé ôèãóðîé, ìîæåò áûòü
ìåíüøå îïðåäåë¸ííîãî çíà÷åíèÿ è áîëüøå
åãî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæåíèå ïåðå-
ìåííîé òî÷êè, êîãäà èñêîìàÿ âåëè÷èíà ðàâ-
íà ýòîìó çíà÷åíèþ.

Ãèïîòåçà î ïîñòîÿíñòâå îïðåäåë¸ííîé
âåëè÷èíû, ñâÿçàííîé ñ äàííîé ôèãóðîé, âîç-
íèêàåò òîãäà, êîãäà ýòà âåëè÷èíà ïðèíèìàåò
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ â òð¸õ ðàçíûõ ïîëîæå-
íèÿõ äàííîé ôèãóðû. Â îñíîâå ýòîé ãèïîòå-
çû ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èññëå-
äóåìàÿ âåëè÷èíà çàäà¸òñÿ ëèíåéíîé èëè
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé, ÷òî ÷àùå âñåãî
âñòðå÷àåòñÿ â ãåîìåòðèè.

À åñëè è ýòîãî íåäîñòàòî÷íî, íàøè ñî-
ìíåíèÿ íå èñ÷åçëè, òî âîñïîëüçóåìñÿ òðà-
äèöèîííûì ãåîìåòðè÷åñêèì äîêàçàòåëü-
ñòâîì.

6. Ïîèñê àëüòåðíàòèâíîãî ðåøåíèÿ æå-
ëàòåëåí. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíî

ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ ìåòîäîì îò íà-
÷àëüíîãî ðåøåíèÿ, ìû ïðèâîäèì òàêîâîå.

7. Â èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè
ðåø¸ííàÿ çàäà÷à ïîðîæäàåò íîâûå âîïðîñû,
ïîýòîìó ìû ïðåäëàãàåì «ðàñøèðåíèå» èñ-
õîäíîé çàäà÷è.  Ýòó ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ  ìû
îòíîñèì ê ïðîåêòíîé äåÿòåëüíîñòè.  Â ïðî-
åêòå ó÷åíèêó ïðåäëàãàåòñÿ ïðîéòè  âñå ïå-
ðå÷èñëåííûå âûøå ýòàïû, çà èñêëþ÷åíèåì
ôîðìóëèðîâêè  ñîáñòâåííî ãåîìåòðè÷åñêîé
çàäà÷è � ìû äà¸ì ýòó ôîðìóëèðîâêó êàê îò-
ïðàâíóþ òî÷êó ïðîåêòà.  Ó÷åíèêó ïðåäëàãà-
åòñÿ ñî÷èíèòü èñõîäíûé ñþæåò, ïðåäëîæèòü
íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàòü
ãèïîòåçó, ïðîäóìàòü êîìïüþòåðíûé ýêñïåðè-
ìåíò, ïîäòâåðäèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ðàöèîíàëüíûìè ðàññóæäåíèÿìè è äåäóêòèâ-
íûì äîêàçàòåëüñòâîì, èñêàòü àëüòåðíàòèâ-
íûå ðåøåíèÿ. Çàòåì ïðåäëîæèòü äàëüíåé-
øèå ðàñøèðåíèÿ.

Â êíèãå [1] ìû â áîëüøèíñòâå ñþæåòîâ
ïðåäëàãàåì ïî äâà ðàñøèðåíèÿ ê êàæäîé
çàäà÷å. Ïåðâîå ðàñøèðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
èññëåäîâàíèå íå çàêàí÷èâàåòñÿ ñ ïîëó÷åíè-
åì îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ � ìîæíî
ïîñòàâèòü íîâûé âîïðîñ. Âòîðîå ðàñøèðå-
íèå (êîòîðîå â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ñëîæíåå
ïåðâîãî ðàñøèðåíèÿ) ïîêàçûâàåò, ÷òî è ñ
ïåðâûì ðàñøèðåíèåì èññëåäîâàòåëüñêàÿ
äåÿòåëüíîñòü íå çàêàí÷èâàåòñÿ, à ïðîäîëæà-
åòñÿ.

Äëÿ èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè â
êíèãå [1] èñïîëüçóåòñÿ ñðåäà «Æèâàÿ ìàòå-
ìàòèêà», â êîòîðîé ìîæíî ðàáîòàòü ñ ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè ôèãóðàìè.

Íàïðèìåð, â ýòîé ñðåäå ìîæíî èìèòèðî-
âàòü ïîñòðîåíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé, äåëàòü
ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðîâîäèòü
âû÷èñëåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòðîå-
íèé (àëãîðèòì) ìîæíî çàôèêñèðîâàòü â ïà-
ìÿòè êîìïüþòåðà äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëü-
çîâàíèÿ. Íàïðèìåð, íàäî âïèñàòü îêðóæíîñòü
â òðåóãîëüíèê. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåí-
òàðíûå ïîñòðîåíèÿ (áèññåêòðèñû, ïåðïåíäè-
êóëÿð èç òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ íà ñòîðîíó
òðåóãîëüíèêà) ìîæíî ñîáðàòü â îäíó îïåðà-
öèþ: ïîñòðîåíèå âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê
îêðóæíîñòè (ïîäðîáíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåéñòâèé áóäåò óêàçàíà â êîíöå êíèãè).
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Ðèñ. 1

Êîìïüþòåð ìîæåò íàâåñòè íà ñïîñîá
ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðîñëåäèòü çà
äèíàìè÷åñêèì ðèñóíêîì. Ýòîò ðèñóíîê âîç-
íèêàåò òîãäà, êîãäà ïðè ïåðåìåùåíèè «ìûø-
êîé» íåêîòîðûõ îáúåêòîâ íà í¸ì (êàê ïðàâè-
ëî, òî÷êè) ïåðâîíà÷àëüíî ñîçäàííûé ðèñóíîê
÷àñòè÷íî ìåíÿåòñÿ, íî ÷òî-òî è ñîõðàíÿåò-
ñÿ. Òðåáóåòñÿ ïðîñëåäèòü çà òåì, ÷òî ìåíÿ-
åòñÿ, è îáíàðóæèòü èíâàðèàíòû èëè çàêîíî-
ìåðíîñòü. Íàïðèìåð, çàêîíîìåðíîñòü ìîæåò
áûòü îáíàðóæåíà â õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé âåëè÷èíû (äëèíû, óãëà, ïëî-
ùàäè), â íàõîæäåíèè å¸ ýêñòðåìàëüíûõ çíà-
÷åíèé,  èíâàðèàíòû îáíàðóæèâàþòñÿ â îï-
ðåäåë¸ííîì ðàñïîëîæåíèè ôèãóð (êîëëèíå-
àðíîñòü â ðàñïîëîæåíèè òî÷åê, íàëè÷èå íå-
èçìåííûõ òî÷åê, ïàðàëëåëüíîñòü, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîñòü) èëè â ñîõðàíåíèè çíà÷åíèé âå-
ëè÷èíû. Òåì ñàìûì, êîìïüþòåð ïîìîãàåò
ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå.

Êðîìå çàäà÷ ñ ðåøåíèÿìè, ìû ïîêàçû-
âàåì  îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñ-
êèõ çàäà÷ è áåç êîìïüþòåðà.

ÐÅÀËÈÇÀÖÈß  (ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÀß  ×ÀÑÒÜ)

Ïðèâåä¸ì ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ â ñðå-
äå «Æèâàÿ ìàòåìàòèêà».

Ïðèìåð 1. Êîò¸íîê íà ëåñòíèöå

Ëåñòíèöà âåðòèêàëüíî ñòîèò âîçëå ñòå-
íû. Íà ñåðåäèíó ëåñòíèöû çàáðàëñÿ êîò¸-
íîê, è âäðóã íèæíÿÿ òî÷êà ëåñòíèöû íà÷àëà
ñêîëüçèòü ïî ïîëó, à âåðõíÿÿ òî÷êà � ïî ñòå-
íå. Íàéäèòå òðàåêòîðèþ êîò¸íêà, åñëè îí
âñ¸ ýòî âðåìÿ áóäåò ñèäåòü íà òîé æå ñòó-
ïåíüêå.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà
Äàí ïðÿìîé óãîë. Íàéäèòå ìíîæåñòâî

òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ñåðåäèíàìè îòðåçêà äàí-
íîé äëèíû, êîíöû êîòîðîãî ëåæàò íà ðàçëè÷-
íûõ ñòîðîíàõ ýòîãî ïðÿìîãî óãëà (ðèñ. 1).

Íåîáõîäèìûå çíàíèÿ
1. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.
2. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè â

ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ
Åñëè âçÿòü îòðåçîê äëèíû 2, òî â äâóõ

êðàéíèõ ïîëîæåíèÿõ, êîãäà îí ëåæèò íà ñòî-
ðîíàõ óãëà, ðàññòîÿíèå îò åãî ñåðåäèíû äî
âåðøèíû óãëà ðàâíî 1. Òàêîå æå ðàññòîÿíèå
ìû ïîëó÷èì, êîãäà êîíöû îòðåçêà ðàâíîóäà-
ëåíû îò âåðøèíû óãëà (ðèñ. 2).

Âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè ëþ-
áîì ïîëîæåíèè ýòîãî îòðåçêà ðàññòîÿíèå äî
âåðøèíû óãëà áóäåò îäíèì è òåì æå, òî åñòü
òðàåêòîðèåé áóäåò äóãà îêðóæíîñòè. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ââåñòè ñèñòåìó êî-
îðäèíàò, îñè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî ñòîðîíà-
ìè óãëà.

Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò
Ïîñòðîéòå ïðÿìîé óãîë, çàòåì ïðîèç-

âîëüíûé îòðåçîê XY. Ïîñòðîéòå îòðåçîê CD
ñ êîíöàìè íà ñòîðîíàõ óãëà, äëèíà êîòîðîãî
ðàâíà âûáðàííîìó îòðåçêó XY. Â äèíàìè÷åñ-
êîì ðèñóíêå, ïåðåìåùàÿ îäèí èç êîíöîâ îò-
ðåçêà CD, ïðîñëåäèòå çà òðàåêòîðèåé òî÷êè
Ì � ñåðåäèíû îòðåçêà CD. Êðîìå òîãî, èç-
ìåðÿéòå ðàññòîÿíèå ÎÌ (ðèñ. 3).



Êîìïüþòåðíàÿ ïîääåðæêà ãåîìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ

17ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ  ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

Ðàöèîíàëüíîå ðàññóæäåíèå
Åñëè ðàññìîòðåòü ïðÿìîóãîëüíèê, äâå

ñòîðîíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ íà ñòîðîíàõ äàí-
íîãî ïðÿìîãî óãëà, à äèàãîíàëüþ ÿâëÿåòñÿ
ïåðåìåííûé îòðåçîê ïîñòîÿííîé äëèíû, òî
åãî ñåðåäèíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñåðåäèíîé äðó-
ãîé åãî äèàãîíàëè, òî åñòü îíà óäàëåíà îò
âåðøèíû óãëà  Î  íà îäíî è òî æå ðàññòîÿ-
íèå (ðèñ. 4).

Ðåøåíèå
Ñïîñîá I
Äîêàæåì, ÷òî OM � êîíñòàíòà. Íà

ðèñ. 5 òî÷êà  M  èìååò êîîðäèíàòû  (x, y),
òî÷êà  À  èìååò êîîðäèíàòû (0, 2y), òî÷êà  Â
èìååò êîîðäèíàòû (2x, 0). Ïî ôîðìóëå äëÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè èìååì:

222 yxOM += . (1)

Äàëåå, èç òðåóãîëüíèêà  ÀÎÂ  ïî òåîðå-
ìå Ïèôàãîðà èìååì: 222 OBOAAB += . Îò-
ñþäà,

).2(4

)(2)2(
222

222

xyAB

xyAB

+=⇔

⇔+=
(2)

Èç ðàâåíñòâ (1) è (2) ïîëó÷àåì:

22

4

1
ABOM = .

 À òàê êàê  ÀÂ  ïîñòîÿííî, òî  OM  �
êîíñòàíòà.

Ñïîñîá II
Ìåäèàíà, ïðîâåä¸ííàÿ ê ãèïîòåíóçå ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ðàâíà ïîëîâèíå
ãèïîòåíóçû. Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ãèïîòåíóçà
ïîñòîÿííà. Ñëåäîâàòåëüíî, è ìåäèàíà ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñòîÿííîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåí-

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5
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íàÿ òî÷êà  Ì  óäàëåíà îò òî÷êè  Î  íà îäíî è
òî æå ðàññòîÿíèå (ðèñ. 3). Ïîýòîìó èñêîìîå
ìíîæåñòâî òî÷åê � ýòî ÷åòâåðòü îêðóæíîñ-
òè ñ öåíòðîì â òî÷êå  Î  è ðàäèóñîì, ðàâ-
íûì AB/2.

Ðàñøèðåíèå 1.
Êàêàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïåð-

âîíà÷àëüíàÿ òî÷êà íå áóäåò ñåðåäèíîé îò-
ðåçêà?

Ðàñøèðåíèå 2.
Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí

ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ  ÀÂÑ,  ïðè òîì
÷òî åãî ñòîðîíà  ÀÂ  ñêîëüçèò åãî êîíöàìè
ïî ñòîðîíàì ïðÿìîãî óãëà. Ïðè ýòîì âåðøè-
íà  Ñ  è âåðøèíà äàííîãî ïðÿìîãî óãëà ðàñ-
ïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé  ÀÂ.

Ïðèìåð 2. Àðõåîëîãè÷åñêàÿ íàõîäêà

Âî âðåìÿ ðàñêîïîê àðõåîëîãè îáíàðóæè-
ëè îñòàòêè ôóíäàìåíòà äðåâíåãî ñòðîåíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ
óäàëîñü íàéòè æåðòâåííèê è äâà ôðàãìåíòà
íà ãðàíèöå ôóíäàìåíòà. Àðõåîëîãè ïðåäïî-
ëîæèëè, ÷òî ñòðîåíèå èìåëî ôîðìó êâàäðà-
òà, äâà îáíàðóæåííûõ ôðàãìåíòà íàõîäèëèñü
íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà, à
æåðòâåííèê íàõîäèëñÿ â åãî öåíòðå. Îíè õî-
òÿò óòî÷íèòü ðàñïîëîæåíèå çäàíèÿ íà ìåñò-
íîñòè, ÷òîáû îïðåäåëèòü ãðàíèöó ðàñêîïîê.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êâàäðàò, åñëè èçâå-

ñòíû åãî öåíòð è äâå òî÷êè íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ñòîðîíàõ.

Íåîáõîäèìûå çíàíèÿ
1. Êâàäðàò.
2. Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ
Åñëè åñòü öåíòð êâàäðàòà è îäíà òî÷êà

â ñåðåäèíå êàêîé-ëèáî åãî ñòîðîíû, òî çàäà-
÷à ðåøàåòñÿ, òàê êàê èçâåñòíà ïîëîâèíà ñòî-
ðîíû êâàäðàòà. ×óòü ñëîæíåå ðåøåíèå, êîã-
äà åñòü öåíòð êâàäðàòà è òî÷êà â åãî âåð-
øèíå, òîãäà èçâåñòíà ïîëîâèíà äèàãîíàëè
êâàäðàòà.

Åñëè åñòü öåíòð êâàäðàòà è äâå òî÷êè
íà îäíîé èç åãî ñòîðîí, òî êâàäðàò ìîæíî
ïîñòðîèòü, òàê êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ïåðïåí-
äèêóëÿð èç öåíòðà êâàäðàòà íà ýòó ñòîðîíó,
à îí ðàâíÿåòñÿ ïîëîâèíå ñòîðîíû êâàäðàòà.

Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèþ îäíà òî÷êà íà
ñòîðîíå êâàäðàòà åñòü, òî (â îáùåì ñëó÷àå)
âòîðóþ òî÷êó íà ýòîé ñòîðîíå ìîæíî ïîëó-
÷èòü, îòðàçèâ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
öåíòðà êâàäðàòà òî÷êó íà ïðîòèâîïîëîæíîé
åãî ñòîðîíå.

Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò
Ïóñòü òî÷êà Î � öåíòð êâàäðàòà, à òî÷-

êè  K1 è  K2 ëåæàò íà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîíàõ. Ïîñòðîéòå òî÷êó  K′1, ñèììåòðè÷-
íóþ òî÷êå  K1 îòíîñèòåëüíî Î (ðèñ. 6). Ïðî-
âåäèòå ïðÿìóþ  K ′1K2, ñîäåðæàùóþ ñòîðî-
íó êâàäðàòà. Îïóñòèòå ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷-
êè  Î íà ýòó ïðÿìóþ, çàòåì îò îñíîâàíèÿ
ïðîâåä¸ííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà îòëîæèòå íà

Ðèñ. 6
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ïðÿìîé  K′1K2 äâà îòðåçêà, ðàâíûõ ýòîìó ïåð-
ïåíäèêóëÿðó. Ïîëó÷èì äâå ñîñåäíèå âåðøè-
íû êâàäðàòà. Ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà ïîëó÷åí-
íîé ñòîðîíû íà 90° âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà
ïîëó÷èì òðè îñòàâøèåñÿ ñòîðîíû êâàäðàòà.

Ïîìåíÿéòå èñõîäíûå äàííûå. Âñåãäà ëè
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå?

Ðåøåíèå
Ïóñòü O � òî÷êà ðàñïîëîæåíèÿ æåðò-

âåííèêà, îáîçíà÷èì  K1 è  K2 � òî÷êè íà ãðà-
íèöå ôóíäàìåíòà (ðèñ. 7).

1. Ïîñòðîèì òî÷êó K ′1, ñèììåòðè÷íóþ
òî÷êå K1 îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.

2. Ïîñòðîèì ïðÿìóþ K2K ′1.
3. Ïîñòðîèì ïåðïåíäèêóëÿð OR íà ïðÿ-

ìóþ K2K ′1.
4. Îòìåòèì íà ïðÿìîé K2K ′1 òî÷êè  À è

Â òàêèå, ÷òî  RA = RB = RO.
5. Ïðîâåä¸ì ïåðïåíäèêóëÿðû  AD  è  BC

ê ïðÿìîé  ÀÂ, ðàâíûå äëèíå îòðåçêà  ÀÂ, ñ
îäíîé ñòîðîíû îò  ÀÂ.

Äîêàæåì, ÷òî  ABCD � êâàäðàò (ðèñ 8).
Òî, ÷òî  ABCD � êâàäðàò, ñëåäóåò èç ïî-

ñòðîåíèÿ. Òàê êàê òî÷êè  K1 è  K ′1 öåíòðàëü-
íî ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè  Î, êàê
è ñàì êâàäðàò, òî òî÷êà  K1 ëåæèò íà ñòîðî-
íå  CD.

Çàìå÷àíèå
Ðåøåíèå åäèíñòâåííî, åñëè òî÷êè O, K1

è K2 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè ýòè òðè

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ìîæíî ïîñò-
ðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî êâàäðàòîâ, óäîâëåò-
âîðÿþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è (ðèñ. 9).

Ðàñøèðåíèå 1
Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êè íàõîäÿòñÿ íà

ñìåæíûõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà. Öåíòð êâàä-
ðàòà èçâåñòåí. Ñìîæåòå ëè âû âîññòàíî-
âèòü êâàäðàò?

Ðàñøèðåíèå 2
Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü êâàäðàò ïî ÷åòû-

ð¸ì òî÷êàì íà ñòîðîíàõ?
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Àâòîðû óáåæäåíû â òîì, ÷òî â îðãàíè-
çàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñóùå-
ñòâåííóþ ðîëü ìîãóò èãðàòü êîìïüþòåðíûå

èíñòðóìåíòû, òî åñòü ñîçäàííûå ïðîãðàìì-
íûå ïðîäóêòû. Íàø áîëåå ÷åì äåñÿòèëåò-
íèé îïûò èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðà â ìà-
òåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè øêîëüíèêà � îñ-
íîâà ýòîãî óáåæäåíèÿ.


