
Ëþáëèíñêàÿ È.Å.

12 © ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ  ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ  Â  ØÊÎËÅ.  ¹ 3,  2012  ã.

Ëþáëèíñêàÿ Èðèíà Åôèìîâíà

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ   HTML5 / JAVA SCRIPT
ÏÐÈ  ÐÅØÅÍÈÈ  ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÕ  ÇÀÄÀ×

ÏÎ  ÊÓÐÑÓ  ÀÍÀËÈÇÀ  Â  ÑÐÅÄÍÅÉ  ØÊÎËÅ

Ìàòåìàòèêà, êàê ïîëàãàþò ìíîãèå, � íà-
óêà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ. Â ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñóùå-
ñòâåííà èññëåäîâàòåëüñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ.
Íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ðåøåíèÿ èññëåäîâà-
òåëüñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â øêîëüíîé
ìàòåìàòèêå âñ¸ áîëüøå è áîëüøå ñòàíîâèò-
ñÿ êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò. Äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà ó÷åíè-
êàì íåîáõîäèì äîñòóï ê ñïåöèàëüíûì ïðî-
ãðàììíûì ïðîäóêòàì êàê â øêîëå, òàê è
äîìà. Îäíàêî íå âñå ñåìüè ìîãóò ïîçâî-
ëèòü çàòðàòû íà óñòàíîâêó ïðîãðàììíîãî
îáåñïå÷åíèÿ íà äîìàøíèå êîìïüþòåðû.
Àëüòåðíàòèâîé ìîãóò ñòàòü èíòåðàêòèâíûå
HTML5/JavaScript àïïëåòû, íå òðåáóþùèå
ñïåöèàëüíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.

Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû
èñïîëüçîâàíèÿ HTML5/JavaScript àïïëåòîâ,
ñîçäàííûõ â ñðåäå Geometry Expressions�
(http://geometryexpressions.com), äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ïî êóðñó àëãåáðû è íà÷àë àíàëèçà â
ñðåäíåé øêîëå. Geometry Expressions � ýòî
èíòåðàêòèâíàÿ ïðîãðàììà ñèìâîëüíîé ãåî-
ìåòðèè. Â îòëè÷èå îò èìåþùèõñÿ ïðîãðàìì
äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè (Æèâàÿ Ãåîìåò-
ðèÿ, Cabri, Geogebra, è ò. ä.), ïîñòðîåíèå

îáúåêòîâ â ýòîé ïðîãðàììå îñíîâàíî íà çà-
äàíèè ñâîéñòâ ãåîìåòðè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñ-
êèõ îáúåêòîâ. Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ îáúåêòîâ
ïðîãðàììà ìîæåò àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðî-
âàòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ ýòèìè îáúåêòàìè. Âñòðîåííàÿ â ïðîãðàì-
ìó CAS ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé.

Äàæå ïðè òîì, ÷òî â èíòåðíåòå ñóùåñòâó-
åò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî èíòåðàêòèâíûõ àï-
ïëåòîâ, íàéòè ïîäõîäÿùèé àïïëåò äëÿ êîíê-
ðåòíîé çàäà÷è ÷àùå âñåãî ñëîæíî, èíîãäà
äàæå íåâîçìîæíî. Geometry Expressions
äà¸ò ó÷èòåëþ âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü ñâîè
ñîáñòâåííûå àïïëåòû äëÿ ðàçëè÷íûõ èññëå-
äîâàòåëüñêèõ çàäà÷.

Â ýòîé ñòàòüå áóäåò ðàññìîòðåíî íå-
ñêîëüêî èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäàíèé íà ãåî-
ìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêîâ ôóí-
êöèé. Â íèõ èñïîëüçóåòñÿ HTML5/JavaScript.
Èíòåðàêòèâíûå àïïëåòû äëÿ ðàññìîòðåííûõ
çàäà÷ ìîæíî íàéòè íà ïðèëîæåííîì êîìïàêò-
äèñêå.

ÇÀÄÀÍÈÅ  1.
ÏÀÐÀËÅËÜÍÛÉ  ÏÅÐÅÍÎÑ

ÃÐÀÔÈÊÀ  ÔÓÍÊÖÈÈ

Öåëü çàäàíèÿ:

Îáîáùèòü ñâåäåíèÿ î ïàðàëëåëüíîì ïå-
ðåíîñå (ñäâèãå) íà ïëîñêîñòè, ïîëó÷åííûå
ó÷åíèêàìè â ðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñ-
öèïëèíàõ.

×àñòü 1. Ïåðåíîñ âäîëü îñè îðäèíàò

Â ýòîé ÷àñòè çàäàíèÿ ó÷åíèêè èññëåäó-
þò ïåðåíîñ ãðàôèêà ôóíêöèè âäîëü îñè îð-
äèíàò ïðè ïîìîùè èíòåðàêòèâíîãî àïïëåòà
Ïåðåíîñ1 (ðèñ. 1).

...â èíòåðíåòå ñóùåñòâóåò îãðîìíîå
êîëè÷åñòâî èíòåðàêòèâíûõ àïïëåòîâ...
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Ðèñ. 1

Ñèíÿÿ êðèâàÿ (1) èçîáðàæàåò ãðàôèê ôóí-

êöèè  ( )y f x= . Êðàñíàÿ êðèâàÿ (2) ïîëó÷åíà
ïåðåíîñîì ãðàôèêà ôóíêöèè f íà âåêòîð
 (0, )OB b=
uuur

. Ãðàôèê ôóíêöèè 
 ( )y g x=  èçîá-

ðàæ¸í ÷¸ðíûì öâåòîì è ïåðâîíà÷àëüíî íå
âèäåí, ïîñêîëüêó îí ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì
ôóíêöèè f. Â àïïëåòå ìîæíî äâèãàòü òî÷êó
B ïî îñè îðäèíàò è ââîäèòü âûðàæåíèÿ äëÿ

ôóíêöèé  f  è  g. Êîîðäèíàòû âåêòîðà  OB
uuur

ìåíÿþòñÿ äèíàìè÷åñêè â çàâèñèìîñòè îò ïî-
ëîæåíèÿ òî÷êè  B.

Ó÷åíèêè íà÷èíàþò ðàáîòó ñ ãðàôèêîì

ôóíêöèè  y x= . Çàòåì íà îñíîâàíèè íàáëþ-
äåíèé îíè ôîðìóëèðóþò ãèïîòåçó î òîì, ÷òî
áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè  f
îáùåãî âèäà. Ðàáîòàÿ ñ êîìïüþòåðîì, ó÷å-
íèêè ïðèõîäÿò ê âûâîäó î òîì, ÷òî ðåçóëüòà-
òîì ïåðåíîñà ãðàôèêà ôóíêöèè 

 ( )y f x=  íà
âåêòîð 

 (0, )b  ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê ôóíêöèè
 ( )y f x b= + .

Â ýòîé ÷àñòè çàäàíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîòû ó÷åíè-
êà ñ êîìïüþòåðîì:

1. Äâèãàÿ òî÷êó B ïî îñè îðäèíàò, ó÷å-
íèêè èññëåäóþò ïîëîæåíèå êðèâîé, ïîëó÷åí-

íîé ïåðåíîñîì ãðàôèêà  y x=  íà âåêòîð  OB
uuur

â çàâèñèìîñòè îò çíàêà b. Â ðåçóëüòàòå èñ-
ñëåäîâàíèÿ ó÷åíèêè ïðèõîäÿò ê òàêîìó âû-
âîäó: êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ ïåðåíîñîì ãðà-

ôèêà  y = x  íà âåêòîð  

uuur

OB , âûøå ãðà-

ôèêà  y = x , åñëè  > 0b , íèæå ãðàôèêà
 y = x, åñëè  < 0b  è ñîâïàäàåò ñ ãðàôè-

êîì  y = x, åñëè b = 0.
Ó÷åíèêàì ïðåäëàãàåòñÿ ïîäîáðàòü ôóí-

êöèþ  g  òàê, ÷òîáû å¸ ãðàôèê ñîâïàë ñ êðè-
âîé, ïîëó÷åííîé ïåðåíîñîì ãðàôèêà ôóíê-

öèè  f   íà âåêòîð  OB
uuur

 (êðèâàÿ 2) äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ïîëîæåíèé òî÷êè B íà îñè îðäèíàò. Ìå-

íÿÿ âåêòîð  OB
uuur

 è ïîäáèðàÿ ôóíêöèþ  g  â
êàæäîì ñëó÷àå, ó÷åíèêè ïðèõîäÿò ê âûâîäó:
ïðè ïåðåíîñå ãðàôèêà  y = x íà âåêòîð
 ,= (0 )
uuur

OB b  ïîëó÷àåòñÿ ãðàôèê ôóíêöèè

 y = x + b.
Â çàêëþ÷åíèå ó÷åíèêè îáîáùàþò ïîëó-

÷åííûé ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíê-

öèþ  f.  Äëÿ ýòîãî îíè ìåíÿþò âèä ôóíêöèé  f
è  g  è ïðîâåðÿþò, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè
 ( )y f x b= +  ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè,

ïîëó÷åííûì ïåðåíîñîì ãðàôèêà  ( )y f x=  íà

âåêòîð  (0, )OB b=
uuur

.

×àñòü 2. Ïåðåíîñ âäîëü îñè àáñöèññ

Â ýòîé ÷àñòè çàäàíèÿ ó÷åíèêè èññëåäó-
þò ïåðåíîñ ãðàôèêà ôóíêöèè âäîëü îñè
àáñöèñc, ïðè ïîìîùè èíòåðàêòèâíîãî àïïëå-
òà Ïåðåíîñ2 (ðèñ. 2).

Ñèíÿÿ êðèâàÿ (1) èçîáðàæàåò ãðàôèê ôóí-

êöèè  ( )y f x= . Çåë¸íàÿ êðèâàÿ (2) ïîëó÷åíà
ïåðåíîñîì ãðàôèêà  ôóíêöèè  f   íà âåêòîð

 ( ,0)OA a=
uuur

. Ãðàôèê ôóíêöèè èçîáðàæ¸í ÷¸ð-

Ðèñ. 2

1

2

1

2
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íûì öâåòîì è ïåðâîíà÷àëüíî íå âèäåí, ïî-
ñêîëüêó îí ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì ôóíê-
öèè  f. Â àïïëåòå ìîæíî äâèãàòü òî÷êó  À  ïî
îñè àáñöèñc è ââîäèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíê-
öèé  f  è  g. Êîîðäèíàòû âåêòîðà  OA

uuur

 ìåíÿ-
þòñÿ äèíàìè÷åñêè â çàâèñèìîñòè îò ïîëî-
æåíèÿ òî÷êè A.

Êàê è â ïåðâîé ÷àñòè çàäàíèÿ, ó÷åíèêè
íà÷èíàþò ðàáîòó ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè
 y x=  è ïîòîì îáîáùàþò ðåçóëüòàò íà ïðî-
èçâîëüíóþ ôóíêöèþ  f. Â ðåçóëüòàòå êîìïü-
þòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà ó÷åíèêè ïðèõîäÿò ê
âûâîäó, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè  ( )y f x a= −
âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ïåðåíîñîì ãðàôèêà ôóí-
êöèè 

 ( )y f x=  íà âåêòîð (a; 0). Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàáîòû ó÷åíèêà ñ êîìïüþòåðîì
â ýòîé ÷àñòè çàäàíèÿ àíàëîãè÷íà ïðåäûäó-
ùåé ÷àñòè:

1. Äâèãàÿ òî÷êó À âäîëü îñè àáñöèññ,
ó÷åíèêè àíàëèçèðóþò ïîëîæåíèå êðèâîé, ïî-

ëó÷åííîé ïåðåíîñîì ãðàôèêà  y x=  íà âåê-

òîð  OA
uuur

 â çàâèñèìîñòè îò çíàêà  a. Â ðåçóëü-
òàòå èññëåäîâàíèÿ ó÷åíèêè ïðèõîäÿò ê âû-
âîäó, ÷òî êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ ïåðåíîñîì

ãðàôèêà  y = x  íà âåêòîð  OA
uuur

 âñåãäà

ïðàâåå ãðàôèêà  y = x  åñëè  0a > , ëå-

âåå ãðàôèêà  y = x  åñëè  0a <  è ñîâïà-
äàåò ñ ãðàôèêîì åñëè  a = 0.

2. Ó÷åíèêè ïîäáèðàþò ôóíêöèþ g  òàê,
÷òîáû å¸ ãðàôèê ñîâïàë ñ çåëåíîé êðèâîé (2)

äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé òî÷êè  A íà îñè

àáñöèññ. Ìåíÿÿ âåêòîð  OA
uuur

, ó÷åíèêè ìåíÿ-
þò âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè  g  è ïðèõîäÿò ê
âûâîäó, ÷òî ïðè ïåðåíîñå ãðàôèêà  =y x

íà âåêòîð  ( ,0)OA a=
uuur

 ïîëó÷àåòñÿ ãðàôèê
 = −y x a .

3. Â çàêëþ÷åíèå ó÷åíèêè àíàëèçèðóþò
âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðå-
çóëüòàòà íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ  f.  Äëÿ
ýòîãî îíè ìîãóò èçìåíèòü âèä ôóíêöèè  f  è
ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàôèê 

 ( )y f x a= −  ñîâïà-
äàåò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè, ïîëó÷åííûì ïå-

ðåíîñîì ãðàôèêà  ( )y f x=  íà âåêòîð
 ( ,0)OA a=
uuur

.

×àñòü 3. Êîììóòàòèâíîñòü ïåðåíîñà

Â ýòîé ÷àñòè çàäàíèÿ ó÷åíèêè ïðîâåðÿ-
þò íà êîììóòàòèâíîñòü âåðòèêàëüíûé è ãî-
ðèçîíòàëüíûé ïåðåíîñû (íà âåêòîðû (0; b) è
(a; 0)) ïðè ïîìîùè èíòåðàêòèâíîãî àïïëåòà
Ïåðåíîñ3 (ðèñ. 3).

Ñèíÿÿ êðèâàÿ (1) èçîáðàæàåò ãðàôèê

 ( )y f x= . Êðàñíàÿ êðèâàÿ (2) ïîëó÷åíà ïå-
ðåíîñîì ãðàôèêà ôóíêöèè  f  íà âåêòîðû
 (0, )OB b=
uuur

 è  ( ,0)BD d=
uuur

. Çåë¸íàÿ êðèâàÿ (3)

ïîëó÷åíà ïåðåíîñîì ãðàôèêà  ( )y f x=  íà

âåêòîðû  ( ,0)OA a=
uuur

 è  (0, )AC c=
uuur

. Òî÷êè  B
è  C ìîæíî äâèãàòü ïî âåðòèêàëè, à òî÷êè  À
è  D � ïî ãîðèçîíòàëè.

Êàê è ïðåæäå, ó÷åíèêè íà÷èíàþò ðàáîòó

ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè  y x= , à ïîòîì îáîá-
ùàþò ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíê-
öèþ  f.  Â ýòîé ÷àñòè çàäàíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîòû:

1. Ó÷åíèêè ñíà÷àëà âûäâèãàþò ãèïîòå-
çó î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ãðàôèêîâ ôóí-
êöèé, ïîëó÷åííûõ äâóìÿ ìåòîäàìè: 1) ïåðå-

íîñîì ãðàôèêà  ( )y f x=  íà âåêòîð  OA
uuur

  è
ïîñëåäóþùèì ïåðåíîñîì ïîëó÷åííîãî ãðà-

ôèêà íà âåêòîð  OB
uuur

, èëè 2) ïåðåíîñîì ãðà-

ôèêà  ( )y f x=  íà âåêòîð  OB
uuur

 è ïîñëåäóþ-
ùèì ïåðåíîñîì ïîëó÷åííîãî ãðàôèêà íà âåê-

òîð  OA
uuur

. Â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ó÷åíèêè ëèáî ïîäòâåðæäàþò
ñâîþ ïåðâîíà÷àëüíóþ ãèïîòåçó, ëèáî îò íå¸
îòêàçûâàþòñÿ.Ðèñ. 3

1

2

3
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2. Íà îñíîâå ñâîèõ íàáëþäåíèé è ðåçóëü-
òàòîâ èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåä¸ííûõ â ïåðâîé
è âòîðîé ÷àñòÿõ çàäàíèÿ, ó÷åíèêè íàõîäÿò
óðàâíåíèå êðèâîé, ïîëó÷åííîé îäíèì èç äâóõ
ñïîñîáîâ. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè, ó÷åíè-
êè ìîãóò ïðèâåñòè ñëåäóþùóþ çàïèñü

 

(0, ) ( ,0)( ) ( )b ay f x y f x b= → = + →
( ,0) ( )a y f x a b→ = − + , èëè

 

( ,0) (0, )( ) ( )a by f x y f x a= → = − →
(0, ) ( )b y f x a b→ = − + .

Ñâî¸ ðåøåíèå îíè ìîãóò ïðîâåðèòü, ââå-

äÿ ôóíêöèþ  ( )g x x a b= − +  â àïïëåò è
óáåäèòüñÿ â ñîâïàäåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
êðèâûõ.

3. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ
ó÷åíèêàì ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè âîçìîæíîñòü

ïîëó÷åíèÿ ãðàôèêà  y x a b= − +  èç ãðàôè-

êà  y x=  îäíèì äâèæåíèåì. Ó÷åíèêè âûä-

âèãàþò ãèïîòåçó î ïåðåíîñå ãðàôèêà  y x=
íà âåêòîð 

 ( , ) (0, ) ( ,0)a b b a= + . Äëÿ ïðîâåð-
êè ãèïîòåçû ó÷åíèêè ìîãóò âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ àïïëåòîì Ïåðåíîñ4 (ðèñ. 4).

Ñèíÿÿ êðèâàÿ (1) èçîáðàæàåò ãðàôèê ôóí-
êöèè  ( )y f x= . Ôèîëåòîâàÿ êðèâàÿ (2) ïîëó-
÷åíà ïåðåíîñîì ãðàôèêà ôóíêöèè  f  íà âåê-

òîð  OC OA OB= +
uuur uuur uuur

. Ãðàôèê ôóíêöèè  g

èçîáðàæ¸í ÷¸ðíûì öâåòîì. Â àïïëåòå ìîæ-
íî äâèãàòü òî÷êè À, B è C è ââîäèòü âûðà-
æåíèÿ äëÿ ôóíêöèé  f  è  g.

4. Â çàêëþ÷åíèå ó÷åíèêè àíàëèçèðóþò
âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðå-
çóëüòàòà íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ  f. Äëÿ
ýòîãî îíè ìîãóò èçìåíèòü âèä ôóíêöèè  f  è
ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàôèê 

 ( )y f x a b= − +  ñî-
âïàäàåò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè, ïîëó÷åííûì

ïåðåíîñîì ãðàôèêà  ( )y f x=  íà âåêòîð
(a; b).

×àñòü 4. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Â çàäà÷àõ 1�3 (ðèñ. 5) äàíû äâå ôóíê-
öèè. Ñëåäóþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ ïîñòàâ-
ëåíû ïåðåä ó÷åíèêàìè â êàæäîì ñëó÷àå:

a. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ïåðåíîñîì ãðàôèê
 ( )y g x=  èç ãðàôèêà  ( )y f x= ?

Âîçìîæíî ëè îáðàòíîå?

b. Åñëè îòâåò ïîëîæèòåëüíûé, çàïèøèòå
âåêòîð ïåðåíîñà äëÿ ãðàôèêà 

 ( )y g x= , ïî-

ëó÷åííîãî èç ãðàôèêà  ( )y f x= , à òàêæå çà-
ïèøèòå âåêòîð ïåðåíîñà äëÿ ãðàôèêà

 ( )y f x= , ïîëó÷åííîãî èç ãðàôèêà 
 ( )y g x= .

c. Ïîäòâåðäèòå âàø ðåçóëüòàò ïðè ïîìî-
ùè äàííîãî àïïëåòà.

1.  ( )f x x a= −  è  ( )g x x b= + , àïïëåò
Ïåðåíîñ5 (ðèñ. 5a).

Îòâåò: à) ãðàôèê îäíîé ôóíêöèè ìîæíî
ïîëó÷èòü èç ãðàôèêà äðóãîé ôóíêöèè ïåðå-
íîñîì âäîëü îñè àáñöèññ; b) åñëè  0a b+ ≠ ,

òî ãðàôèê  ( )y f x=  ìîæíî ïîëó÷èòü èç ãðà-
ôèêà 

 ( )y g x=  ïåðåíîñîì íà âåêòîð

Ðèñ.  4

1

2

Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ïåðåíîñîì ãðàôèê
y = g(x) èç ãðàôèêà y = f (x) ?
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(a + b; 0), ãðàôèê 
 ( )y g x=  ìîæíî ïîëó÷èòü

èç ãðàôèêà  ( )y f x=  ïåðåíîñîì íà âåêòîð

(�(a + b); 0), åñëè a + b = 0, òî ãðàôèêè ñî-

âïàäàþò.

2.
 ( ) ln( )f x ax=  è 

 ( ) ln( )g x bx= ,
 0,a x>

0, 0, 0x b x> > > , àïïëåò Ïåðåíîñ6 (ðèñ. 5b)

Îòâåò: à) ãðàôèê îäíîé ôóíêöèè ìîæíî

ïîëó÷èòü èç ãðàôèêà äðóãîé ôóíêöèè ïåðå-

íîñîì âäîëü îñè îðäèíàò; b) åñëè  a b≠ , ãðà-

ôèê  ( )y f x=  ìîæíî ïîëó÷èòü èç ãðàôèêà

 ( )y g x=  ïåðåíîñîì íà âåêòîð 
 

0, ln
a

b
 
  

, ãðà-

ôèê 
 ( )y g x=  ìîæíî ïîëó÷èòü èç ãðàôèêà

 ( )y f x=  ïåðåíîñîì íà âåêòîð 
 

0, ln
b

a
 
  

;

åñëè a = b, òî ãðàôèêè ñîâïàäàþò.

3.  ( )f x ax b= +  è  ( )g x cx d= + ,  0a ≠ ,

 0c ≠ , àïïëåò Ïåðåíîñ7 (ðèñ. 5c).
Îòâåò: à) ãðàôèê îäíîé ôóíêöèè ìîæíî

ïîëó÷èòü èç ãðàôèêà äðóãîé ôóíêöèè, åñëè

 

a c= ; b) èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåêòî-
ðîâ ïåðåíîñà; c) â êà÷åñòâå âåêòîðà ïåðåíî-
ñà ìîæíî âçÿòü âåêòîð, êîòîðûé èìååò íà-
÷àëî íà îäíîé ïðÿìîé è êîíåö íà äðóãîé.

Ðàñøèðåíèå çàäà÷è

Äàíû äâå ôóíêöèè 
 1

( )f x
x

=  è

 

( )
1

x a
g x

x

+=
+

. Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ïàðà-

Ðèñ. 5

Ãðàôèê ôóíêöèè 
 ( )y f x=  ïîêàçàí ñè-

íèì öâåòîì (1). Çåë¸íàÿ êðèâàÿ (2) ïîëó-
÷åíà ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ãðàôèêà

ôóíêöèè 
 ( )y f x= íà âåêòîð  OF

uuur

. Ãðàôèê
ôóíêöèè 

 ( )y g x=  ïîêàçàí êðàñíûì öâå-
òîì (3). Ôèîëåòîâàÿ êðèâàÿ (4) ïîëó÷åíà
ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ãðàôèêà ôóíê-
öèè 

 ( )y g x=  íà âåêòîð  OG
uuur

. Çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ a, b, c è d ìîæíî ìåíÿòü â òåê-
ñòîâîé ñòðîêå. Äâèãàÿ òî÷êè F è G, ìîæ-
íî ìåíÿòü âåêòîð ïåðåíîñà.

1

4

3

2

1

4

3

2

143 2

à) á)
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ìåòð  a  ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî ñî-
âìåñòèòü ïåðåíîñîì? Çàïèøèòå âåêòîð ïå-
ðåíîñà â êàæäîì ñëó÷àå èç äâóõ âîçìîæíûõ.
Èññëåäóéòå çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ àïïëåòà Ïå-
ðåíîñ8 (ðèñ. 6).

Ãðàôèê ôóíêöèè 
 ( )y f x=  ïîêàçàí ñèíèì

öâåòîì (1). Çåë¸íàÿ êðèâàÿ (2) ïîëó÷åíà ïà-
ðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ãðàôèêà ôóíêöèè

 ( )y f x=  íà âåêòîð  OF
uuur

. Ãðàôèê ôóíêöèè
 ( )y g x= ïîêàçàí êðàñíûì öâåòîì (3). Ôèî-
ëåòîâàÿ êðèâàÿ (4) ïîëó÷åíà ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì ãðàôèêà ôóíêöèè 

 ( )y g x= íà âåê-
òîð  OG

uuur

. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà  a  ìîæíî ìå-
íÿòü â òåêñòîâîé ñòðîêå. Äâèãàÿ òî÷êè F è
G, ìîæíî ìåíÿòü âåêòîðû ïåðåíîñà.

Îòâåò:
 1 1 1

( ) 1
1 1 1

x a x a a
g x

x x x

+ + + − −= = = +
+ + + . Íóæ-

íûé ïåðåíîñ âîçìîæåí òîëüêî ïðè óñëîâèè

a = 2, ïîýòîìó 
 1 1

1 1

a

x x

− =
+ + . Â ðåçóëüòàòå

 1
( ) 1

1
g x

x
= +

+ . Ïðè ýòîì óñëîâèè ãðàôèê

ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåíîñîì ãðàôè-

êà 
 ( )y g x=  íà âåêòîð (�1, 1). Îáðàòíûé ïå-

ðåíîñ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðè ïîìîùè âåê-
òîðà (1, �1).

ÇÀÄÀÍÈÅ  2.
ÐÅØÅÍÈÅ  ÑÈÑÒÅÌ  ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ñ  ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ

Öåëü çàäàíèÿ:

Íàïîìíèòü ó÷åíèêàì ãðàôè÷åñêèé ñïî-
ñîá ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé, íå-
ðàâåíñòâ, ñèñòåì ñ ïàðàìåòðàìè.

Çàäà÷à: Èññëåäóéòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

 

2 2 1

y x a

x y

 = +
 + =

 è íàéäèòå å¸ ðåøåíèÿ. Äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è ó÷åíèêè èñïîëüçó-
þò èíòåðàêòèâíûé àïïëåò Ñèñòåìà (ðèñ. 7).

Äâèãàÿ òî÷êó À âäîëü îñè îðäèíàò ó÷å-
íèêè ìîãóò èçìåíÿòü ïàðàìåòð  a  â âûðà-

æåíèè äëÿ ôóíêöèè  y x a= + . Çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà  a  ïîêàçàíî ïîä ãðàôèêîì. Ðàäèóñ
è öåíòð îêðóæíîñòè ôèêñèðîâàíû.

×àñòü 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé íå
èìååò ðåøåíèÿ

Â ýòîé ÷àñòè çàäà÷è ó÷åíèêè èññëåäóþò
âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ êðèâûõ, ïðè
êîòîðîì ãðàôèê ôóíêöèè íå ïåðåñåêàåò îê-
ðóæíîñòü. Äâèãàÿ òî÷êó À âäîëü îñè îðäè-
íàò, ó÷åíèêè ìîãóò óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè
óñëîâèè  1a >  êðèâûå íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî
åñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé íå èìååò ðåøåíèé.

Ñëåäóåò ñïðîñèòü ó÷åíèêîâ: ñóùåñòâó-
þò ëè äðóãèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà  à, ïðè êî-
òîðûõ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé? Ïðè äâè-
æåíèè òî÷êè A âíèç, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñóùåñòâóþò. Èñ-
ïîëüçóÿ àïïëåò, ó÷åíèêè ìîãóò íàéòè âçàèì-
íîå ïîëîæåíèå êðèâûõ, ïðè êîòîðîì âåòâè
ãðàôèêà ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê
îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì óñëîâèè

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

1

4

3

2

1

4

3

2
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ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî òî÷êè
êàñàíèÿ ðàâíî ðàäèóñó îêðóæíîñòè, äîñòà-

òî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå 
 2

1
2

a⋅ = . Ýòî ïðè-

âîäèò ê óñëîâèþ  2a < − , ïðè êîòîðîì ñèñ-

òåìà òàêæå íå èìååò ðåøåíèé.

×àñòü 2. Èññëåäîâàíèå ÷èñëà ðåøå-
íèé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Â ýòîé ÷àñòè çàäà÷è ó÷åíèêè èññëåäóþò
óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà óðàâíåíèé

èìååò îäíî, äâà, òðè, ÷åòûðå ðåøåíèÿ. Íà-
õîæäåíèå ñàìèõ ðåøåíèé íå ÿâëÿåòñÿ öåëüþ
ýòîé ÷àñòè çàäà÷è.

Ó÷åíèêàì ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå
âîïðîñû:

1. Ñêîëüêî ðåøåíèé ìîæåò èìåòü äàííàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé?

Îòâåò: 1, 2, 3, 4 â çàâèñèìîñòè îò çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà  à.

2. Êàêîâû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà  à, ïðè êî-
òîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò îäíî, äâà,
òðè , ÷åòûðå ðåøåíèÿ?

1 ðåøåíèå 2 ðåøåíèÿ

3 ðåøåíèÿ 4 ðåøåíèÿ

Ðèñ. 8
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Irina Lyublinskaya,
Ph.D., Professor of Mathematics and
Science Education, College of Staten
IslandCollege of Staten Island,
City University of New York, USA.

Îòâåò: ïðè èññëåäîâàíèè ñ ïîìîùüþ àï-
ïëåòà Ñèñòåìà ó÷åíèêè äâèãàþò òî÷êó À è
îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà  à  äëÿ êàæ-
äîãî ñëó÷àÿ (ðèñ. 8). Èç ïðåäûäóùåé ðàáî-
òû ó÷åíèêè óæå çíàþò, ÷òî ïðè óñëîâèè
 2a = −  èìåþòñÿ äâà ðåøåíèÿ. Äâå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ òàêæå ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè
 1 1a− < < . Ïðè óñëîâèè  1a = −  èìååòñÿ òðè
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ è ïðè óñëîâèè  1a =  èìå-
åòñÿ îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ. Ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ ïðè óñëîâèè
 2 1a− < < − , êîãäà êàæäàÿ âåòâü ãðàôèêà
ôóíêöèè ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü äâàæäû.

×àñòü 3. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé

Â çàêëþ÷åíèå ó÷åíèêàì ïðåäëàãàåòñÿ
ðåøèòü çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêè.

Ðàñøèðåíèå çàäà÷è
Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü:
1) ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ è ñèñòåì íå-

ðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðîì:  21x a x+ ≤ − ;

 

21x a x+ ≤ − − ;  21x a x+ ≥ − ;

 

21x a x+ ≥ − − ; 

 2

2

1 ,

1

x a x

x a x

 + ≥ − −


+ ≤ − .
2. Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé

a.
 

2 2

,

( ) 1

y x

x y a

 =
 + − = .

b.
 

2 2

,

1

y x a

x y

 = −
 + = .

c.
 

2 2

,

( ) 1

y x

x a y

 =
 − + = .

ÑÎÇÄÀÍÈÅ  ÈÍÒÅÐÀÊÒÈÂÍÛÕ  ÀÏÏËÅÒÎÂ

Îñîáåííîñòè ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùèå
ñîçäàíèå HTML5/JavaScript àïïëåòîâ, âêëþ-
÷àþò:

� ââîä ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ ÷åðåç òåê-
ñòîâóþ ñòðîêó èëè ñëàéäåð;

� ââîä ôóíêöèé ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷åñ-
êèõ âûðàæåíèé;

� âîçìîæíîñòü äâèãàòü òî÷êó âäîëü êðè-
âîé èëè ïðÿìîé;

� ïîääåðæêà òåõíîëîãèè Multi-Touch äëÿ
JavaScript àïïëåòîâ;

� ãåíåðàöèÿ èñõîäíîãî êîäà Lua;
� öâåò ôîíà;
� ãðàôè÷åñêîå îêíî ñ íåçàâèñèìûìè

ìàñøòàáàìè äëÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé;
� çàäàíèå òî÷íîñòè âûâîäà ÷èñëåííûõ

ðåçóëüòàòîâ ëèáî ïðè ïîìîùè ôèêñèðîâàí-
íîãî ÷èñëà öèôð, ëèáî ïðè ïîìîùè ôèêñèðî-
âàííîãî ÷èñëà çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

Äëÿ ñîçäàíèÿ HTML5/JavaScript ñíà÷à-
ëà òðåáóåòñÿ ñîçäàòü äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü
â ïðîãðàììå, èìåÿ â âèäó, ÷òî:

� äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâîáîäíî ïåðåäâèãàå-
ìûõ òî÷åê, èõ êîîðäèíàòû íóæíî çàäàòü ïå-
ðåìåííûìè;

� äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷åê, êîòîðûå ìîæíî
ïåðåäâèãàòü âäîëü äàííîé êðèâîé èëè ïðÿ-
ìîé, íóæíî èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åíèå ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè âäîëü êðèâîé, çàäàííîå ïå-
ðåìåííîé;

� äëÿ âûâîäà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé â
àïïëåò èçìåðåíèÿ äîëæíû áûòü ñäåëàíû â
ñèìâîëüíîì âèäå.

Ïîñëå ñîçäàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè
íåîáõîäèìî ýêñïîðòèðîâàòü äîêóìåíò â âèäå
HTML5/JavaScript. Ïîëó÷åííûé html äîêó-
ìåíò ìîæíî îòêðûòü â ëþáîì áðàóçåðå.

Èíòåðàêòèâíûå HTML/Javascript àïïëå-
òû ìîæíî ñîçäàâàòü äëÿ èññëåäîâàòåëüñêèõ
çàäà÷ ïî ëþáîìó ðàçäåëó øêîëüíîé ìàòå-
ìàòèêè. Ýòè àïïëåòû ïðèäàþò çàäà÷àì íà-
ãëÿäíîñòü, ïîçâîëÿþò ó÷åíèêàì èññëåäîâàòü
óñëîâèÿ çàäà÷, ïîäòâåðæäàòü ãèïîòåçû è
íàõîäèòü ðåøåíèÿ. Â ñâÿçè ñ äîñòóïíîñòüþ
àïïëåòîâ, ó÷åíèêè ìîãóò ðàáîòàòü ñ èññëå-
äîâàòåëüñêèìè çàäà÷àìè íå òîëüêî â øêîëå,
íî è äîìà.


