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Äàâàéòå âûáåðåì íà ïëîñêîñòè íåêîòî-
ðóþ òî÷êó Î � íà÷àëî êîîðäèíàò. Èç òî÷êè
Î â êàæäóþ äðóãóþ òî÷êó ïëîñêîñòè ïðîâå-
ä¸ì âåêòîð, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ðàäè-
óñ-âåêòîðîì.Òåïåðü ìåæäó òî÷êàìè ïëîñêî-
ñòè è ðàäèóñ-âåêòîðàìè óñòàíîâëåíî âçàèì-
íî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Íàïðèìåð, íà
èíòåðàêòèâíîì ÷åðòåæå 1 (ðèñ. 1) ðàäèóñ-

âåêòîðû ODOCOBOA ,,, , âûäåëåííûå
êðàñíûì öâåòîì1, ïðîâåäåíû èç òî÷êè Î â
òî÷êè A, B, C, D ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà,
ìîæíî ïîëó÷èòü âåêòîðû ïîïàðíûõ ñóìì �
îíè ïîêàçàíû ñèíèì öâåòîì2. Äàëüíåéøè-
ìè ñëîæåíèÿìè èìåþùèõñÿ íà ÷åðòåæå âåê-
òîðîâ, à òàêæå èõ äîëåé, ìîæíî ñêîëü óãîä-
íî óñëîæíÿòü êàðòèíêó. Íåñêîëüêî ïîëó÷åí-

íûõ òàêèì îáðàçîì âåêòîðîâ � 21, OYOY  è

3OY  � îòìå÷åíû íà ÷åðòåæå çåë¸íûì öâå-

òîì3.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ó÷àùèõñÿ
1. Îïðåäåëèòü, ñëîæåíèåì êàêèõ ïàð èñ-

õîäíûõ âåêòîðîâ ïîëó÷åíû âåêòîðû

61,..., OXOX .
2. Îïðåäåëèòü, ñëîæåíèåì

êàêèõ âåêòîðîâ, èç óæå èìåþùèõ-
ñÿ íà ÷åðòåæå, ïîëó÷åíû âûäå-
ëåííûå íà ÷åðòåæå çåë¸íûì öâå-

òîì âåêòîðû 21, OYOY  è 3OY .

Êàê ðàáîòàòü ñ èíòåðàê-
òèâíûì ÷åðòåæîì?

×åðò¸æ, ñ êîòîðûì ìû ðàáî-
òàåì, âåñüìà íàñûùåííûé. Ðàáî-
òàòü ñ íèì ìîæíî ïî-ðàçíîìó.

Ïåðâîå óïðàæíåíèå ñèëüíûé
øêîëüíèê ñ ðàçâèòûì âîîáðàæå-

Ðèñ. 1

1 Ïîñêîëüêó ïîëèãðàôè÷åñêèå âîçìîæíîñòè íå ïîçâîëÿþò äåëàòü öâåòíûå èëëþñòðàöèè, òî ïðèíÿòû ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ: êðàñíûå âåêòîðà èçîáðàæåíû æèðíûìè ëèíèÿìè, ñèíèå âåêòîðà � òîíêèìè, çåëåíûå � ïóíêòèðîì.

2 Íåîæèäàííîå ïîâòîðåíèå êîìáèíàòîðèêè: êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ïàð ðàâíî 2
4C , òî åñòü 6.

3 Åñëè ïðåäëîæåííûé ÷åðòåæ êàæåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûì, ìîæíî ñêðûòü âñå çåëåíûå âåêòîðû èëè óìåíüøèòü
÷èñëî èñõîäíûõ êðàñíûõ âåêòîðîâ.
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íèåì, âåðîÿòíî, ñìîæåò âûïîëíèòü «â óìå».
Ïîñòðîèì (ìûñëåííî èëè ïåðåðèñîâàâ ÷åð-
ò¸æ â òåòðàäü) ïàðàëëåëîãðàììû, «íàòÿíó-
òûå» íà èìåþùèåñÿ ïàðû êðàñíûõ âåêòîðîâ.
×åòâ¸ðòàÿ âåðøèíà êàæäîãî òàêîãî ïàðàë-
ëåëîãðàììà � êàêîé-òî èç ñèíèõ âåêòîðîâ

iOX . Çàïèñûâàåì, ÷åìó îí ðàâåí, è ïåðåõî-
äèì ê ñëåäóþùåìó ïàðàëëåëîãðàììó. Íè-
êàêàÿ «èíòåðàêòèâíîñòü» íå ïîòðåáîâàëàñü!1

Äëÿ óïðîùåíèÿ êàðòèíêè ìîæåì ñêðûâàòü
(èëè äàæå óäàëÿòü) òå âåêòîðû, ïðî êîòîðûå
ìû óæå îòâåòèëè íà âîïðîñ çàäà÷è. Òàêîé
ïóòü î÷åíü õîðîø, åñëè íàäî íàéòè âñå ñè-
íèå âåêòîðû.

Åñëè æå íàñ èíòåðåñóåò êàêîé-òî êîíê-
ðåòíûé ñèíèé âåêòîð2, òî, ÷òîáû íå òðàòèòü
âðåìÿ íà íåíóæíûå âåêòîðû, âîñïîëüçóåì-
ñÿ âîçìîæíîñòÿìè èíòåðàêòèâíîãî ÷åðòåæà.
«Ïîøåâåëèì» ìûøüþ äâà êàêèõ-òî êðàñíûõ
âåêòîðà ïî î÷åðåäè. Íàéä¸ì ñèíèé âåêòîð,
êîòîðûé «îòðåàãèðîâàë» íà îáà äâèæåíèÿ �
îí ðàâåí ñóììå òåõ âåêòîðîâ, êîòîðûå ìû
«øåâåëèëè». Óáåäèìñÿ â ýòîì, ïîñòðîèâ ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïàðàëëåëîãðàìì (ìûñëåííî
èëè ïðÿìî íà íàøåì èíòåðàêòèâíîì ÷åðòå-
æå, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîìåòðè-
÷åñêèå âîçìîæíîñòè ïðîãðàììû).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå íà «øåâå-
ëåíèå» îäíîãî êðàñíîãî âåêòîðà ðåàãèðóþò
òðè ñèíèõ � èõ íåñëîæíî çàïîìíèòü. Ïðè
áîëüøåì ÷èñëå êðàñíûõ âåêòîðîâ ÷åðò¸æ
ñòàíåò ãîðàçäî ñëîæíåå. Òîãäà ìîæíî «ïðÿ-
òàòü» íà ÷åðòåæå íåíóæíûå âåêòîðû � òå,
«øåâåëåíèå» êîòîðûõ îñòàâëÿåò èñêîìûé
ñèíèé âåêòîð íåïîäâèæíûì. Êîãäà êðàñíûõ
âåêòîðîâ íà ÷åðòåæå îñòàíåòñÿ âñåãî äâà,
çàäà÷à áóäåò ðåøåíà.

Åäâà ëè áóäåò ðàçóìíî ïðîñòî ñîîáùèòü
øêîëüíèêàì ïðèâåä¸ííûå âûøå ñïîñîáû

ðåøåíèÿ çàäà÷. Âåðîÿòíî, ìíîãèå èç íèõ
ñìîãóò ðåøèòü çàäà÷ó èíòóèòèâíî, ïîëüçó-
ÿñü ñîáñòâåííûìè àëãîðèòìàìè äåéñòâèé.
Ïîïûòêè ñôîðìóëèðîâàòü ýòè àëãîðèòìû è
ïîñëåäóþùåå èõ îáñóæäåíèå ñàìè ïî ñåáå
ïîëåçíû è ìîãóò ñòàòü ïîäãîòîâêîé ê âûïîë-
íåíèþ âòîðîãî óïðàæíåíèÿ.

Ðåøåíèå «â óìå» âòîðîãî óïðàæíåíèÿ
åäâà ëè áóäåò äîñòóïíî äàæå äîñòàòî÷íî
ñèëüíûì øêîëüíèêàì. Èìåííî òåïåðü íàì
ïîìîæåò ïðîâåä¸ííîå ðàíåå ïîäðîáíîå îá-
ñóæäåíèå ðåøåíèÿ ïåðâîãî óïðàæíåíèÿ. ×òî-
áû ïîëó÷èòü îòâåò â äàííîì ñëó÷àå, ïðèä¸ò-
ñÿ ïðèìåíÿòü âñ¸ òî, ÷òî îáñóæäàëîñü âûøå,
è ïðèäóìûâàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðè¸ìû.
Íàïðèìåð ðåøèòü çàäà÷ó â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
ðàñïîëîæèâ âåêòîðû ñïåöèôè÷åñêèì îáðàçîì
(ñäåëàòü îäèí èç íèõ 0-âåêòîðîì èëè ñäåëàòü
äâà âåêòîðà ðàâíûìè)3. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîãî

âåêòîðà. Ñêàæåì, âåêòîð 2OY  ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû èìåþùèõñÿ íà
÷åðòåæå âåêòîðîâ òðåìÿ ñïîñîáàìè:

4163522 OXOXOXOXOXOXOY +=+=+= .

1 Íàèáîëåå ñèëüíûì øêîëüíèêàì ÷àñòî íå òðåáóåòñÿ ïðîäåëûâàòü ìàíèïóëÿöèè íà ÷åðòåæå � îíè ëåãêî
âûïîëíÿþò ýòè ìàíèïóëÿöèè ìûñëåííî. Ãîðàçäî ïîëåçíåå â òàêîì ñëó÷àå ðàçâèâàòü â íèõ ýòó ñïîñîáíîñòü ê
ìûñëåííûì ïîñòðîåíèÿì, ÷åì çàñòàâëÿòü èõ äâèãàòü òî÷å÷êè íà ýêðàíå.

2 Íàïðèìåð, ïðè ðàáîòå ïî âàðèàíòàì: â îäíîì âàðèàíòå ïðîñèì íàéòè âåêòîðû 21,OXOX  è 3OX , â äðóãîì �

54, OXOX  è 6OX . Èëè, óâåëè÷èâ ÷èñëî èñõîäíûõ êðàñíûõ âåêòîðîâ, ïîïðîñèì êàæäîãî øêîëüíèêà íàéòè åãî

ñîáñòâåííûé âåêòîð � iOX , ãäå i � åãî íîìåð ïî ñïèñêó â êëàññíîì æóðíàëå.
3 ×èòàòåëü, ÷åðòåæ êîòîðîãî ëèøåí èíòåðàêòèâíîñòè, è ïîòîìó ëèøåííûé âîçìîæíîñòè ïðèìåíÿòü âñå îïè-

ñàííûå âûøå «âîëøåáíûå ïðèåìû», ìîæåò ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûå îòâåòû äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ âåêòî-

ðîâ: OCOBOAOXOXOY ++=+= 2631 , ODOCOBOAOY +++= 22  è OD
OB

OY +=
2

3 .

Îïðåäåëèòü, ñëîæåíèåì êàêèõ ïàð
èñõîäíûõ âåêòîðîâ ïîëó÷åíû âåêòîðû...
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1 Èñïîëüçóåìàÿ àâòîðîì ïðîãðàììà TI-Nspire íå ïîçâîëÿåò íè íà ÷åðòåæàõ, íè ïðè âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçî-
âàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ ïðèâû÷íûå íàì «ñòðåëî÷êè».

2 Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà a
r

 ïî áàçèñó };{ yx
rr

 ñëåäóþùèé. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó À ïðÿìûå, ïàðàë-

ëåëüíûå áàçèñíûì âåêòîðàì, íàéäåì âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè  Px è Py. Òîãäà yxOPOPa yx
rrr ⋅+⋅=+= βα . Êîýôôè-

öèåíòû α  è β  ïîêàçûâàþò äîëè, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò äëèíû îòðåçêîâ xOP  è yOP  îò äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ

áàçèñíûõ âåêòîðîâ. ×èñëà α  è β  ïîëîæèòåëüíû, åñëè âåêòîðû xOP  è yOP ñîíàïðàâëåíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
áàçèñíûìè âåêòîðàìè, è îòðèöàòåëüíû, åñëè ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

Îäíàêî ýòî ðàçíîîáðàçèå ïðè áîëåå ïðèñòàëü-
íîì ðàññìîòðåíèè èñ÷åçàåò, ïîñêîëüêó âñå
òðè ñóììû ïðèâîäÿò íàñ ê âûðàæåíèþ

ODOCOBOA +++ . Ìîæíî òàêæå çàìå-
òèòü (îñîáåííî ëåãêî ýòî çàìåòèòü, åñëè èñ-
õîäíûå âåêòîðû «óäîáíî» ðàñïîëîæåíû), ÷òî
êðàñíûå âåêòîðû ìîæíî âûðàæàòü äðóã ÷å-
ðåç äðóãà. Òåì ñàìûì ìû ïîäõîäèì ê ìûñ-
ëè îá èçáûòî÷íîñòè íàøåé ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ, ÷òî â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ íàì äëÿ
îáñóæäåíèÿ ïîíÿòèå áàçèñà.

Àëãåáðàè÷åñêèå àñïåêòû
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè âûðà-

æåíèè îäíèõ âåêòîðîâ ÷åðåç äðóãèå òðåáó-
åòñÿ íå îøèáèòüñÿ ïðè ïðèâåäåíèè ïîäîá-
íûõ ñëàãàåìûõ. Â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå òà-
êèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü â óìå.
À ìîæíî íà ýòîì òðèâèàëüíîì ñëó÷àå ïî-
òðåíèðîâàòüñÿ ðàáîòàòü ñ âåêòîðàìè ïðè
ïîìîùè CAS-êàëüêóëÿòîðîâ èëè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðîãðàìì, óñòàíîâëåííûõ íà êîì-
ïüþòåðå. Â ýòîì ñëó÷àå âûêëàäêè áóäóò
âûãëÿäåòü òàê1 (ðèñ. 2).

Äåéñòâèòåëüíî, ìû ïîëó÷èëè îäèíàêî-
âûå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ òð¸õ ñóìì. Â áî-
ëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äîïóñòèòü, à

èíîãäà è ïîðåêîìåíäîâàòü, âûïîëíåíèå äåé-
ñòâèé ñ âåêòîðàìè èìåííî òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû íå îòâëåêàòü ñèëû ó÷àùèõñÿ îò îñ-
ìûñëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ (ìû
ê ýòîìó åù¸ âåðí¸ìñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷).

Çàìå÷àíèå. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ ïî ïðà-
âèëó ïàðàëëåëîãðàììà � äåëî íåõèòðîå. Çà-
äà÷è íà ýòó òåìó, êîòîðûå ïðàâèëüíåå íàçû-
âàòü óïðàæíåíèÿìè, óäèâèòåëüíî îäíîîáðàç-
íû è, áóäåì îòêðîâåííû, ñêó÷íû. Àêêóðàò-
íîå ðèñîâàíèå ïàðàëëåëîãðàììîâ ïî ëèíåé-
êå ôîðìèðóåò íàâûê àêêóðàòíîãî ðèñîâàíèÿ
ïàðàëëåëîãðàììîâ, à âîâñå íå ñëîæåíèÿ âåê-
òîðîâ. Èíòåðàêòèâíûé ÷åðò¸æ ïîìîæåò ñëà-
áîìó øêîëüíèêó «ïî÷óâñòâîâàòü», êàê óñò-
ðîåíà ñóììà âåêòîðîâ, à ñèëüíîìó � ïîòðå-
íèðîâàòü íàâûê ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, ðåøàÿ
è ïðèäóìûâàÿ (!) óïðàæíåíèÿ ðàçíîé ñëîæ-
íîñòè. Âèäîèçìåíÿÿ èñõîäíóþ êàðòèíêó è
âàðüèðóÿ ñëîæíîñòü çàäàíèé, ìîæíî ñêîíñò-
ðóèðîâàòü ëþáîé óðîê: çíàêîìñòâî ñ òåìîé,
ïîâòîðåíèå, êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà, ñàìîñòîÿ-
òåëüíàÿ ðàáîòà, èíäèâèäóàëüíîå èëè êîìàí-
äíîå ñîðåâíîâàíèå.

Ìåæäó äåëîì ôîðìèðóåòñÿ íåîáõîäè-
ìûé íàì äëÿ äàëüíåéøåãî ñòåðåîòèï: âñå
íàøè ðàäèóñ-âåêòîðû, íà÷èíàþòñÿ â îäíîé
è òîé æå âûáðàííîé çàðàíåå òî÷êå.

ÎÑÍÎÂÍÀß   ÎÏÅÐÀÖÈß:
ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ   ÏÎ   ÁÀÇÈÑÓ

Âûäåëèì êàêèå-ëèáî äâà íåêîëëèíåàð-

íûõ âåêòîðà íà ïëîñêîñòè � x
r

 è y
r

 � è íàçî-
â¸ì èõ áàçèñíûìè âåêòîðàìè. Ïðè ïîìîùè
èíòåðàêòèâíîãî ÷åðòåæà (ðèñ. 3) íàó÷èì-
ñÿ ðàñêëàäûâàòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïî
âûáðàííîìó áàçèñó2, òî åñòü ïðåäñòàâëÿòü
åãî â âèäå yxa

rrr ⋅+⋅= βα . Âûðàæåíèå
yx
rr ⋅+⋅ βα   íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèåé âåêòîðîâ x
r

 è y
r

, à ÷èñëà α  è β  � êî-Ðèñ. 2
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îðäèíàòàìè âåêòîðà a
r

 â áàçèñå

};{ yx
rr

. Òàêîå ðàçëîæåíèå åäèí-

ñòâåííî, òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì
áàçèñå êîîðäèíàòû α  è β  âåêòîðà
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî (ðèñ. 3).

Ìåíÿÿ ïîëîæåíèå ðàñêëàäûâà-
åìîãî âåêòîðà, ìîæíî ñëåäèòü çà
èçìåíåíèåì åãî êîîðäèíàò. Êàê
ñàìè áàçèñíûå âåêòîðû, òàê è ïî-
ëîæåíèå íà÷àëà îòñ÷¸òà ìîæíî èç-
ìåíÿòü. Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå
âåêòîðà ïî áàçèñó ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì äëÿ âñåé íàøåé ïîñëåäóþùåé
äåÿòåëüíîñòè, âûïîëíèì ðÿä óï-
ðàæíåíèé.

Óïðàæíåíèÿ:
1. «Ïðÿ÷åì» ñòðîêó ñ êîîðäèíàòàìè âåê-

òîðà. Ìåíÿåì âåêòîð a
r

, îïðåäåëÿåì åãî êî-
îðäèíàòû «íà ãëàç». Ïðîâåðÿåì ñâîé îòâåò,
âîçâðàùàÿ ñïðÿòàííóþ ñòðîêó.

2. Ìûñëåííî èçìåíÿåì îäèí èç áàçèñíûõ
âåêòîðîâ (óâåëè÷èâàåì èëè óìåíüøàåì åãî
äëèíó, ìåíÿåì íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæ-
íîå, èçìåíÿåì óãîë ìåæäó áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè�). Ïðåäñêàçûâàåì èçìåíåíèå êîîð-
äèíàò âåêòîðà. Ïðîâåðÿåì ñâî¸ ïðåäïîëî-
æåíèå, ïåðåâåäÿ áàçèñíûé âåêòîð â íóæíîå
ïîëîæåíèå.

3. Ïî çàäàííûì êîîðäèíàòàì ðèñóåì
âåêòîð b

r

. ×òîáû ïðîâåðèòü ñåáÿ, ñîâìåùà-
åì ñ âåêòîðîì b

r

 âåêòîð a
r

, ñìîòðèì èñòèí-
íûå êîîðäèíàòû íàðèñîâàííîãî íàìè âåê-
òîðà.

4. Ïðÿ÷åì áàçèñíûå âåêòîðû. Çàäà¸ì
âåêòîð a

r

 è åãî êîîðäèíàòû. Ïîäáèðàåì áà-
çèñíûå âåêòîðû, ÷òîáû êîîðäèíàòû ïîëó÷è-
ëèñü òàêèìè, êàê òðåáóåòñÿ. Âîçâðàùàåì íà
÷åðò¸æ áàçèñíûå âåêòîðû � ïðîâåðÿåì,
ñèëüíî ëè ìû îøèáëèñü.

5. Íàõîäèì ÃÌÒ (èçîáðàæàåì îòâåò â
òåòðàäè):

a. Ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà.
b. Âòîðàÿ êîîðäèíàòà îòðèöàòåëüíà.
c. Îáå êîîðäèíàòû îäíîãî çíàêà.
d. Ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ïîñòîÿííà (íàïðè-

ìåð, ðàâíà 2).
e. Âòîðàÿ êîîðäèíàòà áîëüøå åäèíèöû,

ïåðâàÿ � ïîñòîÿííà.

f. Ñóììà êîîðäèíàò ðàâíà åäèíèöå.
g. Ñóììà êîîðäèíàò ïîñòîÿííà (íàïðè-

ìåð, ðàâíà �3).
Äàëüøå ìîæíî ïîóïðàæíÿòü ñâîþ è äåò-

ñêóþ ôàíòàçèþ, ïðèäóìûâàÿ è âûïîëíÿÿ çà-
äàíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
óïðàæíåíèÿ 1�3 õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ðàáî-
òû â ïàðàõ. Â ýòîì ñëó÷àå íå ïðèä¸òñÿ âñ¸
âðåìÿ «ñêðûâàòü � îòêðûâàòü» ýëåìåíòû
èíòåðàêòèâíîãî ÷åðòåæà, ïîñêîëüêó ìîæíî
íà îäíîì ÷åðòåæå (ñî ñêðûòûìè ýëåìåíòà-
ìè) âûïîëíÿòü óïðàæíåíèå, à íà äðóãîì (áåç
ñêðûòûõ ýëåìåíòîâ) êîíòðîëèðîâàòü ïðà-
âèëüíîñòü. Âûïîëíåíèå òàêèõ óïðàæíåíèé
òðåíèðóåò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòóèöèþ, ôîð-
ìèðóåòñÿ íàâûê ðàáîòû ñ áàçèñîì, ïîíÿòèå
êîîðäèíàò âåêòîðà ñòàíîâèòñÿ «çðèìûì».

Çàäà÷è óïðàæíåíèÿ 5 íåñêîëüêî èíûå.
Èõ òîæå ìîæíî ðåøàòü «ýêñïåðèìåíòàëü-
íî», äâèãàÿ âåêòîð íà ýêðàíå è ñëåäÿ çà èç-
ìåíåíèÿìè åãî êîîðäèíàò. Íî, ñêîðåå âñåãî,
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ â ïîñëå-
äíèõ ïóíêòàõ ýòîãî áóäåò íåäîñòàòî÷íî. Ïî-
òðåáóåòñÿ äîáàâèòü ê ýêñïåðèìåíòó àíàëè-
òè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ. Èì ïîñâÿù¸í ñëå-
äóþùèé ðàçäåë. Ïðåæäå ÷åì ê íåìó ïåðåé-
òè, ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå. Â òðàäèöèîííîì øêîëüíîì
êóðñå ïîíÿòèå áàçèñà ïðàêòè÷åñêè íå îáñóæ-
äàåòñÿ. Êîîðäèíàòû âåêòîðà èçíà÷àëüíî ïðè-
âÿçàíû ê ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
è ââîäÿòñÿ êàê ôîðìàëüíûå ÷èñëîâûå õàðàê-
òåðèñòèêè («ðàçíîñòü êîîðäèíàò êîíöà è íà-

Ðèñ. 3
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÷àëà âåêòîðà). Ïðåäëîæåííûå â ýòîì ðàç-
äåëå óïðàæíåíèÿ ïîçâîëÿò ñäåëàòü ïîíÿòèå
êîîðäèíàò âåêòîðà áîëåå íàãëÿäíûì, îòòàë-
êèâàÿñü îò ïðîçðà÷íîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
ñìûñëà ïðîöåäóðû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó. Â
ðàìêàõ ýòîãî ðàçäåëà ëåãêî ïðîâîäèòñÿ àíà-
ëîãèÿ ìåæäó êîîðäèíàòàìè âåêòîðà (ïðè ñïå-
öèàëüíîì âûáîðå áàçèñíûõ âåêòîðîâ) è ïðÿ-
ìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè. Îñîçíàíèå òàêîé ñâÿçè ïîìîæåò ïî-
êàçàòü ðîäñòâî òåì «àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåò-
ðèÿ íà ïëîñêîñòè» è «âåêòîðû». Ñòàíîâèòñÿ
âîçìîæíûì ðàçãîâîð íå òîëüêî î ïðÿìîóãîëü-
íûõ, íî è î êîñîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà
ïëîñêîñòè.

ÎÑÍÎÂÍÀß   ÒÅÎÐÅÌÀ:
ÏÐßÌÀß   ÊÀÊ   ÃÌÒ

Íàïîìíèì åù¸ ðàç, ÷òî âñå ðàññìàòðè-
âàåìûå âåêòîðû íà÷èíàþòñÿ â îäíîé è òîé
æå òî÷êå. Ðàáîòàÿ ñ èíòåðàêòèâíûì ÷åðòå-
æîì 2, â óïðàæíåíèè 5f ìû ýìïèðè÷åñêè îò-
êðûëè ñëåäóþùèé ôàêò: ñóììà êîýôôèöèåí-
òîâ α  è β  â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíà 1 â
òî÷íîñòè äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé XY,
òî åñòü íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êîíöû
áàçèñíûõ âåêòîðîâ1. Ýòà òåîðåìà íàì îñî-
áåííî âàæíà äëÿ äàëüíåéøåãî, ïîýòîìó îá-
ñóäèì å¸ ïîäðîáíî. Ïîñêîëüêó α  + β  = 1,
áóäåì çàïèñûâàòü ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó âåê-

òîðà OM  â âèäå OYOXOM ⋅−+⋅= )1( αα .
Ìåíÿÿ ïîëîæåíèå òî÷êè  Ì  íà ïðÿìîé  XY
(ñì. èíòåðàêòèâíûé ÷åðò¸æ 3 (ðèñ. 4)), ìî-
æåì ïðîñëåäèòü çà èçìåíåíèåì êîîðäèíàò

âåêòîðà OM .

Îòìåòèì, ÷òî ìîäóëü êîýôôèöèåíòà α
ðàâåí äîëå, êîòîðóþ ñîñòàâëÿåò ðàññòîÿíèå
MY  îò äëèíû îòðåçêà  XY.  Ñðàâíåíèå çíà-
÷åíèÿ α  ñ íóë¸ì è åäèíèöåé ïîçâîëÿåò îï-
ðåäåëèòü ïîëîæåíèå òî÷êè  Ì  îòíîñèòåëü-
íî òî÷åê  Õ  è  Y.  ×òîáû ñâÿçàòü çíà÷åíèå
÷èñëà α  ñ ïîëîæåíèåì òî÷êè  M  íà ïðÿìîé
XY, ïîëåçíî âûïîëíèòü (ïðè÷¸ì íå ïî îäíî-
ìó ðàçó!) ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ:
1. Ïðè ïîìîùè êíîïêè

«on-off» ñïðÿ÷åì âåêòîð

OM . Çàäàäèì çíà÷åíèå α .
Ïîìåñòèì òî÷êó N â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âûáðàííûì çíà-
÷åíèåì α . ×òîáû ïðîâåðèòü
ñåáÿ, âîçâðàòèì íà ÷åðò¸æ

ñêðûòûé âåêòîð OM  è ñðàâ-

íèì åãî ñ âåêòîðîì ON .

2. Ñïðÿ÷åì âåêòîð OM .
Âûáåðåì íà ïðÿìîé XY òî÷-
êó N, ïîïûòàåìñÿ ñîîáðà-
çèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè ÷èñ-
ëà α  îíà ïîëó÷àåòñÿ. Óñòà-Ðèñ. 4

...íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êîíöû
áàçèñíûõ âåêòîðîâ...

1 Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ôàêòà òðèâèàëüíî: =⋅+=+= YXOYYMOYOM α

OYOXOYOXOY ⋅−+⋅=−⋅+= )1()( ααα . Ñâîéñòâà ÷èñëà α  ñëåäóþò èç åãî îïðåäåëåíèÿ: YXYM ⋅=α .
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íàâëèâàåì íóæíîå çíà÷åíèå α , ïðîâåðÿåì
ñâîé îòâåò, âîçâðàùàÿ íà ÷åðò¸æ ñïðÿòàí-
íóþ òî÷êó M.

3. Ñïðÿ÷åì âåêòîð OM . Ìåíÿÿ ÷èñëî

α , çàäà¸ì îòíîøåíèå îòðåçêîâ. Íàõîäèì âñå
(!) âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ òî÷êè Ì. Âàæíî,
÷òî òàêèõ ïîëîæåíèé ïîëó÷àåòñÿ äâà1.

4. Íàõîäèì ÃÌÒ:
a. α  > 1, α  < 1, α  = 1.
b. α  < 0, α  > 0, α  = 0.

c. ]0;1[−∈α .

d. α  > 2, α  < 2.
 «Èãðàòü» ñ ýòèì ÷åðòåæîì íóæíî äî òåõ

ïîð, ïîêà íå çàêðåïÿòñÿ ñâÿçè: «ìåíÿåòñÿ àëü-
ôà � äâèãàåòñÿ òî÷êà íà ïðÿìîé», «ðàçíûå
àëüôà � ðàçíûå òî÷êè íà ïðÿìîé», «âñå âîç-
ìîæíûå àëüôà � âñå òî÷êè ïðÿìîé». Ïðèäó-
ìûâàíèåì óïðàæíåíèé è ïðàâèë èãðû ìîæ-
íî çàíèìàòüñÿ âìåñòå ñî øêîëüíèêàìè äîñ-
òàòî÷íî äîëãî è îñìûñëåííî.

ÒÅÕÍÈÊÀ   ÐÅØÅÍÈß
ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ   ÇÀÄÀ×

Ñ   ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ
ÐÀÄÈÓÑ-ÂÅÊÒÎÐÎÂ

Ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó åäèíñòâåííî äëÿ
äàííîãî âåêòîðà. Ïîýòîìó åñëè ìû èìååì
äâà ðàçíûõ ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî îäíîìó è
òîìó æå áàçèñó };{ yx

rr

, òî êîýôôèöèåíòû
ýòèõ ðàçëîæåíèé ñîîòâåòñòâåííî ñîâïàäàþò.
Òî åñòü ðàâåíñòâî

 yxyx
rrrr

⋅+⋅=⋅+⋅ 2211 βαβα

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå 




=
=

21

21

ββ
αα

. Íèæå ìû

ïîêàæåì, êàê ýòîò òåõíè÷åñêèé ïðè¸ì ïîìî-

ãàåò ðåøàòü ðÿä ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.
Òåõíèêà ðàäèóñ-âåêòîðîâ óäîáíà äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèåì îò-
íîøåíèé îòðåçêîâ, ðåøåíèÿ âîïðîñà î ñîâïà-
äåíèè-íåñîâïàäåíèè òî÷åê, î ïðèíàäëåæíî-
ñòè òî÷åê îäíîé ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì íå-
ñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Îòíîøåíèå îòðåçêîâ.
Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà

Íàéä¸ì, â êàêîì îòíîøåíèè äåëÿò äðóã
äðóãà ïðè ïåðåñå÷åíèè ìåäèàíû òðåóãîëü-
íèêà (èíòåðàêòèâíûé ÷åðò¸æ 4 (ðèñ. 5)).

Ðàññìàòðèâàåì òðåóãîëüíèê ÎÕÓ, íà÷à-
ëî îòñ÷¸òà � òî÷êà Î, áàçèñíûå âåêòîðû �

OX , OY . Ñåðåäèíå îòðåçêà  XY  ñîîòâåò-

ñòâóåò âåêòîð 
2

yx
rr +

, ñåðåäèíå îòðåçêà  OY �

âåêòîð 
2
y
r

. Ïîëîæåíèå òî÷êè N íà ìåäèàíå,

èñõîäÿùåé èç âåðøèíû  X, çàäà¸òñÿ âûðà-
æåíèåì

 yx
y

xON
rr

r

r ⋅−+⋅=⋅−+⋅=
2

1

2
)1(

αααα .

Ïîëîæåíèå òî÷êè M íà ìåäèàíå, èñõî-
äÿùåé èç âåðøèíû Î, çàäà¸òñÿ âûðàæåíè-
åì

yx
yx

OM
rr

rr

⋅+⋅=+⋅=
222

βββ .

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ α  è β  èç-

ìåíÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ òî÷åê M è N � ýòè
òî÷êè ïåðåìåùàþòñÿ ïî ìåäèàíàì. Âûÿñ-
íèì, ïðè êàêîì çíà÷åíèè α  è β
òî÷êè M è N ñîâïàäóò. Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè ïîìîùè èíòåðàê-
òèâíîãî ÷åðòåæà, à ìîæíî àíàëèòè÷åñêè,

1 Èäåÿ «âíåøíåãî» äåëåíèÿ îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè âåñüìà íåñòàíäàðòíà äàæå äëÿ ñïåöèàëèçèðîâàííîé
øêîëû. Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ âòîðîé ñëó÷àé, ñâÿçàííûé ñ «âíåøíèì» èëè, íàïðîòèâ, «âíóò-
ðåííèì» ðàñïîëîæåíèåì îáúåêòîâ ÷àñòî óñêîëüçàåò îò âíèìàíèÿ. Äàæå â çàäà÷å ÅÃÝ Ñ4 îáû÷íî ïðèñóòñòâóþò äâà
ñëó÷àÿ, îäèí èç êîòîðûõ ïðèâû÷åí, à âòîðîé ñâÿçàí ñ íåîæèäàííûì ðàñïîëîæåíèåì ôèãóð. Ðåøåíèå çàäà÷ ïðè
ïîìîùè âåêòîðîâ èëè êîîðäèíàò ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñðàçó äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ.

...êàæäàÿ ìåäèàíà
ðàçäåëåíà â îòíîøåíèè 2:1,

ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû...
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ñîñòàâèâ ðàâåíñòâî OMON =  è ðåøèâ ïî-
ëó÷èâøóþñÿ èç íåãî ñèñòåìó óðàâíåíèé:
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Ïîñêîëüêó íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû õà-
ðàêòåðèçóþò îòíîøåíèÿ, â êîòîðîì òî÷êè M
è N äåëÿò ìåäèàíû, òî çàäà÷à ðåøåíà: â òîò
ìîìåíò, êîãäà òî÷êè ñîâïàëè, êàæäàÿ ìåäè-
àíà ðàçäåëåíà â îòíîøåíèè 2:1, ñ÷èòàÿ îò
âåðøèíû.

Ðèñ. 6

Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòå-
ìà íåñëîæíàÿ, å¸ ëåãêî ìîæíî ðåøèòü â òåò-
ðàäêå èëè äàæå «â óìå». Íî îòìåòèì, ÷òî
âûïîëíåíèå ýòîé òåõíè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè
ìîæíî ïðåäîñòàâèòü ïðîãðàììå (ðèñ. 6).

Ïðèìåð 2. Îòíîøåíèå îòðåçêîâ. Äâå
÷åâèàíû1

Òåîðåìà ïðî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé çà-
äà÷è. Çàäàäèì ïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê íà äâóõ
ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà. Íàó÷èìñÿ èñêàòü
îòíîøåíèå, â êîòîðîì äåëÿò äðóã äðóãà îò-
ðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà
ñ ýòèìè òî÷êàìè.

Îáîçíà÷èì íàø òðåóãîëüíèê OXY, ââå-

ä¸ì áàçèñíûå âåêòîðû OX , OY . Ïîëî-
æåíèå òî÷åê Ð è Q íà ñòîðîíàõ XY è OY
òðåóãîëüíèêà çàäàåòñÿ îòíîøåíèÿìè
m1:n1 è m2:n2 ñîîòâåòñòâåííî (ïðè
m1:n1 = m2:n2 =1 ïîëó÷àåì çàäà÷ó ïðî
ìåäèàíû). Íàéä¸ì, â êàêîì îòíîøåíèè
äåëÿò äðóã äðóãà îòðåçêè XQ è OP  (èí-
òåðàêòèâíûé ÷åðò¸æ 5 (ðèñ. 7)).

Ñðàâíèâàÿ èíòåðàêòèâíûå ÷åðòåæè 4
è 5, çàìå÷àåì, ÷òî îòëè÷èÿ � òîëüêî â ÷èñ-
ëàõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîëîæåíèå òî÷åê íà
ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà. Ñîîòâåòñòâåííî è

Ðèñ. 5

1 ×åâèàíà � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå èëè åå
ïðîäîëæåíèè.
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ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Çàäà-
äèì òðåáóåìîå ïîëîæåíèå òî÷åê íà ñòîðî-
íàõ òðåóãîëüíèêà ïðè ïîìîùè ñëàéäåðîâ. Çà-

ïèøåì âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðîâ OP è OQ ,
à çàòåì, ââåäÿ êîýôôèöèåíòû α  è β , � äëÿ

âåêòîðîâ ON  è OM . Êàê è â ïðåäûäóùåé
çàäà÷å, çàïèøåì óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ òî÷åê
M  è N:

=⋅
+

−⋅+⋅ OY
nm

m
OX

22

2)1( αα

OX
nm

n
OY

nm

m ⋅
+
⋅+⋅

+
⋅=

11

1

11

1 ββ
.

Ïåðåéä¸ì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:
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Òåïåðü ýòà ñèñòåìà ñóùåñòâåííî áîëåå
ãðîìîçäêà, ÷åì â çàäà÷å ïðî ìåäèàíû. Ïî-
ýòîìó, ÷òîáû íå îòâëåêàòüñÿ îò ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ñìûñëà ïðîèñõîäÿùåãî, ìîæåì âñå
ýòè âûêëàäêè ïðîèçâîäèòü ñðàçó æå â êàëü-
êóëÿòîðíîì îêíå (ñì. ïðàâóþ ïîëîâèíó ÷åð-
òåæà). Ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì  çàêëþ÷à-
åì, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äåëèò îòðåçîê
XQ  â îòíîøåíèè 13:9, à îòðåçîê ÕÐ â îòíî-
øåíèè  6:5 ïðè  m1 = 1, n1 = 3, m2 = 3, n2 = 10.

Íóæíî îïàñàòüñÿ ñëåïîé âåðû â ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè âû÷èñëèòåëü-
íîé ïðîãðàììû. Î÷åíü âàæíî óìåòü êîíò-
ðîëèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèé. Íà-
ïðèìåð, ðåøèâ ñèñòåìó äëÿ êîíêðåòíûõ ïî-
ëîæåíèé òî÷êè, ïðîâåðèì ïîëó÷åííûé îòâåò
íåïîñðåäñòâåííûì èçìåðåíèåì îòðåçêîâ íà
÷åðòåæå è âû÷èñëåíèåì èñêîìûõ îòíîøå-
íèé � èíòåðàêòèâíûé ÷åðò¸æ ïîçâîëÿåò ïðî-
âåñòè ýòè èçìåðåíèÿ è âû÷èñëåíèÿ. Èëè ïðî-
âåä¸ì ïðîâåðêó òàê: âûïîëíèì âû÷èñëåíèÿ
â áóêâåííîì âèäå è, ïîëó÷èâ îòâåò â âèäå
âûðàæåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè α  è β , óáåäèì-
ñÿ, ÷òî ïðè m1 = n1 = m2 = n2 =1 (òî åñòü â
ñëó÷àå, êîãäà íàøè îòðåçêè ÿâëÿþòñÿ ìåäè-
àíàìè) ìû ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíûå íàì èç
ïðåäûäóùåé çàäà÷è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Ïðèìåð 3. Ñîâïàäåíèå òî÷åê. Öåíòð
ïàðàëëåëîãðàììà Âàðèíüîíà

Äîêàæåì, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäè-
íÿþùèõ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí
÷åòûð¸õóãîëüíèêà, è ñåðåäèíà îòðåçêà, ñî-
åäèíÿþùåãî ñåðåäèíû åãî äèàãîíàëåé, ñî-
âïàäàþò. Îáðàòèìñÿ ê èíòåðàêòèâíîìó ÷åð-
òåæó 6 (ðèñ. 8). Äëÿ íà÷àëà, íàéäÿ íà ÷åðòå-
æå òðåáóåìûå òî÷êè, ìîæåì óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî òåîðåìà âåðíà âíå çàâèñèìîñòè îò
âèäà ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. ×åðò¸æ ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü ÷åòûð¸õóãîëüíèê íåâûïóêëûì èëè
äàæå ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ.

Ðèñ. 7
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Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå. Ïóñòü
íàø ÷åòûð¸õóãîëüíèê � OBCD, N, M, P, Q
ñåðåäèíû åãî ñòîðîí. Ïîìåñòèì íà÷àëî îò-
ñ÷¸òà â òî÷êó Î è ââåä¸ì áàçèñíûå âåêòî-
ðû xOB

r

= , yOD
r

= . Òîãäà òî÷êà  Ñ  ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â âèäå yxOC
rr

⋅⋅+⋅= βα .
Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî íèêàêèõ óñëîâèé íà ÷èñ-
ëà α  è β  ìû çäåñü íå íàêëàäûâàåì, ïî-
ñêîëüêó òî÷êà Ñ � ÷åòâ¸ðòàÿ âåðøèíà ÷å-
òûð¸õóãîëüíèêà � àáñîëþòíî ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà ïëîñêîñòè.

Íàéä¸ì ïîñëåäîâàòåëüíî âåêòîðû, ïðî-
âåä¸ííûå â ñåðåäèíû ñòîðîí è ñåðåäèíû
äèàãîíàëåé íàøåãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà, �
âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû â êàëüêóëÿòîðíîì
îêíå èíòåðàêòèâíîãî ÷åðòåæà 6 (ðèñ. 8). Çà-
òåì íàéä¸ì âåêòîðû, ïðîâåä¸ííûå â ñåðå-
äèíû îòðåçêîâ TS, QN, PM � âåêòîðû OU,
OV1, OV2 � íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îíè ñî-
âïàäàþò. Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïðèìåð 4. Òî÷êè íà îäíîé ïðÿìîé.
Òåîðåìà Ìåíåëàÿ

Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì, êàê ïðè ïîìîùè
âåêòîðîâ ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó Ìåíåëàÿ.
Ýòà òåîðåìà ñîäåðæèò íåîáõîäèìîå è äîñ-
òàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî òðè òî÷êè, ëåæà-

ùèå íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà èëè èõ ïðî-
äîëæåíèÿõ, îêàæóòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ èíòåðàêòèâíûì ÷åðòåæîì 7
(ðèñ. 9).

Ïóò¸ì íåõèòðûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ëèáî ðîâíî îäíà, ëèáî âñå òðè
òî÷êè äîëæíû ëåæàòü íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòî-
ðîí. Ââåä¸ì áàçèñíûå âåêòîðà, çàäàäèì ïî-
ëîæåíèå òî÷åê íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà
÷åðåç îòíîøåíèÿ, â êîòîðîì îíè äåëÿò ýòè
ñòîðîíû. Ëîãè÷íîñòü èìåííî òàêîãî ñïîñî-
áà îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè ñëåäóåò èç
âñåãî âûøå èçëîæåííîãî, â ÷àñòíîñòè, èç
ðàçäåëà «Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïðÿìàÿ êàê
ÃÌÒ». Êàê òåïåðü çàäàòü ïîëîæåíèå òî÷êè
íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû? Òî÷íî òàê æå �
÷åðåç îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé òî÷êè äî ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Äëÿ åäè-
íîîáðàçèÿ îáîçíà÷åíèé äîãîâîðèìñÿ, ÷òî
óêàçûâàòü îòíîøåíèÿ áóäåì â îäíîì ïîðÿä-
êå äëÿ âñåõ òð¸õ ïðÿìûõ, îáõîäÿ òðåóãîëü-
íèê ïî (êàê íà íàøåì ÷åðòåæå) èëè ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Âûïèøåì íóæíûå îòíîøå-
íèÿ íà ÷åðòåæå è ïîñ÷èòàåì èõ. ×òîáû ïðî-
âåðèòü, ëåæàò ëè íàøè òðè òî÷êè íà îäíîé
ïðÿìîé, ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç äâå èç íèõ
(â íàøåì ñëó÷àå � ÷åðåç C1, B1). Òåïåðü, ýê-

Ðèñ. 8
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ßãóíîâà Åêàòåðèíà Áîðèñîâíà,
êàíäèäàò áèîëîãè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò áèîëîãî-ïî÷âåííîãî
ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ;
ïðåïîäàâàòåëü ìàòåìàòèêè
Àêàäåìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà
(ëèöåé ÔÒØ).

Ðèñ. 9

ñïåðèìåíòèðóÿ ñ ÷åðòåæîì, ìîæåì óãàäàòü
èñêîìóþ çàêîíîìåðíîñòü: ïðîèçâåäåíèå òð¸õ
îòíîøåíèé ðàâíî åäèíèöå. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íàéä¸ì, â êàêîì îòíîøåíèè ïðÿìàÿ
C1B1 äåëèò ñòîðîíó CB òðåóãîëüíèêà. Òî÷-

êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ  C1B1 è CB  íàõî-
äèòñÿ òàê æå, êàê è â ðàíåå ðàçîáðàííûõ çà-
äà÷àõ. Ðàñ÷¸òû ýòè äëÿ íàñ òåïåðü óæå ñî-
âåðøåííî ñòàíäàðòíû, íåò íè ìàëåéøåãî

ñìûñëà ïðîäåëûâàòü èõ íà ëèñòî÷êå, âñå îíè
ïðèâåäåíû â êàëüêóëÿòîðíîì îêíå. Íàéäåí-
íûé êîýôôèöèåíò q ïîêàçûâàåò «ïðàâèëüíîå»
ïîëîæåíèå òî÷êè A1 äëÿ çàäàííûõ òî÷åê  C1,
B1. Òåïåðü õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
ðàâíî åäèíèöå. Ïðèÿòíî, ÷òî âåêòîðíûé ñïî-
ñîá äîêàçàòåëüñòâà îáåñïå÷èâàåò ñðàçó íå-
îáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü ñôîðìóëèðî-
âàííîãî óòâåðæäåíèÿ.


