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Äìèòðèåâà Îêñàíà Ìèõàéëîâíà

 ÄÂÎÈ×ÍÛÅ  ËÈÍÅÉÍÛÅ

ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ  ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ
È  ÀËÃÎÐÈÒÌ ÁÅÐËÅÊÝÌÏÀ-ÌÝÑÑÈ

Ñîîáùåíèÿ, ïåðåäàâàåìûå äâîè÷íûì
êîäîì ïî êàíàëàì ñâÿçè, èìåþò âèä ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö. Ýòà ñòà-
òüÿ ïîñâÿùåíà äâîè÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿì, êîòîðûå íàçûâàþò ëèíåéíûìè ðåêóð-
ðåíòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè (ËÐÏ).

Êàæäûé ÷ëåí ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà, âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè îïðåäåë¸ííîãî ÷èñëà L ñâîèõ íå-
ïîñðåäñòâåííûõ ïðåäøåñòâåííèêîâ. ×èñëî
L � ýòî ïîðÿäîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðè-
ìåð, èçâåñòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáî-
íà÷÷è 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, � ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé ðåêóððåíòíîé ïîðÿäêà 2: êàæäûé åå
÷ëåí, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, åñòü ñóììà äâóõ
ïðåäûäóùèõ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ è àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèè �
òîæå ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïîðÿäêîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè øèôðîâàíèè äàííûõ øèðîêî èñïîëü-
çóþòñÿ ðåãèñòðû ñäâèãà ñ ëèíåéíîé îáðàòíîé
ñâÿçüþ, ïîðîæäàþùèå ëèíåéíûå ðåêóððåíò-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íóëåé è åäèíèö.
Î òàêèõ ðåãèñòðàõ ìû ïîäðîáíî ðàññêàçûâà-
ëè â [1]. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé ÷ëåí âûõîä-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  s0, s1, s2, � ðåãèñò-
ðà äëèíû  L, íà÷èíàÿ ñ sL, âû÷èñëÿåòñÿ êàê

si = cLsi�L ⊕ cL�1si�L+1 ⊕ � ⊕ c2si�2 ⊕ c1si�1,

i = L, L+1, �, (1)

ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì çàïîëíåíèè
s0, s1, �, sL�1 è îïðåäåë¸ííîì íàáîðå êîýô-
ôèöèåíòîâ c1, c2, �, cL.

Âñå çíà÷åíèÿ, âõîäÿùèå â ôîðìóëó (1),
ðàâíû 0 èëè 1. Â ôîðìóëå èñïîëüçóþòñÿ îïå-
ðàöèè ëîãè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ (⋅ èëè AND,
çíàê óìíîæåíèÿ ÷àñòî îïóñêàåòñÿ) è ëîãè-
÷åñêîãî èñêëþ÷àþùåãî ñëîæåíèÿ (⊕ èëè
XOR).

Èç ôîðìóëû (1) âèäíî, ÷òî âûõîäíàÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü îïèñàííîãî ðåãèñòðà ñäâè-
ãà � ëèíåéíàÿ ðåêóððåíòíàÿ.

Êîíå÷íî, äâîè÷íóþ ëèíåéíóþ ðåêóððåí-
òíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s0, s1, s2, � ìîæ-
íî ñîçäàòü, íå îáðàùàÿñü ê ïîíÿòèþ ëèíåé-
íîãî ðåãèñòðà ñäâèãà. À èìåííî:

1. Âûáèðàåòñÿ öåëîå ÷èñëî L > 0 � ïîðÿ-
äîê ËÐÏ. Íàïðèìåð, L = 4.

2. Áåðóòñÿ L ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé 0 èëè
1 � íà÷àëüíûé âåêòîð ËÐÏ (s0, s1, �, sL�1).
Íàïðèìåð, (s0, s1, s2, s3) = 1011.

3. Çàäà¸òñÿ íàáîð êîýôôèöèåíòîâ
c = (c1, c2, �, cL), òàêæå ðàâíûõ 0 èëè 1. Íà-
ïðèìåð, c = (c1, c2, c3, c4) = 0101.

4. Âñå ñëåäóþùèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (1) îäèí çà
äðóãèì:

sL = cLs0 ⊕ cL�1s1 ⊕ � ⊕ c2sL�2 ⊕ c1sL�1,
sL+1 = cLs1 ⊕ cL�1s2 ⊕ � ⊕ c2sL�1 ⊕ c1sL,
��������.

Íàïðèìåð,

s4 = 1 ⋅s0 ⊕ 0⋅s1 ⊕ 1 ⋅s2 ⊕ 0 ⋅s3 =
= 1 ⋅1 ⊕ 0 ⋅0 ⊕ 1 ⋅1 ⊕ 0 ⋅1 = 0,

s5 = 1 ⋅s1 ⊕ 0 ⋅s2 ⊕ 1 ⋅s3 ⊕ 0 ⋅s4 =
= 1 ⋅0 ⊕ 0 ⋅1 ⊕ 1 ⋅1 ⊕ 0 ⋅0 = 1.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîò-
íîøåíèåì (1), � áåñêîíå÷íàÿ. Å¸ íà÷àëüíóþ
÷àñòü s0, s1, s2, �, sn�1 ïðè ëþáîì n ≥ L áó-
äåì íàçûâàòü îòðåçêîì äàííîé ËÐÏ äëèíû
n. Îòðåçîê äëèíû L ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì
âåêòîðîì.

Äîáàâèì ê íàáîðó êîýôôèöèåíòîâ åù¸
îäèí êîýôôèöèåíò c0, âñåãäà ðàâíûé 1. Òîã-
äà ïîëó÷àåì çàïèñü ôîðìóëû (1) â âèäå

cLsi�L ⊕ cL�1si�L+1 ⊕�⊕ c2si�2 ⊕ c1si�1 ⊕  c0si = 0,

i = L, L + 1, � (2)

Åñëè äàíà êàêàÿ-òî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èç n áèòîâ

s0, s1, s2, �, sn�1, (3)

òî ïî ôîðìóëå (2) óäîáíî ïðîâåðèòü, áóäåò
ëè îíà îòðåçêîì ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðÿäêà L ≤ n ñ íàáî-
ðîì êîýôôèöèåíòîâ c1, c2, �, cL.

Ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (2), êîòîðóþ ìû
îáîçíà÷èì

        d(i) = cLsi�L ⊕ cL�1si�L+1 ⊕ �

          ... ⊕ c2si�2 ⊕ c1si�1 ⊕ c0si, (4)

íîñèò íàçâàíèå «áèò íåñîîòâåòñòâèÿ». Åñëè
ïðè êàêîì-òî i èç äèàïàçîíà L ≤ i ≤ n + L � 1
ýòîò áèò ðàâåí 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3)
íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïî-
ðÿäêà L.

Ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû (2)
áóäåò ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì äåéñòâèåì, åñëè
ïðåäñòàâèòü ñåáå (ïîäîáíûé ïðè¸ì ïðèìå-
íÿëñÿ â [1] äëÿ ëèíåéíûõ ðåãèñòðîâ ñäâè-
ãà), ÷òî ìû êîðîòêóþ ëèíåéêó

cL cL�1 � c2 c1 c0=1

ïðèêëàäûâàåì ê äëèííîé ëèíåéêå

s0 s1 � s L�2 s L�1 sL � s n�2 sn�1 

Ïðè ýòîì ñíà÷àëà ìû cL ñîâìåùàåì ñ s0,
ñîîòâåòñòâåííî cL�1 ñîâìåñòèòñÿ ñ s1 è òàê
äàëåå, c0 ñîâìåñòèòñÿ ñ sL. Òåïåðü ïåðåìíî-
æàåì ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû è ñêëàäûâà-
åì ðåçóëüòàòû ïî XOR. Äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ 0.

Çàòåì ñäâèãàåì êîðîòêóþ ëèíåéêó íà
îäíî äåëåíèå âïðàâî (cL  ñîâìåùàåì ñ  s1,
ïðè ýòîì  c0  ñîâìåñòèòñÿ ñ sL+1) è ïîâòîðÿ-
åì ïðîâåðêó.

Çàòåì åù¸ ðàç ñäâèãàåìñÿ âïðàâî è òàê
äàëåå. Ïîñëåäíèì áóäåò ñîâìåùåíèå cL è

sn�L�1, ïðè ýòîì c0 ñîâìåñòèòñÿ ñ sn�1. Ïðè
êàæäîé ïðîâåðêå äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ íóëè.

Óñëîæíèì çàäà÷ó. Ìû ïî-ïðåæíåìó èìå-
åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n áèòîâ âèäà (3),
íî òåïåðü ìû íå ðàñïîëàãàåì èíôîðìàöè-
åé î çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà è âåêòîðà êîýôôè-
öèåíòîâ.

Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, êàêèì ðåãèñòðîì
ñäâèãà ïîðîæäåíà äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (3), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îòðåçêîì
êàêîé ËÐÏ îíà ÿâëÿåòñÿ. Ïðè ýòîì íóæíî
íàéòè ïîðÿäîê L è âåêòîð êîýôôèöè-
åíòîâ c.

Ñðàçó íàäî ñêàçàòü, ÷òî îäíà è òà æå
êîíå÷íàÿ áèòîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìî-
æåò ïîðîæäàòüñÿ ðàçíûìè ðåãèñòðàìè è,
ñîîòâåòñòâåííî, ïî-ðàçíîìó îïðåäåëÿòü-
ñÿ êàê ËÐÏ. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
01010101 ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì:

� ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîðÿäêà 4 ñ âåêòîðîì êîýô-
ôèöèåíòîâ c = (c1, c2, c3, c4) = (0, 0, 0, 1) è íà-
÷àëüíûì âåêòîðîì (s0, s1, s2, s3) = (0, 1, 0, 1);

� ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîðÿäêà 2 ñ âåêòîðîì êîýôôèöè-
åíòîâ c = (c1, c2) = (0, 1) è íà÷àëüíûì âåêòî-
ðîì (s0, s1) = (0, 1).

Íàèìåíüøèé ïîðÿäîê ËÐÏ, îòðåçêîì êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (3), íàçûâàþò ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3). Ëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 01010101 ðàâíà 2.

 Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî çà-
äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) îïðåäåëÿåò
å¸ ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü L è êîýôôèöèåíòû
ñîîòâåòñòâóþùåé ËÐÏ ïîðÿäêà L. Îí íàçû-
âàåòñÿ àëãîðèòìîì Áåðëåêýìïà-Ìýññè.

...ïðåäñòàâèòüm ñåáå, áóäòî ìû êîðîòêóþ
ëèíåéêó ïðèêëàäûâàåì ê äëèííîé  ëèíåéêå...
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Äëÿ íà÷àëà ðàáîòû àëãîðèòìà ïðåäëàãà-
åòñÿ íàéòè ïåðâûé íåíóëåâîé áèò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (3). Ïóñòü ýòî áèò sj , òî åñòü

                        sj = 1,

si = 0 ïðè i < j.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (3) íà÷èíàåòñÿ ñ îòðåçêà

00�01, (5)

äëèíû  j + 1, ïåðâûå j áèòîâ êîòîðîé íóëå-
âûå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè j = 0 îòðåçîê (5) ñî-
ñòîèò òîëüêî èç s0 = 1.

Åñëè ïðèíÿòü  L = j + 1, òî îòðåçîê (5) áó-
äåò íà÷àëüíûì âåêòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (3). Íà÷íåì ñ êîýôôèöèåíòîâ c0= 1,
c1 = c2 = c3= � = 0, cL = 1, ïðè ýòîì äëÿ îò-
ðåçêà (5) ôîðìóëà (2) âûïîëíÿåòñÿ.

Àëãîðèòì áóäåò øàã çà øàãîì ñ÷èòûâàòü
si, áåðÿ ñíà÷àëà  i = j + 1, çàòåì  i = j + 2  è
òàê äàëåå. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòì ïðè íå-
îáõîäèìîñòè áóäåò èçìåíÿòü êîýôôèöèåí-
òû è, âîçìîæíî, ïîðÿäîê L, òàê ÷òîáû íà
îòðåçêå

s0, s1, s2, �, si

äëèíû i + 1 ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿëîñü óñ-
ëîâèå ËÐÏ (ôîðìóëà (2)).

Åñëè íà øàãå i ïðè èìåþùèõñÿ c è L âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2), òî íè÷åãî ìåíÿòü íå
íàäî.

Çíà÷åíèå L ïî õîäó àëãîðèòìà âðåìÿ îò
âðåìåíè ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ, íî âî âñÿêîì
ñëó÷àå íå ïðåâûñèò n � äëèíû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (3). Äëèíó n + 1 (ñ ó÷¸òîì c0) ìû
çàðåçåðâèðóåì äëÿ ìàññèâà c, ÷òîáû íå íà-

ðàùèâàòü å¸ ïîñòîÿííî, à «ëèøíèå» áèòû
cL+1, cL+2, �, cn çàïîëíèì íóëÿìè.

Ïðèâåä¸ì äåòàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèò-
ìà Áåðëåêýìïà-Ìýññè. Áóäåì ñîïðîâîæäàòü
åãî ÷èñëîâûì ïðèìåðîì (ðèñ. 1).

Çíà÷åíèÿ L è c, ïîëó÷åííûå ïî îêîí÷à-
íèè (n � 1)-ãî øàãà, äàþò ðåøåíèå çàäà÷è. Â
äàííîì ïðèìåðå ïîñëå 7-ãî øàãà áóäåì
èìåòü ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü L = 4 è êîýôôè-
öèåíòû c1 = 0, c2 = 0, c3 = 1, c4 = 1. Ïðîâåðèòü
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæíî, ïðèìåíèâ ôîð-
ìóëó (1) äëÿ L = 4 ê îòðåçêó 0101 ïðè íàé-
äåííûõ êîýôôèöèåíòàõ ci, i = 1, 2, 3, 4.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äîâåñòè äî êîíöà ðåøåíèå ïðèâåä¸í-
íîãî ïðèìåðà.

2. Âîññòàíîâèòü ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü è
êîýôôèöèåíòû ËÐÏ ïî å¸ îòðåçêó:
1110100111. Ñäåëàòü ïðîâåðêó.

Òåîðåìû, íà êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ àë-
ãîðèòì Áåðëåêýìïà-Ìýññè, ìîæíî íàéòè â
êíèãàõ [2, 3, 4].

Çàìå÷àíèå

Îïèñàííûé àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü ñ
ëþáîé áèòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (3). Íî
ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî èíîãäà ïîëó÷åí-
íàÿ ëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâèò áîëüøå
ïîëîâèíû äëèíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Íàïðèìåð, äëÿ 100001 áóäåò ïîëó÷åíî çíà-
÷åíèå L = 5 ïðè c1 = c2 = c3 = c4= 0, c5 = 1.
c = 10001. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïåðâûå 5 çíà÷å-
íèé 10000 äîëæíû áûòü ïðèíÿòû â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî âåêòîðà ËÐÏ, è òîëüêî ïîñëåäíåå
çíà÷åíèå ìû òîãäà ìîæåì ïîëó÷èòü ïî ðå-
êóððåíòíîé ôîðìóëå (1).

Åù¸ ìåíüøå ïîëåçíîé èíôîðìàöèè ìû
ïîëó÷èì, åñëè ïðèìåíèì àëãîðèòì Áåðëå-
êýìïà-Ìýññè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ åäèí-
ñòâåííîé ïîñëåäíåé åäèíèöåé, íàïðèìåð, ê
0001. Ìû ïîëó÷èì L = 4, òàê ÷òî, åñëè íàì
óãîäíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü 0001 îòðåçêîì
ËÐÏ, íî òîëüêî íà÷àëüíûì.

Â ëèòåðàòóðå îáû÷íî ïîä÷¸ðêèâàåòñÿ,
÷òî àëãîðèòì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò õàðàê-
òåðèñòèêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) èëè, äðó-
ãèìè ñëîâàìè, âû÷èñëÿåò ïîðîæäàþùèé å¸
ðåãèñòð ñäâèãà äëèíû L, åñëè äëèíà ñàìîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) íå ìåíüøå 2L. Íà-

Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, êàêèì ðåãèñòðîì ñäâèãà
ïîðîæäåíà äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü...
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  Ïðèìåð,  i = 2 Ïðèìåð, i = 3 Ïðèìåð, i = 4 
1 Ïðîâåðÿåì äëÿ i ñîîòíîøå-

íèå (4), âû÷èñëÿÿ  áèò 
íåñîîòâåòñòâèÿ     
d(i) = cLsi�L⊕  � ⊕c1si�1⊕ c0si. 

d(2) = c2s0 ⊕ c1s1 ⊕ 
⊕ c0s2 = 1⋅0 ⊕ 0⋅1 ⊕ 
⊕ 1⋅0 = 0.  

d(3) = c2s1 ⊕  
⊕ c1s2 ⊕ c0s3 =  
= 1⋅1 ⊕ 0⋅0 ⊕  
⊕ 1⋅1 = 0.  

d(4) = c2s2 ⊕ c1s3 ⊕ c0s4 = 
= 1⋅0 ⊕ 0⋅1 ⊕ 1⋅1 = 1. 

2 Åñëè d(i) = 0, ïåðåõîäèì ê 
ï.6, ïîðÿäîê ìåíÿòü íå íàäî. 

Ïåðåõîäèì ê ï.6. Ïåðåõîäèì ê ï.6.  

3 Ïðè d(i) = 1 çàïîìèíàåì t:=c  
è ìåíÿåì ñ:  c:= c ⊕ b′ 
(ïîáèòîâîå ëîãè÷åñêîå 
ñëîæåíèå), ãäå b′� ìàññèâ, 
ïîëó÷åííûé ñäâèãîì 
ìàññèâà b íà i � m ïîçèöèé â 
ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ 
èíäåêñîâ:  
b′k+i�m = bk ïðè k = 0, 1, 2, �,  
b′0 =  b′1 = � = b′i+m�1 = 0. 

  d(4) = 1, ïîýòîìó 
çàïîìèíàåì  

t
s

= (0,0,0,0,0,0,1,0,1). 

Âû÷èñëÿåì b
s

′ êàê ñäâèã 

b
s

 íà i � m = 4 � 1 = 3 
ïîçèöèè âëåâî, ñïðàâà 
äîïîëíÿÿ íóëÿìè.  

b
s

′ = (0,0,0,0,0,1,0,0,0). 

Ìåíÿåì c
s

:= c
s

⊕ b
s

′ = 
= (0,0,0,0,0,1,1,0,1). 

4 Ïðîâåðÿåì, íóæíî ëè 
óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèå L:  
â íîâîì ìàññèâå c ìîãóò 
ïîÿâèòüñÿ åäèíèöû â 
ïîçèöèÿõ ñ íîìåðàìè, 
áîëüøèìè, ÷åì L. 
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîðÿäîê L 
äîëæåí âîçðàñòè, åñëè èìååò 
ìåñòî íåðàâåíñòâî 2L ≤ i. 
Åñëè 2L > i, ïîðÿäîê 
îñòàâëÿåì ïðåæíèì è 
ïåðåõîäèì ê ï.6.  

  L = 2, i = 4.  
Òàê êàê 2L ≤ i, íóæíî 
áóäåò ìåíÿòü L. 

5 Èçìåíÿåì ïîðÿäîê  
L:= i + 1 � L (ýòî 
ïðîèñõîäèò ïðè 2L ≤ i) è 
çàïîìèíàåì i-é øàã êàê 
øàã ñî ñêà÷êîì çíà÷åíèÿ L   
m:= i, b:= t. 

  Ïîëàãàåì  
L:= i + 1 � L = 3, 
m:= 4, 

b
s

:= (0,0,0,0,0,0,1,0,1). 

6 Êîíåö øàãà i. Êîíåö øàãà 2. Êîíåö øàãà 3. Êîíåö øàãà 4.  

 Ïðèìåð 
Èìååì:  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3) äëèíû n. 01011110, n = 8 
Âû÷èñëÿåì:  j � ïåðâûé èíäåêñ òàêîé, ÷òî sj = 1. s0 = 0,  s1 = 1, j = 1  
Ïîëàãàåì: L = j + 1 � ïîðÿäîê ËÐÏ, íà÷àëüíîå 
çíà÷åíèå 

L = 2 

c � ìàññèâ áèòîâ ci , I = 0, 1, �, n, â êîòîðîì 
ïîëàãàåì  c0 = cL = 1, îñòàëüíûå ci = 0.  
 

Ïðè ðó÷íîì ñ÷¸òå ìàññèâ óäîáíî çàïèñûâàòü 
ñïðàâà íàëåâî:  

 c
s

 =(0,0,0,0,0, 0, ñ2, ñ1, ñ0) = (0,0,0,0,0,0,1,0,1), 

ãäå c
s

 îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà c 
çàïèñàíû ïî óáûâàíèþ èíäåêñîâ.   

Êðàòêàÿ çàïèñü: c
s

=101 
m  = j  � âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, 
âïîñëåäñòâèè ýòî áóäåò íîìåð øàãà, íà êîòîðîì 
áûë ïîñëåäíèé ñêà÷îê âåëè÷èíû L.  

m = 1 

b � âñïîìîãàòåëüíûé ìàññèâ áèòîâ bi ,  
i = 0, 1, �, n, â êîòîðîì ïîëàãàåì b0 = 1, îñòàëüíûå 
bi = 0; âïîñëåäñòâèè ýòî áóäåò ñîñòîÿíèå ìàññèâà ñ 
ïåðåä øàãîì m.  

Êàê è ìàññèâ c, äëÿ ðó÷íîãî ñ÷åòà 
çàïèñûâàåì b ñïðàâà íàëåâî:  

b
s

= (b8, b7,�, b1, b0) =(0,0,0,0,0,0,0,0,1) 

t � âñïîìîãàòåëüíûé ìàññèâ áèòîâ (t0, t1, �, tn) äëÿ 
çàïîìèíàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ìàññèâîâ 

 

j + 1 � íîìåð ïåðâîãî ðåàëüíîãî øàãà, ïðåäûäóùèå 
j øàãîâ ñ÷èòàåì ïóñòûìè. 

j + 1 = 2 

Íà÷àëî.

Íà i-ì øàãå, i = j + 1, j + 2, �, n�1 ïðîèçâîäèì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

Ðèñ. 1
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ïîìíèì, ÷òî çàðàíåå âåëè÷èíà L íå èçâåñò-
íà, òàê ÷òî ïðîñòî áåð¸òñÿ (3) äîñòàòî÷íî
áîëüøîé äëèíû n, è, åñëè ïîñëå ðàñ÷¸òà îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî n ≥ 2L, çàäà÷à ðåøåíà.

Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èñïîëüçóþòñÿ â ïîòî÷íîì øèôðîâà-
íèè äëÿ ñîçäàíèÿ êëþ÷åâîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè γ. Î ïîòî÷íîì øèôðîâàíèè ìû óæå
ãîâîðèëè â ñòàòüå [1]. Ïðîöåññ øèôðîâàíèÿ
âûãëÿäèò òàê:

� îòïðàâèòåëü ðàñïîëàãàåò ñåêðåòíûì
êëþ÷îì (êîíå÷íûé íàáîð íóëåé è åäèíèö) .
Èñïîëüçóÿ ýòîò êëþ÷, îí ãåíåðèðóåò êëþ÷å-
âóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γ (ñêîëü óãîäíî
äëèííóþ). Å¸ ÷àñòî òàê è íàçûâàþò ãàììîé.

� ïóñòü α � èñõîäíîå (íåçàøèôðîâàííîå)
ñîîáùåíèå, ñîñòîÿùåå èç íóëåé è åäèíèö,
β � ñîîáùåíèå, ïîëó÷åííîå ïîñëå øèôðî-
âàíèÿ. Ôîðìóëà ïåðåõîäà îò α ê β:

β = α ⊕ γ.

Ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé áèò ñî-
îáùåíèÿ β  ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì ïî XOR
ñîîòâåòñòâóþùèõ áèòîâ èñõîäíîãî ñîîáùå-
íèÿ α  è îòðåçêà êëþ÷åâîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè γ  òîé æå äëèíû, ÷òî è α.

� ïîëó÷àòåëü èìååò òîò æå ñåêðåòíûé
êëþ÷ è ãåíåðèðóåò òó æå ãàììó. Îí ïîëó÷à-
åò ñîîáùåíèå β è ðàñøèôðîâûâàåò åãî ïî
ôîðìóëå

α = β ⊕ γ.

Ñïîñîáû ãåíåðèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè γ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ñîâñåì

ïðîñòî áûëî áû èñïîëüçîâàòü ñåêðåòíûé
êëþ÷ êàê íà÷àëüíûé âåêòîð s0, s1, �, sL�1,
ïðè íåêîòîðîì íàáîðå êîýôôèöèåíòîâ
c1, c2, �, cL ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ ðåêóððåíò-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è âçÿòü å¸ â êà÷å-
ñòâå ãàììû. Ê ñîæàëåíèþ, ËÐÏ êàê êëþ÷å-
âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíàä¸æíà.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè  γ  � ËÐÏ è åñëè ìû
ïåðåõâàòèëè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ôðàãìåíò
èñõîäíîãî òåêñòà  α  è ýòîãî æå çàøèôðî-
âàííîãî òåêñòà  β = α ⊕ γ,  òî ëåãêî ïîëó÷èòü
îòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  γ = α ⊕ β.  Ïî
ýòîìó îòðåçêó, êîòîðûé ìû ìîæåì çàïèñàòü
êàê (3), óæå çíàêîìûé íàì àëãîðèòì Áåðëå-
êýìïà-Ìýññè îïðåäåëèò ëèíåéíóþ ñëîæ-
íîñòü ËÐÏ, å  ̧íà÷àëüíûé âåêòîð è âåêòîð êî-
ýôôèöèåíòîâ.

Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì ñàìè ïîðîæäàòü
ãàììó, íàêëàäûâàòü å¸ íà çàøèôðîâàííûé
òåêñò β  è ïîëó÷àòü èñõîäíûé òåêñò α, òî åñòü
ìû âñêðûëè øèôð.

Òåïåðü íàñ íå äîëæíî óäèâëÿòü, ÷òî åñëè
ìû ïðèâëåêàåì ËÐÏ â êà÷åñòâå èíñòðóìåí-
òà äëÿ øèôðîâàíèÿ, òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü
êàêîé-òî ïåðåõîä îò ËÐÏ ê êëþ÷åâîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè γ. Ýòîò ìîìåíò øèôðîâàíèÿ
íàçûâàåòñÿ çàïóòûâàíèåì, è ìû îïèøåì
ïðîñòåéøèé ñïîñîá òàêîãî çàïóòûâàíèÿ �
êîìáèíèðóþùèé ãåíåðàòîð.

Ýòîò ñïîñîá ñîçäà¸ò ãàììó èç íåñêîëü-
êèõ ËÐÏ, èñïîëüçóÿ áóëåâû ôóíêöèè
f (x1, x2, �, xk), òî åñòü ôóíêöèè  k  ïåðåìåí-
íûõ, â êîòîðûõ êàæäûé èç àðãóìåíòîâ xj è
çíà÷åíèÿ f ïðèíàäëåæàò äâóõýëåìåíòíîìó
ìíîæåñòâó {0, 1}.

Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî çàäàòü,
ïåðå÷èñëèâ å¸ çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèÿõ å¸ àðãóìåíòîâ. Íàïðèìåð, èçâåñ-
òíàÿ ôóíêöèÿ � äèçúþíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí-
íûõ (OR) � çàäà¸òñÿ òàê:

f (0, 0) = 0,
f (0, 1) = 1,
f (1, 0) = 1,
f (1, 1) = 1.

 Áóëåâû ôóíêöèè ìîæíî çàäàâàòü òàêæå
è ôîðìóëàìè. Îäíîé èç òàêèõ ôîðìóë ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé ôóíêöèè â âèäå
äâîè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà îò íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèé AND è

Ýòîò ìîìåíò øèôðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ
çàïóòûâàíèåì, è ìû îïèøåì ïðîñòåéøèé ñïîñîá
òàêîãî çàïóòûâàíèÿ � êîìáèíèðóþùèé
ãåíåðàòîð.
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XOR, ïðè÷¸ì çíàê ëîãè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ
îïóñêàåòñÿ. Òà æå ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí-
íûõ OR ìîæåò áûòü çàäàíà ôîðìóëîé
f (x1, x2) = x1⊕ x2 ⊕ x1x2.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÀÍÔ) äàí-
íîé ôóíêöèè èëè ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà.
Ñòåïåíü ýòîãî ïîëèíîìà, òî åñòü ÷èñëî ñî-
ìíîæèòåëåé â ñàìîì äëèííîì ëîãè÷åñêîì
ïðîèçâåäåíèè íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêîé
ñòåïåíüþ áóëåâîé ôóíêöèè. Äèçúþíêöèÿ â
íàøåì ïðèìåðå � ôóíêöèÿ ñòåïåíè 2.

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ëîãè÷åñêîå óìíî-
æåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè

0·0 = 0, 0·1 = 0, 1·0 = 0, 1·1 = 1,

òî âñåãäà xi · xi = xi, òàê ÷òî â ÀÍÔ íå áûâàåò
ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ.

Áóëåâû ôóíêöèè ðàáîòàþò â êîìáèíèðó-
þùåé ìîäåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âûáðàíà ôóíêöèÿ  f (x1, x2, �, xk ). Âçÿòû
k ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé èëè, êàê ýòî îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò, âçÿ-
òî k ëèíåéíûõ ðåãèñòðîâ ñäâèãà, ïîðîæäàþ-
ùèõ òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàæäûé èç
ðåãèñòðîâ j = 1, 2, �, k íà êàæäîì òàêòå i,
ãäå i = 0, 1, 2, �, ôîðìèðóåò î÷åðåäíîå çíà-
÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ËÐÏ. Èìåííî ýòî
çíà÷åíèå íà i-ì òàêòå ïðèíèìàåòñÿ â êà÷å-
ñòâå àðãóìåíòà xj , ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿþò
γi = f (x1, x2, �, xk ).

Ñõåìà êîìáèíèðóþùåãî ãåíåðàòîðà ïðè-
âåäåíà íà ðèñ. 2.

Ïðèìåð
Ïóñòü ÷åòûðå ëèíåéíûõ ðåãèñòðà ñäâè-

ãà õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè âåêòîðàìè
êîýôôèöèåíòîâ è íà÷àëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè:

1) (ñ2, c1) = (1, 1), (s0, s1) = (1, 0),
2) (ñ3, c2, c1) = (1, 0, 1), (s0, s1, s2) = (0, 1, 1),
3) (ñ3, c2, c1) = (0, 1, 1), (s0, s1, s2) = (1, 1, 0),
4) (ñ3, c2, c1) = (1, 1, 1), (s0, s1, s2) = (0, 0, 1).

Ýòè ðåãèñòðû âûðàáàòûâàþò
(âñïîìíèì ôîðìóëó (1)) ÷åòûðå ëèíåé-
íûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè, îäíó ïîðÿäêà 2 è òðè ïîðÿäêà 3. Ìû
ìîæåì âûïèñàòü îòðåçêè ýòèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé äëèíû, íàïðèìåð 15:

1) 101101101101101,
2) 011101001110100,

3) 110110110110110,
4) 001100110011001,

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â [1], âñå ËÐÏ ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Â íàøåì ñëó÷àå

� 1-ÿ ËÐÏ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ñàìîãî íà÷à-
ëà, ïåðèîä 101;

� 2-ÿ ËÐÏ ïåðèîäè÷åñêàÿ, íà÷èíàÿ ñ s1,
ïåðèîä 1110100;

� 3-ÿ ËÐÏ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ñàìîãî íà÷à-
ëà, ïåðèîä 110;

� 4-ÿ ËÐÏ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ñàìîãî íà÷à-
ëà, ïåðèîä 0011.

Â êà÷åñòâå êîìáèíèðóþùåé âîçüì¸ì
ôóíêöèþ f (x1, x2, x3, x4) = x2 ⊕ x1x4 ⊕ x1x2x3x4.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü ýòîé ôóíêöèè ðàâ-
íà 4: ïðèñóòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ÷åòûð¸õ ïå-
ðåìåííûõ.

Òîãäà

γ0 = f (1, 0, 1, 0) = 0 ⊕ 1⋅0 ⊕ 1⋅0⋅1⋅0 = 0,
γ1 = f (0, 1,1, 0) = 1 ⊕0⋅0 ⊕ 0⋅1⋅1⋅0 = 1

è òàê äàëåå.
Ïåðâûå 15 áèòîâ êëþ÷åâîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè: 010101101111101.
Íå âñå áóëåâû ôóíêöèè ïðèãîäíû äëÿ

èñïîëüçîâàíèÿ â îïèñàííîé ìîäåëè. Íàïðè-
ìåð, ôóíêöèÿ ñòåïåíè 1 (òî åñòü íå ñîäåð-
æàùàÿ ïðîèçâåäåíèé ïåðåìåííûõ) áóäåò
íåïîäõîäÿùåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ïîðîæäàåìàÿ òàêîé ôóíêöèåé,
ÿâëÿÿñü ñóììîé íåñêîëüêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òîæå áóäåò ïåðèîäè-
÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì íå áîëüøå, ÷åì íàèìåíü-
øåå îáùåå êðàòíîå ïåðèîäîâ ñêëàäûâàåìûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Çíà÷èò, òàêàÿ êîìáè-
íàöèÿ ðåãèñòðîâ áóäåò âåñòè ñåáÿ êàê îäèí
«áîëüøîé» ðåãèñòð, íå çàùèùåííûé îò àë-
ãîðèòìà Áåðëåêýìïà-Ìýññè. ×åì âûøå àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü áóëåâîé ôóíêöèè, òåì
ñëîæíåå ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
è òåì òðóäíåå å¸ âñêðûòü.
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Ñóùåñòâóþò è äðóãèå òðåáîâàíèÿ ê áó-
ëåâûì ôóíêöèÿì, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò
óñòîé÷èâîñòü ïîëó÷àåìîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ê òåì èëè èíûì ïîïûòêàì âçëîìà. Ïðè-
âåä¸ì íàçâàíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ: óðàâíîâå-
øåííîñòü, âûñîêàÿ êîððåëÿöèîííàÿ èììóí-
íîñòü, âûñîêàÿ ýëàñòè÷íîñòü. Îá ýòèõ è äðó-
ãèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ áó-
ëåâûõ ôóíêöèé ìîæíî ïðî÷åñòü â êíèãå [4].

 Èíòåðåñíî, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ ïðèíöè-
ïèàëüíî íå ìîæåò áûòü íàèëó÷øåé ïî âñåì
ïîêàçàòåëÿì. Ýòî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, èç
èçâåñòíûõ â êðèïòîãðàôèè íåðàâåíñòâ âèäà
a + b ≤ const, ãäå a � îäèí êðèïòîãðàôè÷åñ-

êèé ïîêàçàòåëü, b � äðóãîé. Ðàçóìååòñÿ, îáà
ïîêàçàòåëÿ íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü âû-
ñîêèìè, òàê ÷òî ïðè âûáîðå ôóíêöèè äëÿ
øèôðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ èñêàòü êîìïðîìèññ.

Ïîñòðîåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïðèåì-
ëåìûìè êðèïòîãðàôè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè � àêòóàëüíàÿ è íåïðîñòàÿ çàäà÷à. Ïî-
ñêîëüêó íåîáõîäèìî ïðîòèâîñòîÿòü âñå áî-
ëåå ìîùíûì àòàêàì, ñïèñîê òðåáîâàíèé,
ïðåäúÿâëÿåìûõ ê áóëåâûì ôóíêöèÿì, ïðî-
äîëæàåò ðàñøèðÿòüñÿ. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé
îáëàñòè îñíîâàíû íà ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíè-
ÿõ, âûõîäÿùèõ äàëåêî çà ðàìêè øêîëüíîé
ïðîãðàììû.


