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Àâòîð ñîãëàñåí ñ âûñêàçàííûì â [8]
òåçèñîì, ÷òî ñòåïåíü, â êîòîðîé êîìïüþ-
òåð èñïîëüçóåòñÿ êàê «èíñòðóìåíò äëÿ ïîä-
äåðæêè (ðàçâèòèÿ � àâò.) ìûøëåíèÿ», çà-
âèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî îí ïîääåðæèâà-
åò ðàçâèòèå èíòåëëåêòóàëüíûõ íàâûêîâ.
Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, íåò íåîáõîäèìîñòè
èñïîëüçîâàòü â øêîëå ìîùíûå ïàêåòû
ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé. Òî, ÷òî ïàêåò
Mathematica ñ ëåãêîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó 5
èç çàäàíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ê
ýòîìó óðîêó, à Maxima ýòî ñäåëàòü íå â
ñîñòîÿíèè,  ñ òî÷êè çðåíèÿ îáó÷åíèÿ ìà-
òåìàòèêå, åñòü ïðåèìóùåñòâî âòîðîãî èç
íèõ, à íå ïåðâîãî. Êàê ìîæåò ñóäèòü ÷è-
òàòåëü, â ýòîé ñåðèè ñòàòåé àâòîð ñòðå-
ìèëñÿ ïîêàçàòü íà «øêîëüíûõ» ïðèìåðàõ,
êàêèì îáðàçîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïà-
êåò Maxima äëÿ ïîääåðæêè «îáùåðàçâè-
âàþùèõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè, îñíîâàííûõ
íà ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷». Îá-
çîð äðóãèõ òèïîâ îáðàçîâàòåëüíîãî ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äàí â íåäàâíåé
ðàáîòå [7] (ñì. òàêæå ðàáîòó [5]).  Â îòëè-
÷èå îò áîëüøèíñòâà ðàáîò, â êîòîðûõ êîì-
ïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â îáó÷åíèè ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê îñíîâà «äëÿ ðàçâèòèÿ
íîâûõ âèäîâ çàíÿòèé ìàòåìàòèêîé, êîòî-
ðûå, ïðåæäå âñåãî, ðåàëèçóþòñÿ âíå ðà-
ìîê øêîëüíîé ïðîãðàììû», ïîäõîä àâòî-
ðà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ñî-
âðåìåííûå ïàêåòû ñèìâîëüíîé ìàòåìàòè-
êè äëÿ óãëóáëåíèÿ çíàíèé ìàòåìàòèêè â

ðàìêàõ ñóùåñòâóþùåé ïðîãðàììû îáó÷å-
íèÿ â ñòàðøèõ êëàññàõ øêîëû. Àâòîð íå
ñîáèðàåòñÿ â ýòîé ñòàòüå èññëåäîâàòü ïðî-
áëåìó èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ êîì-
ïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé äëÿ àêòèâèçàöèè
ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå â øêîëå ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïåäàãîãè÷åñêîé íàóêè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îñíîâíàÿ åå öåëü � ýòî
íà îñíîâå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïðèìå-
íåíèÿ êîìïüþòåðà  ñôîðìóëèðîâàòü íå-
êîòîðûå ïðèíöèïû, íà êîòîðûõ äîëæíî
áûòü îñíîâàíî èñïîëüçîâàíèå òàêèõ òåõ-
íîëîãèé.

Íîâûõ çàäà÷ â ýòîé ñòàòüå áóäåò ñî-
âñåì íåìíîãî. Èõ ðîëü � ïîêàçàòü òå ñòî-
ðîíû èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðà, êîòî-
ðûå íå áûëè çàòðîíóòû â ïðåäûäóùèõ ñòà-
òüÿõ.

Çàäà÷à 1. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â êîòî-
ðîé êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí 1+nx  ðàâåí

2/nx , åñëè ÷èñëî nx  ÷åòíî, åñëè æå nx
íå÷åòíî, òî 91 +=+ nn xx .

à)  Íàéäèòå âñå ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè óêàçàííîãî
âèäà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò ïåðèîäè÷åñêèé «õâîñò»,
òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà k è p, ÷òî

npn xx =+  ïðè âñåõ kn ≥ .
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Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðíûé îòâåò
íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è, íàäî ïðîñòî
âçÿòü è ïîñ÷èòàòü. Åñëè ó÷àùèéñÿ ñèäèò ó
êîìïüþòåðà, òî ïåðâîå, ÷òî îí íà÷íåò äå-
ëàòü, òàê ýòî âû÷èñëÿòü. Ïîýòîìó íàëè÷èå
êîìïüþòåðà ñîçäàåò òàêóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ
ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ó÷àùåìóñÿ íè÷åãî íå
îñòàíåòñÿ äåëàòü, êàê ïîéòè ïî âåðíîìó
ïóòè. Íàäî íà÷àòü âû÷èñëÿòü, äëÿ ÷åãî ïðî-
ùå âñåãî íàïèñàòü ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ïî
íà÷àëüíîìó ÷ëåíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû-
÷èñëÿåò êàêîå-òî êîëè÷åñòâî ïîñëåäóþùèõ
åå ÷ëåíîâ. Ïðîöåäóðà traj ñîñòàâëÿåò ñïè-
ñîê, â êîòîðûé âõîäÿò ïåðâûå 20 ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì
÷ëåíîì (çíà÷åíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àð-
ãóìåíòîì ýòîé ïðîöåäóðû) (ðèñ. 1).

Êîíå÷íî, íà÷èíàòü íàäî áûëî ñ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè ñ íà÷àëüíûì ÷ëåíîì 11 =x
(ðèñ. 2).

Óæå ïåðâûé ðåçóëüòàò %o3 ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ó íàñ èìåþòñÿ 9 ïåðèîäè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îäíèì èç ÷ëåíîâ
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ 1. Íè â îäíîé èç íèõ
íå âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî 3, ïîýòîìó íàäî ïî-
ñìîòðåòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ 31 =x .
Ñòðîêà %o4 ïîêàçûâàåò, ÷òî èìåþòñÿ åùå
òðè ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Íàêîíåö, èç ñòðîêè %o5 ñëåäóåò, ÷òî åñòü

åùå äâå ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñ íà÷àëüíûìè ÷ëåíàìè 9 è 18. Íàè-
ìåíüøèì ÷èñëîì, êîòîðîå íå âñòðåòèëîñü
íàì ñðåäè ÷ëåíîâ íàéäåííûõ ïåðèîäè÷åñ-
êèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ 11.
Ïîýòîìó ïîñìîòðèì íà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, íà÷èíàþùóþñÿ ñ ÷èñëà 11 (ðèñ. 3).

ßñíî âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñ 111 =x  ïåðèîäè÷åñêîé íå ÿâëÿåòñÿ, îä-
íàêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ
ïðè îòáðàñûâàíèè åå ïåðâûõ òðåõ ÷ëå-
íîâ, óæå áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé. ×òîáû
ïîëó÷èòü ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ 251 =x ,
íàäî îòáðîñèòü óæå äåâÿòü åå ïåðâûõ ÷ëå-
íîâ. Ìîæíî ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü è äà-
ëåå, íî íîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ìû íå ïîëó÷èì, îäíàêî âñå-
ãäà ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ íåñêîëüêèõ ïåð-
âûõ ÷ëåíîâ áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ïåðèîäè÷åñ-
êèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâà-
íî íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè: âî âñÿêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííîãî âèäà íàéäåò-
ñÿ ÷ëåí kx , íå ïðåâîñõîäÿùèé 9. Âñÿêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷àëüíûì ÷ëåíîì êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ îäíî èç ÷èñåë {1, 2, ..., 9},
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Èç ñôîðìóëèðî-
âàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, âî-ïåð-
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âûõ, âî âñÿêîé ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñîäåðæèòñÿ îäíî èç ýòèõ ÷è-
ñåë, ïîýòîìó  ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé óêàçàííîãî âèäà, êðîìå óæå
íàéäåííûõ,  íå ñóùåñòâóåò, è, âî-âòîðûõ,
ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàÿ ñ íå-
êîòîðîãî ìåñòà, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

Åùå îäíà çàäà÷à íà òó æå ïåäàãîãè-
÷åñêóþ èäåþ. Íî â íåé êîìïüþòåð áóäåò
èãðàòü áîëåå ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Õîòÿ
ïðèìåíèòü åãî áóäåò áîëåå ñëîæíî, íî
çàòî è áîëåå èíòåðåñíî.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷å-
íèå ïðîèçâåäåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóì-
ìà êîòîðûõ ðàâíà 100.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â çàäà÷å íè-
÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î êîëè÷åñòâå ñëàãàå-
ìûõ, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 100. ×òîáû
óãàäàòü îòâåò, íàäî êàê ñëåäóåò ïîñ÷èòàòü,
÷òî ðó÷íûì ñïîñîáîì ñäåëàòü çàòðóäíè-
òåëüíî, òàê êàê ëåãêî çàïóòàòüñÿ, à íàïè-
ñàòü ïðîãðàììó òîæå íå î÷åíü
ïðîñòî, ïîñêîëüêó îíà äîëæíà
áûòü ðåêóðñèâíîé (òî åñòü âû-
çûâàþùåé ñåáÿ), ïðè ýòîì îá-
ðàùàòüñÿ ê êîìïüþòåðó çà ïî-
ëó÷åíèåì îòâåòà çàäà÷è áåñ-
ñìûñëåííî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
îí íèêîãäà åãî íå äàñò.

Ñ  ïîíÿòèåì ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû
âû óæå âñòðå÷àëèñü  íà óðîêå 3, îäíàêî

Ðèñ. 3

íå áóäåò âðåäà îò òîãî, ÷òî ìû ïîÿñíèì
åãî åùå ðàç. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íàäî
íàéòè ñóììó âñåõ ÷èñåë îò 1 äî n. Èñêî-
ìàÿ ñóììà ns  óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíò-
íîìó ñîîòíîøåíèþ nss nn += −1  ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì 11 =s . Òàê è íàäî íàïèñàòü
(ðèñ. 4).

Êîíå÷íî, â ýòîì ñëó÷àå ðàçóìíåå áûëî
âîñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðîì sum, íî áû-
âàþò ñèòóàöèè, êîãäà ýòî ñäåëàòü íåâîç-
ìîæíî. Â íàøåì ñëó÷àå èäåÿ ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì

)(amprod  ïðîèçâåäåíèÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë

),2()2( −⋅ amprodmprod
),3()3( −⋅ amprodmprod

...,

ñóììà êîòîðûõ ðàâíà a, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëü-
øåå èç ÷èñåë,  ïðè ýòîì ÷èñëà 2 è 3 âîîá-
ùå ðàçáèâàòü íà ñëàãàåìûå íå íàäî. Íà-
ïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîöåäóðó (ñì.
ðèñ. 5).

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî íàèáîëüøåå ïðîèç-
âåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòî-
ðûõ ðàâíà 17, åñòü 486, íî ÷òî íàì äåëàòü
ñ ýòèì îòâåòîì? Íàì âåäü èíòåðåñíî íå
çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ ñàìî ïî ñåáå, à
òî, èç êàêèõ ñîìíîæèòåëåé îíî ñîñòîèò.
Ïîýòîìó ïîïðîñèì Maxima ðàçëîæèòü íàé-
äåííîå ÷èñëî íà ìíîæèòåëè, ÷òî äåëàåòñÿ
ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ifactors.

Ðèñ. 4
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Ðèñ. 6

Ðèñ. 5

Ïîëó÷åííûå îòâåòû îçíà÷àþò, ÷òî
532486 ⋅= , à 32432)16( 42 =⋅=mprod . Îá-

ðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî 53217 ⋅+=  è
432216 ⋅+⋅= . Òåïåðü îòâåò â çàäà÷å î÷å-

âèäåí: ÷èñëî íàäî ðàçáèâàòü íà «äâîéêè»
è «òðîéêè», ïðè÷åì, ïîñêîëüêó

33222 +=++ , íî 23 32 < , òî «äâîåê»
äîëæî áûòü êàê ìîæíî ìåíüøå. Ôîðìàëü-
íîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþ-
ùåì ïðîñòîì ñîîáðàæåíèè. Åñëè 5≥a , òî

)2(2 −< aa , òàêèì îáðàçîì, ñëàãàåìûå
ñóììû ñ íàèáîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì íå
ìîãóò áûòü áîëüøå 4. Îñòàëîñü çàìåòèòü,
÷òî 224 +=  è 224 ⋅= , ïîýòîìó äîñòàòî÷-
íî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå òàêèõ ñëàãà-
åìûõ òîëüêî 2 è 3.

Îòâåò â çàäà÷å 2:

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïî òåìå «Ýëåìåí-
òû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé»  øêîëüíîãî êóðñà
ìàòåìàòèêè îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ  äðîáü (îáû÷-

íàÿ èëè êîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ). Ñëó÷àéíî-
ãî ñîâïàäåíèÿ îòâåòà â òàêèõ çàäà÷àõ ïðàê-
òè÷åñêè íå áûâàåò, â ñâÿçè ñ ÷åì ïðîâåð-
êà ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ñäå-
ëàíà ïî ïîëó÷åííîìó îòâåòó. À äëÿ òîãî
÷òîáû èñêëþ÷èòü íå îòíîñÿùèåñÿ ê äåëó
âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè, åñòåñòâåííî èñ-
ïîëüçîâàòü êîìïüþòåð. Îäèí èç ïðîñòûõ
ïðèìåðîâ ïîäîáíûõ çàäà÷ [6].

Çàäà÷à 3. Â ïåðâîé óðíå 7 áåëûõ è 3
÷åðíûõ øàðà, âî âòîðîé �
5 áåëûõ è 6 ÷åðíûõ. Èç
ïåðâîé óðíû íàóãàä âûáè-
ðàåòñÿ îäèí øàð è ïåðå-
êëàäûâàåòñÿ âî âòîðóþ
óðíó. Ïîñëå ýòîãî èç
âòîðîé óðíû íàóãàä âû-
áèðàåòñÿ îäèí øàð. Êà-
êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî îí � áåëûé?

Eñòåñòâåííî íàïèñàòü îáùóþ ôîðìó-
ëó, îáîçíà÷èâ ÷èñëî áåëûõ è ÷åðíûõ øà-
ðîâ â ïåðâîé óðíå ÷åðåç 1w  è 1b , ñîîò-
âåòñòâåííî, âî âòîðîé � ÷åðåç 2w  è 2b . Â
ñèëó ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èñêî-
ìàÿ âåðîÿòíîñòü åñòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé
ïðîöåäóðû (ðèñ. 6).

Ðàçóìíåå ñðàçó ïèñàòü åå, ÷åì ïðîâî-
äèòü âû÷èñëåíèÿ ñ êîíêðåòíûìè ÷èñëàìè
íà áóìàãå.
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Êàê ìîã çàìåòèòü ÷èòàòåëü, àâòîð âñÿ-
÷åñêè èçáåãàë èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòå-
ðà äëÿ ÷èñòî èëëþñòðàòèâíûõ öåëåé. Îä-
íàêî ïðè èçëîæåíèè â øêîëå òåìû «Ýëå-
ìåíòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé» áåç ýòîãî íå
îáîéòèñü.

Çàäà÷à 4.
à) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè

äâàäöàòèêðàòíîì áðîñàíèè (ïðà-
âèëüíîé) ìîíåòû ãåðá âûïàäåò
ìåíåå, ÷åì 7 ðàç?

á) È, âîîáùå, êàêîâî ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé êîëè÷å-
ñòâà ïîÿâëåíèé íåêîòîðîãî ñî-
áûòèÿ â ñõåìå Áåðíóëëè?

à) Äàííàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâ-

íà 206
20

!
20

0
20 2/)( CCC +++ K .

Ïîíÿòíî, ÷òî ãëóïî ñ÷èòàòü ýòî ÷èñëî «ðó-
êàìè» (ðèñ. 7).

Êàê âû âèäèòå, ýòà âåðîÿòíîñòü äîñòà-
òî÷íî ìàëà.

á) Òåïåðü äàäèì ãðàôè÷åñêóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ çàäà-
÷è. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü
p îäíîêðàòíîãî íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ ðàâ-
íà 21 . Âåðîÿòíîñòü kp  òîãî, ÷òî â ñõåìå
Áåðíóëëè íåêîòîðîå ñîáûòèå ïîÿâèòñÿ k

ðàç, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé nk
nk Cp 2/= .

Ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè òî÷êè ñ êîîðäè-

íàòàìè 20,,1,0),,( K=kpk k , è äëÿ íàãëÿä-

íîñòè ñîåäèíèì èõ ëîìàíîé, èçîáðàçèâ òàê
íàçûâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïîÿâëå-
íèé ñîáûòèÿ (ðèñ. 8).

À òåïåðü ñðàâíèòå ýòó êàðòèíêó ñ ãðà-

ôèêîì  ôóíêöèè 
2

2

2

)(

2

1
)( σ

πσ

ax

exf
−−

=  ïðè

10=a  è 5=σ  (ðèñ. 9).

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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Ðèñ. 10

Ðèñ. 9

Îíè î÷åíü ïîõîæè, íå ïðàâäà ëè?
Îáúÿñíèòü ñõîæåñòü ýòèõ ãðàôèêîâ íà
«øêîëüíîì óðîâíå» íåâîçìîæíî. Îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îäíîé èç öåíòðàëüíûõ
òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � òàê íàçû-
âàåìîé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû,
èãðàþùåé âàæíóþ ðîëü êàê â ñàìîé òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé, òàê è â åå ðàçíîîáðàç-
íûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü íà âåðîÿòíîñ-
òè òîãî, ÷òî ãåðá âûïàäåò íå ìåíåå k−10
è íå áîëåå k+10  ðàç (ðèñ. 10).

Èç ïîëó÷åííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî
ïðàêòè÷åñêè â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ ÷èñëî
âûïàâøèõ ãåðáîâ áóäåò ëåæàòü â ïðåäå-
ëàõ îò 9 äî 11.

Ýòîé çàäà÷åé ìû çàêàí÷èâàåì èçëîæå-
íèå ïðèìåðîâ è ïåðåõîäèì ê îáñóæäåíèþ
âîïðîñîâ ìåòîäèêè èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåì
ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé (äàëåå � êîìïüþ-
òåðà) â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè.

Ïåðâîå, ÷òî ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü � íà-
ëè÷èå êîìïüþòåðà â ðàñïîðÿæåíèè ó÷à-
ùåãîñÿ ñîçäàåò íîâóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ
ñèòóàöèþ. Ýòà ñèòóàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
íàëè÷èåì ïðîãðàììíîãî ñðåäñòâà, ïîçâî-
ëÿþùåãî

� áûñòðî è áåçîøèáî÷íî ïðîèçâîäèòü
âû÷èñëåíèÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè è
ïðåîáðàçîâûâàòü àëãåáðàè÷åñêèå âûðàæå-
íèÿ, ñòðîèòü ýñêèçû ãðàôèêîâ ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé, ðåøàòü àëãåáðàè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ, âû÷èñëÿòü ïðåäåëû, ïðîèçâîä-
íûå, èíòåãðàëû, ÷òî ïðèäàñò ó÷àùèìñÿ
óâåðåííîñòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è, ïîçâî-
ëèò íå áîÿòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, êîíòðîëèðóÿ êàê èõ, òàê è
ïîëó÷åííûé îòâåò;

� ïðîâîäèòü êîìïüþòåðíûå ýêñïåðè-
ìåíòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè, äàëü-
íåéøèé àíàëèç êîòîðîé ïðèâåäåò ê ïðà-
âèëüíîìó îòâåòó èëè èäåå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è, ïðè ýòîì äåéñòâóÿ äàëåå óæå ÷èñòî ìà-
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òåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè è îñîçíàâàÿ èõ
íåîáõîäèìîñòü äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïîëó÷åí-
íîãî îòâåòà;

� ðàçâèâàòü íàâûêè â èñïîëüçîâàíèè
ñòàíäàðòíûõ è ïîñòðîåíèè íîâûõ ìåòî-
äîâ è àëãîðèòìîâ, à òàêæå â ïðîãðàììè-
ðîâàíèè ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ, ÷òî, â ÷àñò-
íîñòè, áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ëó÷øåìó ïî-
íèìàíèþ èñïîëüçóåìûõ â øêîëå ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷;

� ïðè îòñóòñòâèè èëè íåäîñòàòî÷íîñòè
ñîáñòâåííûõ çíàíèé è (èëè) íàâûêîâ èñ-
ïîëüçîâàòü áàçó çíàíèé êîìïüþòåðà ïðè
èçó÷åíèè íîâîãî ìàòåðèàëà.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïüþòåð ìîæíî è
íóæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àêòèâèçàöèè ó÷åá-
íîãî ïðîöåññà, â êîòîðîé îí ìîæåò èã-
ðàòü íåñêîëüêî ðîëåé:

1. Ïñèõîëîãè÷åñêóþ, ïðèäàâàÿ ó÷àùå-
ìóñÿ óâåðåííîñòü è ïîçâîëÿÿ åìó óáåäèòü-
ñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷à íå òàê ñòðàøíà, êàê
ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä (ñì., ê
ïðèìåðó, îáñóæäåíèÿ çàäà÷ 1 è 2 óðîêà 4).

2. Ñòèìóëèðóþùóþ, äàâàÿ âîçìîæíîñòü
çà ðåàëüíîå âðåìÿ ñïðàâèòüñÿ ñ çàäà÷åé,
ðåøèòü êîòîðóþ áåç êîìïüþòåðà ñìîã áû
òîëüêî î÷åíü ìîòèâèðîâàííûé  è ïîäãîòîâ-
ëåííûé ó÷àùèéñÿ (ñì. çàäà÷ó 1 óðîêà 1).

3. Ðàçâèâàþùóþ, ïîñêîëüêó òà ñâîáî-
äà èññëåäîâàíèÿ, êîòîðóþ äàåò êîìïüþ-
òåð, ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ ìûøëåíèÿ
ó÷àùèõñÿ, ïîçâîëÿÿ èì, â ÷àñòíîñòè,  ïðî-
âîäèòü êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû, ïðè-
âîäÿùèå ê ñàìîñòîÿòåëüíûì îòêðûòèÿì
(ñì. çàäà÷è 1  è 4 óðîêà 2).

4. Êîíòðîëèðóþùóþ, òàê êàê, êàê áûëî
îòìå÷åíî âûøå, ïîíèìàíèå ìåòîäà ìîæåò
áûòü ïðîâåðåíî ïî òîìó, ñìîæåò ëè ó÷à-
ùèéñÿ ðåàëèçîâàòü åãî ïîñðåäñòâîì êîìïü-
þòåðíîé ïðîãðàììû (ñì. çàäà÷ó 3 óðîêà 4).

5. Êîìïåíñèðóþùóþ,  äàâàÿ âîçìîæ-
íîñòü íå òîëüêî  ïîëüçîâàòüñÿ «ýëåêòðîí-
íûìè ìîçãàìè», íî è èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ
êîíòðîëÿ  âû÷èñëåíèé,  ÷òî â ðåçóëüòàòå
ïðèäàñò ó÷àùèìñÿ óâåðåííîñòü â ðåçóëüòà-
òàõ ñâîåé ðàáîòû (ñì. çàäà÷ó 1 óðîêà 5).

 Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà äëÿ ðåøå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæåò ïðèäàòü
ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àùèõñÿ èññëåäî-
âàòåëüñêèé õàðàêòåð. Îáðàòèòå âíèìàíèå,

÷òî òàêèå (õàðàêòåðíûå äëÿ âñÿêîãî èñ-
ñëåäîâàòåëÿ) òèïû èíòåëëåêòóàëüíîé äåÿ-
òåëüíîñòè, êàê:

1) èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíûõ àëãîðèò-
ìîâ, ôîðìóë è ïðîöåäóð;

2) êîäèðîâàíèå, èíòåðïðåòàöèÿ, ïðå-
îáðàçîâàíèå;

3) êëàññèôèêàöèÿ è ñèñòåìàòèçàöèÿ;
4) ïðàâäîïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ;
5) âûäâèæåíèå è ïðîâåðêà ãèïîòåç, äî-

êàçàòåëüñòâî è îïðîâåðæåíèå;
6) ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ([1]) � âñòðå-

÷àëèñü ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêè êàæäîé
èç ðàçîáðàííûõ çàäà÷. Òàêèì îáðàçîì, èñ-
ïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà â îáó÷åíèè ìà-
òåìàòèêå ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ
ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ, ïðè÷åì â ðàçëè÷íûõ
åãî àñïåêòàõ: äåäóêòèâíîì, ôîðìàëüíî-ëî-
ãè÷åñêîì, èíäóêòèâíîì, àññîöèàòèâíîì, èç
êîòîðûõ ïåðâûå äâà ñâÿçàíû ñ ëîãè÷åñ-
êîé ôîðìîé ìûøëåíèÿ, òîãäà êàê äâà ïîñ-
ëåäíèõ � ñ ýâðèñòè÷åñêîé. Òåì ñàìûì êîì-
ïüþòåð ìîæåò âíåñòè â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ
òî, ÷åãî òàê íå õâàòàåò ïðè îáó÷åíèè ïî
ñòàíäàðòíîé øêîëüíîé ïðîãðàììå è ñòàí-
äàðòíûì ìåòîäèêàì.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü íåêîòîðûå îá-
ùèå ïðèíöèïû, êîòîðûõ ñëåäóåò ïðèäåð-
æèâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäèê èñïîëü-
çîâàíèÿ êîìïüþòåðà â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ.

Ïðèíöèï ìèíèìèçàöèè.
Ïîñêîëüêó âñÿêèé ïðîãðàìì-
íûé ïðîäóêò åñòü òîëüêî ñðåä-
ñòâî, òî èì íàäî îâëàäåòü òîëü-
êî â òîé ñòåïåíè, êîòîðàÿ íå-
îáõîäèìà äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ.
Ê ïðèìåðó, íàáîð îïåðàòîðîâ
ïàêåòà Maxima, ââåäåííûé â
ñòàòüÿõ ýòîé ñåðèè, äîñòàòî÷åí äëÿ ðåøå-
íèÿ âñåãî êðóãà çàäà÷ ïî øêîëüíîìó êóðñó
«Àëãåáðà è íà÷àëà àíàëèçà».

Ïðèíöèï âåðèôèêàöèè. Íà ðåçóëüòàòû
ïðîèçâåäåííûõ êîìïüþòåðîì âû÷èñëåíèé
ìîæíî îïèðàòüñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà ìû
ïîíèìàåì, êàê îíè áûëè ïðîâåäåíû è ÷òî
îíè âåðíû. Â ÷àñòíîñòè, ïîýòîìó àâòîð, ê
ïðèìåðó,  ïðåäïî÷åë íàïèñàòü ïðîöåäóðó
âû÷èñëåíèÿ êîðíÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà.
Ïðîöåäóðû � «÷åðíûå ÿùèêè» íå äàäóò
òîãî îáó÷àþùåãî ýôôåêòà.
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Ïðèíöèï ìíîãîìåðíîñòè. Êîìïüþòåð
ìîæåò è äîëæåí äàòü ó÷àùåìóñÿ îùóùå-
íèå óâåðåííîñòè è ñâîáîäû ïðè ïîèñêå

ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ
âû ìîæåòå, ïî êðàéíåé ìåðå, ñðàçó ïîíÿòü,
ñêîëüêî ðåøåíèé îíî èìååò, íå èñïóãàòü-
ñÿ òÿæåëûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðîâåðèòü ïî-
ëó÷åííûé îòâåò è åùå ìíîãîå è ìíîãîå
äðóãîå.

Ïðèíöèï öåëîñòíîñòè.  Íà êàêîé áû
ñòàäèè ðåøåíèÿ çàäà÷è êîìïüþòåð íè èñ-
ïîëüçîâàëñÿ, âñåãäà íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî
ðå÷ü èäåò èìåííî î ðåøåíèè ìàòåìàòè-
÷åñêîé çàäà÷è, ïîýòîìó ãëàâíîå, ÷òî äîë-
æåí ïîíèìàòü ó÷àùèéñÿ, � ýòî ëîãèêó ïðî-
âîäèìîãî èññëåäîâàíèÿ, ðàññóæäåíèÿ.

Âñå âìåñòå ýòè ïðèíöèïû õàðàêòåðíû
ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîé êîìïüþòåðíîé
òåõíîëîãèè.

È ñîâñåì óæ â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì,
÷òî ïðàêòèêóì «Ðåøåíèå çàäà÷ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ» áûë áû
÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçåí â ïðîöåññå ïîäãî-
òîâêè áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè êàê
âàæíàÿ êîìïîíåíòà â ñèñòåìå èõ ìàòåìà-
òè÷åñêîé è ìåòîäè÷åñêîé ïîäãîòîâêè  [2],
îñîáåííî â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ, â ñâÿ-
çè ñ òåì, ÷òî äëÿ âûïóñêíèêîâ íàøåé ðîñ-

ñèéñêîé øêîëû èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè, ê
ñîæàëåíèþ, ñòàëî âî ìíîãîì ñâîäèòüñÿ ê
ïîäãîòîâêå ê ÅÃÝ.

Çàêëþ÷èòåëüíûå çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòî-
ÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Âåðíî ëè, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàñ-
ñòîÿíèé îò âåðøèí ïðàâèëüíîãî ñåìè-
óãîëüíèêà äî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
åãî öåíòð, íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ýòîé
ïðÿìîé?

2. Íàéäèòå âñå ÷èñëà }6,,2,1{ K∈k , òà-

êèå, ÷òî 13sin2sinsin 222 ≥++ kkk .
3. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ñóììà êâàäðà-

òîâ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë Ôèáî-
íà÷÷è  ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ÷èñëîì Ôèáî-
íà÷÷è.

4. Âåðíî ëè, ÷òî íåðàâåíñòâî

)1(1)11ln( +>+ nn  ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ
íàòóðàëüíûõ n?

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

 333 212 −=+− xxx .

6. Íàéäèòå öåíòð ñèììåòðèè ãðàôèêà

263 23 +−+= xxxy .

7. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå, íà êîòîðîì
îñíîâàíî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1.

8. Çà íåäåëþ ñòîèìîñòü àêöèé êîìïà-
íèè ABC ìîæåò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ
êàê âîçðàñòè íà 0,9 %, òàê è ñíèçèòüñÿ íà
0,5 %. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà
ïîëãîäà  ýòè àêöèè òàê è íå âûðàñòóò â
öåíå?

Îòâåòû è ðåøåíèÿ çàäàíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû óðîêà 5

1. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî óðàâíåíèå 42 =+ xx  íå èìååò öåëûõ ðåøåíèé. Ïóñòü qpx =  �
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ öåëûì. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî x2  ÿâëÿåò-
ñÿ èððàöèîíàëüíûì, òî îíî íå ìîæåò áûòü ðàâíûì ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó x−4 .

2. Òàêèì îáðàçîì âûãëÿäÿò, ê ïðèìåðó, ãðàôèêè ôóíêöèé âèäà
222 )()()( bxaxxf −−= .

3. Çàäàíèå äëÿ  Maxima íàäî ñòàâèòü «ñ óìîì». Èç êàðòèíêè (ðèñ. 11) íå ñëåäóåò
ðîâíûì ñ÷åòîì íè÷åãî. Ê ñîæàëåíèþ, ñëèøêîì ÷àñòî ó÷àùèåñÿ ñ÷èòàþò, ÷òî îíà äå-
ìîíñòðèðóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî. Íàäî âçÿòü áîëåå êðóïíûé ìàñøòàá, çàäàâ
îòðåçîê ìåíüøåé äëèíû ïî îñè àáñöèññ. Òåïåðü èç êàðòèíêè (ðèñ. 12) ÿñíî âèäíî, ÷òî
äàííîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî íå íà âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.

4. Äàííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, åñëè íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè qpxxxf ++= 3)(  ïîëîæèòåëüíî, à åå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå � îòðèöà-
òåëüíî. Âñå, ÷òî íàäî ñäåëàòü, òàê ýòî íàéòè êîðíè 1x  è 2x  ïðîèçâîäíîé ýòîé ôóíêöèè
è çàïèñàòü óñëîâèå 0)()( 21 <⋅ xfxf . Èç âû÷èñëåíèé
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ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå óñëîâèå èìååò ñëåäóþùèé âèä: 0427 32 <+ pq . Êñòàòè, âûðàæå-

íèå 32 427 pq −−  íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì ïðèâåäåííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì 2

13
2

32
2

21 )()()( xxxxxx −−− ,
ãäå 321 ,, xxx  � ýòî êîðíè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Âèäèòå àíàëîãèþ ñî ñëó÷àåì
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ?! (Ñì. òàêæå [4, c. 112�113]).

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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Èâàíîâ Î.À.

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ØÊÎËÅ. ¹ 6, 2010 ã.

5. Ïîñêîëüêó íà ñàìîì ïåðâîì øàãå ïðîöåäóðû apprroot ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèå
42)71( =+=z , òî ñðàçó ïîïàäàåì â êîðåíü óðàâíåíèÿ 04 =−x . Îäíàêî òàê êàê

0)()( =⋅ zfdf , òî áóäåò ïðîèçâåäåíî ïðèñâîåíèå zd = . Òàê êàê íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ
øàãàõ ýòîé ïðîöåäóðû áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0)()( ≥⋅ zfdf , òî âñÿêèé ðàç
áóäåò âûáèðàòüñÿ ïðàâàÿ èç äâóõ ïîëîâèí îòðåçêà ];[ ud . Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîöåäó-
ðû ìû ïîëó÷èì îòðåçîê, ïðàâûé êîíåö êîòîðîãî ðàâåí 7. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà
ìîæåò ðàáîòàòü íåâåðíî â ñëó÷àå, åñëè íà íåêîòîðîì åå øàãå ÷èñëî z åñòü êîðåíü
äàííîé ôóíêöèè. Íàïèøåì âèäîèçìåíåííóþ ïðîöåäóðó apprroot1.

Ïðîâåðèì åå íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 04 =−x .

Âñå ïðåêðàñíî, êîðåíü íàéäåí. Åùå îäèí ïðèìåð.

6. Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé, åå ïîëíîå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â
[3, ñì. çàäà÷ó 10.14]. Îïðåäåëèì îïåðàòîð, âû÷èñëÿþùèé çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ äàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåïåðü ìîæíî è ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü. Ïîíà÷àëó êàæåòñÿ, ÷òî ïðè 1>a  ýòà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, îäíàêî ýòî íå òàê, ÷òî äåìîíñòðèðó-
åò ñëåäóþùàÿ êàðòèíêà

.

ßñíî âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Åñëè cxn → , òî, ïî-
ñêîëüêó nx

n ax =+1 , ÷èñëî c ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ xax = . Ïîýòîìó íàäî èññëåäî-
âàòü çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Íî íå âñå òàê ïðîñòî. Ïîñìîòðèì
íà äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè çíà÷åíèè à = 0,05.
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Ïðè÷èíà òàêîãî ñòðàííîãî åå ïîâåäåíèÿ â òîì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ a
óðàâíåíèå x = aax

 ìîæåò èìåòü òðè êîðíÿ, ïðè ýòîì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè nx2  è  12 +nx
ñõîäÿòñÿ ê ðàçíûì êîðíÿì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåòû è óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû äàííîãî óðîêà

1. Óäîáíåå âðàùàòü íå ïðÿìóþ, à ñåìèóãîëüíèê. Òî, ÷òî îòâåò íà ïîñòàâëåííûé
âîïðîñ � ïîëîæèòåëüíûé, ïîêàæåò îïåðàòîð óïðîùåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé.

2.  Îòâåò: k = 1, 2, 4, 5. 3. Ïðîâåäèòå êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò.
4. Äà, âåðíî: ñäåëàéòå çàìåíó nx 1= , ñâîäÿùóþ çàäà÷ó ê ñòàíäàðòíîé.
5. 621−=x . 6. Òî÷êà )10,1(−A .
7. Ïóñòü kx  � íàèìåíüøèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ßñíî, ÷òî ÷èñëî kx  íå÷åòíî.

Äîêàæèòå òåïåðü, ÷òî 9≤kx . 8. 084,02
9

0
26

26 ≈⋅ ∑
=

−

k

kC .

Èâàíîâ Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷,
ïðîôåññîð, äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ
íàóê è êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè è
èíôîðìàòèêè ÑÏáÃÓ.
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