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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Èâàíîâ Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷

MAXIMA Â ÎÁÓ×ÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ Â ØÊÎËÅ.

ÓÐÎÊ 5. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ Ñ MAXIMA

ÎÒÊÐÛÒÎÅ ÏÎ Â ØÊÎËÅ

Ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà â øêîëå ïðåäîñòàâëÿåò øèðî÷àéøèå
âîçìîæíîñòè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþ-
òåðîâ. Îäíîé èç ìåòîäè÷åñêèõ èäåé, ïðåä-
ñòàâëåííûõ â ýòîé ñòàòüå, ÿâëÿåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå êîìïüþòåðà ñ êîìïåíñèðóþùèìè
öåëÿìè, ÷òî îñîáåííî àêòóàëüíî â íàøåé
ñîâðåìåííîé ðîññèéñêîé øêîëå.

Âñÿêèé âûïóñêíèê ñðåäíåé øêîëû
äîëæåí óìåòü: à) «÷èòàòü ãðàôèê», òî åñòü
óìåòü ñôîðìóëèðîâàòü ñâîéñòâà ôóíê-
öèè, ãðàôèê êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà ðè-
ñóíêå, è, íàîáîðîò, á) èçîáðàæàòü ýñêèç
ãðàôèêà ôóíêöèè, çàäàííîé íåêîòîðîé
ôîðìóëîé. Îäíàêî íà ïåðâûõ ïîðàõ ó÷à-
ùèìñÿ òðóäíî íàðèñîâàòü ãðàôèê äàí-
íîé ôóíêöèè, äàæå ïîñëå òîãî êàê îíè
ïðîâåëè åå ñòàíäàðòíîå èññëåäîâàíèå.
Ïîýòîìó ïåðâûé òèï çàäà÷ ìîæåò áûòü
ñëåäóþùèì.

Çàäà÷à 1. Èçîáðàçèòå íà ýêðàíå êîì-
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îáúÿñíèòå åãî âèä, ñôîðìóëèðîâàâ ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñâîéñòâà  ôóíêöèè )(xf .
Îáîñíóéòå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè, ïðî-
âåäÿ ñîîòâåòñòâóþùåå èññëåäîâàíèå.

Ïîïðîñèì Maxima ïîñòðîèòü ãðàôèê.
Ó÷òèòå, ÷òî ïåðâàÿ ïîïûòêà ìîæåò áûòü
íå ñîâñåì óäà÷íîé, ïîñêîëüêó àðãóìåíòîì
îïåðàòîðà wxplot2d ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî
ñàìà ôóíêöèÿ, íå òîëüêî ïðîìåæóòîê îñè
àáñöèññ, íà êîòîðîì èçîáðàæàåòñÿ åå ãðà-
ôèê, íî ìîæåò áûòü åùå è ïðîìåæóòîê

îñè îðäèíàò, â êîòîðîì ñëåäóåò åãî ðèñî-
âàòü. Èòàê, íà ýêðàíå ìû óâèäèì ðèñ. 1.

Âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, âðîäå
áû, íà îòðåçêàõ [�4; �1] è [4; 1], à óáûâà-
åò íà îòðåçêå [�1; 1]. Ïðè ýòîì âðîäå áû
åå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî 3, à íàè-
ìåíüøåå ëåæèò ìåæäó 0 è 1. ×òî ïîêà
íåÿñíî, òàê ýòî ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïðè
áîëüøèõ (ïî ìîäóëþ) çíà÷åíèÿõ àðãóìåí-
òà. Â ñâÿçè ñ ýòèì èçîáðàçèì åå ãðàôèê
íà áîëüøåì îòðåçêå (ðèñ. 2).

Òåïåðü ïîõîæå, ÷òî íà êàæäîì èç
ïðîìåæóòêîâ (�∞; 1] è [1; +∞) ôóíêöèÿ
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, ïðè
ýòîì f (x) → 1 ïðè x → ±∞. ×òîáû òî÷íî
íàéòè ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâà-
íèÿ äàííîé ôóíêöèè, âû÷èñëèì ïðîèçâîä-
íóþ è îïðåäåëèì ïðîìåæóòêè åå çíàêî-
ïîñòîÿíñòâà. Êîíå÷íî, äèôôåðåíöèðîâàòü
íàäî «íà áóìàãå», íî ìîæíî äîïîëíèòåëü-
íî (îñîáåííî íà ïåðâûõ ïîðàõ) ïðîâå-
ðèòü ñåáÿ, ïîïðîñèâ Maxima íàéòè ïðî-
èçâîäíóþ çàäàííîé ôóíêöèè.



4

Èâàíîâ Î.À.

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ØÊÎËÅ. ¹ 5, 2010 ã.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Êàê âû âèäèòå, ïîëó÷åííîå âûðàæå-
íèå õîðîøî áû óïðîñòèòü, ïðè÷åì òàê êàê
íàñ èíòåðåñóåò åãî çíàê, òî ëó÷øå ñðàçó
æå ïðîèçâåñòè ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.
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Ðèñ. 3

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî òàê êàê 0)( ≥′ xf
ïðè x ∈ (�∞; �1] ∪ [1; +∞), òî äàííàÿ
ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç óêàçàí-
íûõ ïðîìåæóòêîâ, à òàê êàê åå ïðîèçâîä-
íàÿ íåïîëîæèòåëüíà íà [�1; 1], òî íà ýòîì
îòðåçêå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé.
Âîñïîëüçóåìñÿ Maxima äëÿ ïîèñêà ïðåäå-
ëà ýòîé ôóíêöèè «íà áåñêîíå÷íîñòè»
(ðèñ. 3).

inf åñòü èñïîëüçóåìîå Maxima îáîçíà-
÷åíèå äëÿ +∞, à minf îáîçíà÷àåò �∞.

Ïðîâåäèòå âû÷èñëåíèå ýòèõ ïðåäåëîâ
«íà áóìàãå» ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêî ðåøåíèé â çàâèñè-
ìîñòè îò a èìååò óðàâíåíèå

015 =+− xax ?

Óâåðåí, ÷òî äëÿ íå î÷åíü èñêóøåííûõ
ó÷àùèõñÿ ýòà çàäà÷à âûçîâåò ñåðüåçíûå
òðóäíîñòè, äàæå åñëè îíè áóäóò èñïîëüçî-
âàòü êîìïüþòåð. Äåëî â òîì, ÷òî òðóäíî
«óâèäåòü» åå îòâåò, ðàññìàòðèâàÿ ãðàôè-

êè 5axy =  è 1−= xy  èëè ãðàôèêè 5xy =
è )1( −= xby . Êîíå÷íî, äàííîå óðàâíåíèå

ñëåäóåò ïåðåïèñàòü â âèäå a
x

x =−
5

1
, ñ òåì

÷òîáû çàòåì ñòðîèòü ãðàôèê åãî ëåâîé ÷à-

ñòè. Îäíàêî è çäåñü ó÷àùèõñÿ áóäåò ïîä-
æèäàòü òðóäíîñòü, ïî-
ñêîëüêó íåîáõîäèìî
èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå
ôóíêöèè âáëèçè íóëÿ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì îáðàòèì-
ñÿ ê  Maxima, ïîïðîñèâ
åå íàðèñîâàòü ãðàôèê
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Ðèñ. 6

Ðèñ. 5

Êðàñèâàÿ êàðòèíêà, íà
êîòîðîé íè÷åãî íå âèäíî, íå
ïðàâäà ëè?! Äåëî â òîì, ÷òî
çàäà÷à äëÿ êîìïüþòåðà äîë-
æíà áûòü ïîñòàâëåíà òî÷íî
íå òîëüêî ñ  èäåéíîé, íî è ñ
òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â íàøåì ñëó-
÷àå ñëåäóåò òàêæå óêàçàòü è ïðîìåæóòîê
ïî îñè îðäèíàò, â êîòîðîì ñëåäóåò èçîá-
ðàæàòü ãðàôèê. Ïîñëå òîãî, êàê ìû óêà-
æåì, ÷òî y ∈ [�1; 5], ìû óâèäèì ñëåäóþ-
ùóþ êàðòèíêó (ðèñ. 5).

Òåïåðü ïîâåäåíèå ôóíêöèè íå âûçû-
âàåò ñîìíåíèé, òàê ÷òî íàì îñòàëîñü ëèøü
íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè â åå òî÷êå ìàê-
ñèìóìà. Ïðîâåäèòå âû÷èñëåíèÿ íà áóìà-
ãå, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè îò-
âåòà, ïîëó÷åííîãî ïðè ïîìîùè êîìïüþ-
òåðà (ðèñ. 6).

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé â çàäàííîé òî÷êå íå-

îáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð subst.
Èìåííî, çíà÷åíèå åñòü ðåçóëüòàò èñïîëíå-
íèÿ îïåðàòîðà subst(x=a,diff(f(x),x)).

Çàäà÷à 3. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:
à) 32 =+ xx ;
á) 42 =+ xx .

à) Ïîëîæèì xxf x += 2)( . Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ )(xf , î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ âîçðà-
ñòàþùåé è òàê êàê 3)1( =f , òî 1=x  ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíñòâåííûì êîðíåì äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ.

á) Êàê è âûøå, óðàâíåíèå 4)( =xf
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îäíàêî,

4)1( <f , à 4)2( >f , ïîýòîìó ðåøåíèå
äàííîãî óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñ-
ëîì. Áîëåå òîãî, îíî íå ÿâëÿåòñÿ è ðàöèî-
íàëüíûì ÷èñëîì (ñì. çàäàíèå äëÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòû). Òî, ÷òî ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò, ñëåäóåò èç îáùåé òåîðåìû î
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ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè, îäíàêî íàéòè
åãî ìîæíî òîëüêî ïðèáëèæåííî.
Ïîäãðóçèâ äîïîëíèòåëüíûé ïàêåò
newton1, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
îïåðàòîðîì newton, íàõîäÿùèì
ïðèáëèæåííîå çíà÷å-
íèå êîðíÿ äàííîãî
óðàâíåíèÿ (ðèñ. 7).

Çíà÷åíèåì îïåðà-
òîðà newton(f(x),x,x0,eps) ÿâëÿåòñÿ òà-
êîå ÷èñëî *x , ÷òî epsxf <|)(| * . Ïðè ýòîì
ïðèáëèæåíèå *x  ê íóëþ ôóíêöèè )(xf
èùåòñÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà (ìåòîäó êà-
ñàòåëüíûõ � î íåì ðå÷ü ïîéäåò äàëåå), â
êîòîðîì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ âçÿòî çíà÷åíèå 0x , ÿâëÿþùååñÿ îä-
íèì èç àðãóìåíòîâ ýòîãî îïåðàòîðà.

Ñìûñë ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû ó÷àùèåñÿ îñîçíàëè, ÷òî ðåøåíèÿ, òàê
ñêàçàòü, ñóùåñòâåííî òðàíñöåíäåíòíûõ
óðàâíåíèé ÷àùå âñåãî íå ìîãóò áûòü íàé-
äåíû â ÿâíîì (è ïðèâû÷íîì äëÿ øêîëüíè-
êîâ) âèäå.

Ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå çàäà÷è è íà-
ïèøåì ïðîöåäóðó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëè-
æåííîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ ôóíêöèè. Ïîé-
äåì ñàìûì ïðîñòûì ïóòåì, èñïîëüçóÿ òàê
íàçûâàåìûé ìåòîä äèõîòîìèè. Ïóñòü äàí-

íàÿ (íåïðåðûâíàÿ) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ íà êîíöàõ îòðåç-
êà [a; b]. Ïîäåëèì îòðåçîê ïîïîëàì è âû-
áåðåì òó èç åãî ïîëîâèí, íà êîíöàõ êîòî-
ðîé ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ
çíàêîâ, è òàê äàëåå. Â ñèëó ïåðâîé òåîðå-
ìû Áîëüöàíî-Êîøè (ñì. [3]), íóëü ôóíê-
öèè ëåæèò â êàæäîì èç ïîñòðîåííûõ îò-
ðåçêîâ. Îñòàíîâèòüñÿ ìîæíî òîãäà, êîãäà
äëèíà îòðåçêà ñòàíåò ìåíüøå çàäàííîãî
÷èñëà (ðèñ. 8).

Îáðàòèìñÿ ê ïðîöåäóðå approot äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 42 =+ xx  (ðèñ. 9).

Êàê âû âèäèòå, çàäà÷à óñïåøíî ðåøå-
íà. Òåì íå ìåíåå íàïèñàííàÿ ïðîöåäóðà
ñîäåðæèò íå ñëèøêîì áðîñàþùóþñÿ â ãëà-
çà îøèáêó (ñì. çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íîãî ðåøåíèÿ).

Äðóãîå äåëî, ÷òî ðàññìîòðåííûé ìå-
òîä íå ñëèøêîì ýôôåêòèâåí. Îïèøåì óæå
óïîìèíàâøèéñÿ ìåòîä Íüþòîíà ïðèáëè-
æåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ôóíêöèè,
èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü 0x  � íåêîòîðîå (íà÷àëüíîå) ïðè-
áëèæåíèå ê êîðíþ óðàâíåíèÿ 0)( =xf .
Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó )(xfy =  â òî÷êå
ñ àáñöèññîé 0x  çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

)()()( 000 xxxfxfy −′+= . Ýòà êàñàòåëüíàÿ

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

ïåðåñå÷åò îñü àáñöèññ â òî÷êå

)(

)(

0

0
01 xf

xf
xx

′
−= , êîòîðóþ ìû ïðèìåì çà

ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ê êîðíþ óðàâíå-

íèÿ. Äàëüíåéøèå ïðèáëèæåíèÿ ñòðîÿòñÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.  Óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, n = 0, 1, ...,
çàäàííàÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

)(

)(
1

n

n
nn xf

xf
xx

′
−=+ , ñõîäèòñÿ ê êîðíþ

óðàâíåíèÿ 0)( =xf , ïðèâåäåíû, íàïðèìåð,

â §10.2 êíèãè [1] (ðèñ. 10).
Èçîáðàçèì ãðàôèê ôóíêöèè

42)( −+= xxf x

è äâå êàñàòåëüíûå ê íåìó, ïåðâàÿ èç êî-
òîðûõ ïðîâåäåíà ê ãðàôèêó â òî÷êå ñ àáñ-
öèññîé x = 2, à âòîðàÿ � â òî÷êå, àáñöèñ-
ñîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ïåðâîé
èç êàñàòåëüíûõ ñ îñüþ àáñöèññ (ðèñ. 11).

Ïîíÿòíî, ÷òî áûëî áû áåññìûñëåííî
èçîáðàæàòü åùå îäíó êàñàòåëüíóþ (ïðî-
âåäåííóþ â òî÷êå ñ àáñöèññîé x2).

Íàïèøåì ïðîöåäóðó, ðåàëèçóþùóþ
ìåòîä Íüþòîíà è ïðîâåðèì ñêîðîñòü åãî
ñõîäèìîñòè íà ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåìî-
ãî óðàâíåíèÿ (àðãóìåíò n åñòü çàäàííîå
÷èñëî èòåðàöèé) (ðèñ. 12).

Êàê âû âèäèòå, óæå íà ÷åòâåðòîì øàãå
ýòîãî àëãîðèòìà ìû ïîëó÷èëè ïðèáëèæå-
íèå ñ òî÷íîñòüþ 10�8.

Áîëåå äåñÿòè ëåò íàçàä àâòîð ÷èòàë ñòà-
òüþ Á. Êóöëåðà (B. Kutzler), êîòîðàÿ áûëà
ïîñâÿùåíà èñïîëüçîâàíèþ êîìïüþòåðîâ äëÿ
ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ïåäàãîãè÷åñêîé ïðî-
áëåìû: êàê íàó÷èòü ìåòîäó Ãàóññà ðåøå-
íèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñòóäåí-
òîâ, íå èìåþùèõ óñòîé÷èâîãî íàâûêà âû-
÷èñëåíèé ñ öåëûìè ÷èñëàìè. Ìîÿ ïåðâàÿ
ðåàêöèÿ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî òàêèõ ñòóäåí-
òîâ íå äîëæíî áûòü â ïðèðîäå, à ïîòîìó
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Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 5. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ñ Maxima

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

àâòîð ðåøàåò çàäà÷ó äëÿ ïóñòîãî ìíîæå-
ñòâà! Íî âðåìåíà ìåíÿþòñÿ è, ê ñîæàëå-
íèþ, ê õóäøåìó, òàê ÷òî ìîæíî ëåãêî ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå è íàøèõ ðîññèéñêèõ ñòóäåí-
òîâ, äëÿ êîòîðûõ, ê ïðèìåðó, 3 � (�1) = �4.
Ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ïðèäåòñÿ âûïîëíèòü íå
îäíî, à ïàðó äåñÿòêîâ ïîäîáíûõ äåéñòâèé,
òî, êàê íåòðóäíî ïðåäñêàçàòü, â êàêîì-
íèáóäü èç íèõ ó÷àùèéñÿ îøèáåòñÿ è â ðå-
çóëüòàòå  ïîëó÷èò íåâåðíûé îòâåò. Ïðè-
÷åì, ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ ÷àùå âñåãî ïðîâåðÿåòñÿ òîëü-
êî îòâåò, òî íåëüçÿ áóäåò ïîíÿòü,
èç-çà ÷åãî ïîëó÷åí íå-
âåðíûé îòâåò: èç-çà íå-
ïîíèìàíèÿ ìåòîäà èëè
æå èç-çà îøèáêè â îä-
íîé èç àðèôìåòè÷åñ-
êèõ îïåðàöèé ñ öåëû-
ìè ÷èñëàìè. Èäåÿ Á. Êóöëåðà ñîñòîÿëà â
èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðíûõ ïàêåòîâ äëÿ
ïðîâåäåíèÿ ñîáñòâåííî âû÷èñëåíèé.

Îáùàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìî-
æåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: èçó÷åíèþ íîâîãî ìàòåðèàëà ìîæåò
ïðåïÿòñòâîâàòü îòñóòñòâèå íàâûêîâ,
êîòîðûå äîëæíû áûëè áûòü ïîëó÷åíû íà
ñóùåñòâåííî áîëåå ðàííèõ ýòàïàõ îáó÷å-
íèÿ. Óñïåõè â ðåøåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àíàëèçà ñèëüíî çàâèñÿò îò óðîâíÿ
âëàäåíèÿ ó÷àùèìèñÿ òåõíèêîé ïðåîáðà-
çîâàíèÿ âûðàæåíèé.

Ïðèìåð 1.

Òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ôîðìóëîé

22 +−
=

nn

n
xn , n = 1, 2, ...

Êîíå÷íî, íàäî ñíà÷àëà ïðîñòî ïîñ÷è-
òàòü, äëÿ ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ êîìïüþòåðîì
(ðèñ. 13).

Áåçóñëîâíî, íóæíî óìåòü ñðàâíèâàòü
äðîáè, íî òå, êîìó ýòî ñäåëàòü òðóäíî,
ìîãóò âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìïüþòåðîì
(ðèñ. 14).

ßñíî âèäíî, ÷òî K>>>= 4321 xxxx .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

22)1()1(

1
221 +−

−
++−+

+=−+ nn

n

nn

n
xx nn ,

è ýòî, óñëîâíî ãîâîðÿ, åñòü êðèòè÷åñêèé

ìîìåíò.  Íåêîòîðûå èç ó÷àùèõñÿ íå ñìî-
ãóò íàéòè ôîðìóëó äëÿ çíà÷åíèÿ ÷ëåíà ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðîì n + 1, íåêîòî-
ðûå èç òåõ, êòî ýòî ñäåëàë, áóäóò äîëãî
ïðåîáðàçîâûâàòü ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòü
äðîáåé. Ïðè ýòîì èõ çàòðóäíåíèÿ íå èìå-
þò îòíîøåíèÿ ê èçó÷àåìîé òåìå! Ïîñîâå-
òóåì èì îáðàòèòüñÿ ê êîìïüþòåðó.

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14
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Èâàíîâ Î.À.

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ØÊÎËÅ. ¹ 5, 2010 ã.

Òåïåðü óæå ÿñíî, ÷òî 01 <−+ nn xx  ïðè

âñåõ n = 2, 3, ...  Òàêèì îáðàçîì, nn xx <+1 ,
íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ÷ëåíà, ÷òî è îçíà÷àåò,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ óáûâàþ-
ùåé. Ïðè ýòîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ «çäðàâîãî
ñìûñëà», äîëæíî áûòü î÷åâèäíî, ÷òî äàí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Êîíå÷íî, íàäî óìåòü äîêàçûâàòü ýòîò ôàêò,
íî ïîëåçíî óáåäèòüñÿ, ÷òî è êîìïüþòåð
óìååò âû÷èñëÿòü ïðåäåëû.

Ìîæíî ïðåäëî-
æèòü ó÷àùèìñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü Maxima
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîí-
òðïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 2.

×àñòî ïðèõîäèòñÿ ñëûøàòü òàêóþ, ñ
ïîçâîëåíèÿ ñêàçàòü, àðãóìåíòàöèþ: «Êî-
íå÷íî, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåò-
ñÿ óáûâàþùåé, ïîñêîëüêó åå çíàìåíàòåëü
ðàñòåò áûñòðåå ÷èñëèòåëÿ». Ïðåäëîæèòå

ó÷àùèìñÿ ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð ê ýòî-
ìó óòâåðæäåíèþ íà ïðèìåðå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, çàäàííûõ äðîáíî-ëèíåéíûìè
âûðàæåíèÿìè. Ê ïðèìåðó, ðèñ. 15.

Ïðèìåð 3.

Ïðåäëîæèì ó÷àùèìñÿ ñëåäóþùåå çà-
äàíèå: «Ïîñìîòðèòå íà ðåçóëüòàòû âû÷èñ-
ëåíèÿ ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ è ïîïðîáóéòå
îáîáùèòü èõ» (ðèñ. 16).

Åñòåñòâåííûé âûâîä ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè âèäà xexp α)( ,
ãäå p(x) åñòü íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèÿ xexq α)( , ãäå q(x) � ýòî ìíî-
ãî÷ëåí òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è p(x). Äëÿ
ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà q(x)
èìååòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîëîæèì

dcxbxaxxq +++= 23)(  è óïðîñòèì ðàç-

íîñòü ))(()2( 223 ′−+− −− xx exqexx  (ðèñ. 17).
Ïðèðàâíÿâ íóëþ êàæäûé èç êîýôôè-

öèåíòîâ ñòîÿùåãî â ñêîáêàõ ìíîãî÷ëåíà,
ìû è íàéäåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
èñêîìîãî ìíîãî÷ëåíà q(x) (ðèñ. 18).

Çíà÷åíèåì îïåðàòîðà coeff(f,x,n) ÿâ-
ëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè xn â âûðàæåíèè f.

Â çàêëþ÷åíèå õî÷åòñÿ åùå ðàç ïîä-
÷åðêíóòü, ÷òî åñëè ó÷àùèéñÿ â ñîñòîÿíèè
íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ íåêî-
òîðûé ìåòîä, òî ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî
ýòîò ìåòîä èì â êàêîé-òî ñòåïåíè ïîíÿò.

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16
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Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 5. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ñ Maxima

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
42 =+ xx  ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.

2. Çàäàéòå ôóíêöèþ, ýñêèç ãðàôèêà êî-
òîðîé èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 19.

3. Êàêèì îáðàçîì ìîæíî, èñïîëüçóÿ
óìåíèå Maxima ñòðîèòü ãðàôèêè, óáåäèòüñÿ
â òîì, âåðíî èëè íåò òî, ÷òî íåðàâåíñòâî

xx +≤+ 1615  ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ 0≥x .

4. Íàéäèòå óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû
p è q â óðàâíåíèè,
ïðè âûïîëíåíèè êî-
òîðîãî äàííîå óðàâ-
íåíèå 03 =++ qpxx
èìååò òðè äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíÿ.

5. Ïðèìåíèâ ïðîöåäóðó apprroot äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x � 4 = 0 íà îòðåçêå
[1; 7], ìû ïîëó÷èì î÷åíü ñòðàííûé ðå-
çóëüòàò (ðèñ. 20). Îáúÿñíèòå åãî è èñïðàâü-
òå ýòó ïðîöåäóðó.

6. Èññëåäóéòå, â çàâèñèìîñòè îò a, ïî-

âåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
a

a
n ax

N

=
(çäåñü âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ïðîèçâîäèòñÿ
n � 1 ðàç).

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18

Ðèñ. 19

Ðèñ. 20
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ çàäàíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû óðîêà 4

1. Äðóãîãî ñïîñîáà, êðîìå êàê «ðàñêðûòèå ìîäóëåé», íåò. Òàê è íàïèøåì.

Äëÿ ïðèìåðà ðåøèì óðàâíåíèå, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ñòîèò ñóììà |2||1| ++− xx .

Ìîæåòå ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ ðàçëè÷íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ, ìû æå
îãðàíè÷èìñÿ îäíèì ïðèìåðîì.

2. Îòâåò äàåò ñëåäóþùèé îïåðàòîð.

Ïîëó÷åííàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíò b ìíîãî÷ëåíà äîëæåí áûòü ðàâåí
íóëþ, êîýôôèöèåíò d ïðîèçâîëåí (÷òî î÷åâèäíî), à êîýôôèöèåíòû a è c äîëæíû áûòü
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 3à + 4ñ = 0. Ïîñòàðàéòåñü ïîíÿòü, èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé áûëè
âûïèñàíû óñëîâèÿ íà èñêîìûé ìíîãî÷ëåí. ×òî åùå íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è?

3. Íå íàäî èìåòü ïîä ðóêàìè êîìïüþòåð, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ ñ öåëûì çíàìåíàòåëåì, âñå ÷ëåíû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñåìèçíà÷íûìè ÷èñëàìè, ìîæåò
ñîñòîÿòü èç ÷åòûðåõ ÷ëåíîâ, íå áîëåå, èìåííî: à, 2à, 4à, 8à. Ñëåäîâàòåëüíî, äàëåå íàäî
èñêàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çíàìåíàòåëü êîòîðûõ åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì,
÷åì áëèæå çíàìåíàòåëü ê 1, òåì äëèííåå îêàæåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîòîìó ïîëîæèì

ppq )1( += . Ïóñòü n � ÷èñëî ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè. Ïîñêîëüêó âñå îíè ïî óñëîâèþ �

öåëûå ÷èñëà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä 121 )1(,,)1(, −−− ++ nnn pappaap K .  Âñå

÷ëåíû ïðîãðåññèè îêàæóòñÿ ñåìèçíà÷íûìè ÷èñëàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
61 10≥−nap  è  71 10)1( <+ −npa . ßñíî, ÷òî ÷èñëî n áóäåò òåì áîëüøèì, ÷åì ìåíüøå ÷èñëà

a è p. Ïîýòîìó ïîëîæèì ñðàçó à = 1. Äëÿ ÷èñëà n äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà
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Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 5. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ñ Maxima

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

)1ln(

10ln7
1

ln

10ln6

+
<−≤

p
n

p
. Çíà÷èò, íàäî íàéòè íàèìåíüøåå ÷èñëî p, äëÿ êîòîðîãî â óêà-

çàííîì èíòåðâàëå íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü Maxima òåïåðü ïîñ÷èòàåò.

floor(x) åñòü öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåå äàííîãî ÷èñëà x, ceiling(x) � ýòî íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå ÷èñëà x.

Èç ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè ðàâíî
11, åå ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí 576048124 2010 == , à åå ïîñëåäíèé ÷ëåí ðàâåí 6257659510 = .

4. Âñåãî ñóùåñòâóåò 1109 −⋅ n  n-çíà÷íûõ ÷èñåë. Åñëè â äåñÿòè÷íîé çàïèñè n-çíà÷íîãî
÷èñëà íåò åäèíèö, òî åãî ñòàðøåé öèôðîé ìîæåò áûòü 2, 3, ..., 9 � âñåãî âîñåìü âàðèàí-
òîâ, íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ öèôðû 0, 2, 3, ..., 9 � äåâÿòü âàðèàíòîâ,
ïîýòîìó âñåãî èìååòñÿ 198 −⋅ n  òàêèõ ÷èñåë. Çíà÷èò, ÷èñåë, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòî-
ðûõ åñòü õîòÿ áû îäíà åäèíèöà, âñåãî èìååòñÿ 11 98109 −− ⋅−⋅ nn . Òàê,  êàêîå èç ÷èñåë
áîëüøå: 198 −⋅ n  èëè 11 98109 −− ⋅−⋅ nn , òî åñòü ÷òî áîëüøå: 1916 −⋅ n  èëè 1109 −⋅ n ? Íåðà-
âåíñòâî 11 109916 −− ⋅<⋅ nn  ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó 1699,0 1 <−n . Ïîñêîëüêó 19,0 < , òî
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áóäåò âåðíî äëÿ âñåõ n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè ÷èñëî çíàêîâ ÷èñëà äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ åñòü
åäèíèöà, áîëüøå, ÷åì ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ åå íåò. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàê
ìíîãî çíàêîâ äîëæíî áûòü, èñïîëüçóåì êîìïüþòåð.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè 7≥n , òî n-çíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ åñòü åäèíèöà,
áîëüøå, ÷åì ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ åå íåò. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íåìíîãî ïðîòèâî-
ðå÷èò íàøåìó îïûòó, ÷òî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî «ïî æèçíè» ìû èìååì äåëî ñ ÷èñëàìè,
êîëè÷åñòâî çíàêîâ â êîòîðûõ íå î÷åíü âåëèêî.

5. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì îòâåò ÷àñòî áûâàåò äîñòàòî÷íî äëèííûì.
Òî, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå áóäåò òàê, ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé êàðòèíêè, íà êîòîðîé èçîáðà-
æåíû: ãðàôèê |3|1 −−= xy  è ïðÿìûå 3/xy = , xy =  è xy −= .
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Çàïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â âèäå |3|1 −−= xax . ßñíî, ÷òî ðàñïîëîæåíèå òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé axy =  ñ ãðàôèêîì |3|1 −−= xy  çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì èç ñåêòî-
ðîâ (íà êîòîðûå ðàçáèëè ïëîñêîñòü ïðÿìûå 3/xy = , xy = , îñü îðäèíàò, è y = �x)
íàõîäèòñÿ ýòà ïðÿìàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,  íàì ñòîèò ïî îòäåëüíîñòè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè:

1≥a , 131 << a , 31=a , 311 <<− a  è 1−≤a . Âî âòîðîì èç íèõ óðàâíåíèå, î÷åâèäíî,
ðåøåíèé íå èìååò, â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå îíî èìååò äâà ðåøåíèÿ.

Ìîæåò áûòü, êîìó-òî áóäåò óäîáíåå ïåðåïèñàòü äàííîå óðàâíåíèå â âèäå

a
x

x =−− |3|1
, ñ òåì ÷òîáû ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê åãî ëåâîé ÷àñòè (íà ðèñóíêå íèæå).

Äëÿ ïîëíîòû ðåøåíèÿ ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò. Ïðè 1≥a  
1

2

−
−=
à

x , ïðè

131 << a  ðåøåíèé íåò, ïðè 31=a  3=x , ïðè 311 <<− a  
1

4
;

1

2

+−
−=

àà

x , ïðè 1−≤a

1

2

−
−=
à

x .

6. Ñì.:

Ïîïðîáóéòå íàéòè îáîáùåíèÿ ðàçëîæåíèé, íàéäåííûõ â ýòîé çàäà÷å è çàäà÷å 7
óðîêà 4.

7. Êàê èçâåñòíî, åñëè ÷èñëî nk  ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

0
1

1 axaxa n
n

n
n +++ −

− K , òî k åñòü äåëèòåëü ñâîáîäíîãî ÷ëåíà 0a , à n � äåëèòåëü ñòàðøå-

ãî êîýôôèöèåíòà na  ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîýòîìó âñå, ÷òî íàäî ñäåëàòü, òàê ýòî ñîñòà-

âèòü ñïèñêè K,, 21 kk  è K,, 21 nn  äåëèòåëåé ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, ÷òîáû çàòåì ïðîâå-

ðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî ji nk /±  êîðíåì äàííîãî ìíîãî÷ëåíà. Âñòðîåííàÿ ïîìîùü ñêà-
æåò íàì, ÷òî îïåðàòîð divisors(n) ôîðìèðóåò ñïèñîê, ñîäåðæàùèé  âñå íàòóðàëüíûå

äåëèòåëè öåëîãî ÷èñëà n. Ìíîãî÷ëåí áóäåì çàäàâàòü ñïèñêîì ],,,[ 01 aaa nn K−  åãî êîýô-

ôèöèåíòîâ (êîòîðûå óäîáíî ðàñïîëîæèòü èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå, íà÷èíàÿ ñ êîýôôè-
öèåíòà ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ïî íàáîðó åãî êîýôôèöèåí-
òîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ââåäåííóþ íà óðîêå 3 ïðîöåäóðó fromdig.
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Èâàíîâ Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷,
ïðîôåññîð, äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ
íàóê è êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè è
èíôîðìàòèêè ÑÏáÃÓ.
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8. Ïîëîæèì 333 )2()1( ++++= kkkpk
.

Òàê êàê 33
1 )1()2( −−+=− − kkpp kk

, òî èç ïðîâåäåííîãî Maxima âû÷èñëåíèÿ ñëå-
äóåò, ÷òî ÷èñëà pk è pk�1 èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 9. Ïîñêîëüêó
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