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Ïîñîâ Èëüÿ Àëåêñàíäðîâè÷

ÐÀÇÁÎÐ ÇÀÄÀ×È «ËÀÇÅÐÍÎÅ ØÎÓ»

ÊÎÍÊÓÐCÀ ÊÈÎ-2010

Íà êîíêóðñå ÊÈÎ-2010 ó÷àñòíèêàì
áûëî ïðåäëîæåíî òðè çàäà÷è: «Ëàçåðíîå
øîó», «Ïðîæîðëèâûé òüþðìèò», «Ìàòå-
ìàòè÷åñêèé áèëüÿðä» (äëÿ ó÷àñòíèêîâ âòî-
ðîãî óðîâíÿ çàäà÷à íàçûâàëàñü «Áèëüÿðä-
íûé êîìïüþòåð»). Â îòëè÷èå îò äðóãèõ çà-
äà÷ êîíêóðñà, çàäà÷à «Ëàçåðíîå øîó»
áûëà ïðåäëîæåíà ó÷àñòíèêàì îáîèõ óðîâ-
íåé áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé. Ìû ïðè-
âåäåì óñëîâèå çàäà÷è, ðåçóëüòàòû ó÷àñò-
íèêîâ îáîèõ óðîâíåé, à ïîòîì îáñóäèì
ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû, ëåæàùèå â îñ-
íîâå äàííîé çàäà÷è.

Áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîóãîëüíèêîì â òàá-
ëèöå 17 íà 17 ëþáûå ÷åòûðå êëåòêè, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðÿìîóãîëü-
íèêà ñ âåðòèêàëüíûìè è ãîðèçîíòàëüíû-
ìè ñòîðîíàìè. Ó÷àñòíèêàì òðåáîâàëîñü
ðàñêðàñèòü â òàáëèöå 17 íà 17 êàê ìîæíî
áîëüøå êëåòîê òàê, ÷òîáû íå îáðàçîâà-
ëîñü íè îäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âåðøè-
íàìè îäíîãî öâåòà. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí

âíåøíèé âèä ïðîãðàììû, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðîé ó÷àñòíèêè ðåøàëè çàäà÷ó.

Íà ðèñóíêå ðàñêðàøåíû 248 êëåòîê
èç 289, íî ýòà ðàñêðàñêà íå ïîäõîäèò ïîä
óñëîâèå çàäà÷è, ïîòîìó ÷òî â íåé ìîæíî
íàéòè 2 îäíîöâåòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêà.
Ïðîãðàììà îáîçíà÷àåò ýòè ïðÿìîóãîëüíè-
êè êðàñíûì êîíòóðîì. Åñëè óáðàòü êëåò-
êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé îáîèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîëó÷èòñÿ ðàñêðàñêà èç
247 êëåòîê, ïîäõîäÿùàÿ ïîä óñëîâèå çà-
äà÷è. Ðàñêðàñèòü òàáëèöó ïîëíîñòüþ íå
óäàëîñü íè îäíîìó èç ó÷àñòíèêîâ, íî ñðå-
äè ðåøåíèé áûëî ìíîãî òàêèõ, êîòîðûå
ïðàêòè÷åñêè ê ýòîìó ïðèáëèçèëèñü. Íèæå
ïðèâåäåíû äâà ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ íå
õâàòàåò âñåãî ÷åòûðåõ êëåòîê, òî åñòü ðå-
çóëüòàò ó÷àñòíèêîâ ðàâåí 285.
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Ðèñ. 1. Âíåøíèé âèä ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

È âòîðîå:
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Â òàáë. 1 ñâåäåíà èíôîðìàöèÿ î ëó÷-
øèõ ðåøåíèÿõ ó÷àñòíèêîâ îáîèõ óðîâíåé.

ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È

Çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà ìàòåìàòèêîì
Âèëüÿìîì Ãàçàðõîì (William Gasarch). Îí
ïðåäëîæèë 289 $ òîìó, êòî ñóìååò íàéòè

ïîëíóþ ðàñêðàñêó äëÿ òàáëèöû 17×17
(ñì. êîëëåêòèâíûé áëîã, ïîñâÿùåí-
íîì ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé (http://
blog.computationalcomplexity.org/2009/11/
17x17-challenge-worth-28900-this-is-
not.html). Ïðè îáñóæäåíèè çàäà÷è â Èí-
òåðíåòå áûëî ïðåäëîæåíî ìíîãî âîçìîæ-
íûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ, íî ïîêà îíà
òàê è îñòàëàñü íåðåøåííîé. Íà ìîìåíò íà-
ïèñàíèÿ ýòîé ñòàòüè ëó÷øèì ðåçóëüòàòîì
îñòàåòñÿ ðåøåíèå, â êîòîðîì äî ïîëíîé
ðàñêðàñêè íå õâàòàåò âñåãî îäíîé êëåòêè:

Êîëè÷åñòâî 

êëåòîê 
Êîëè÷åñòâî 

ó÷àñòíèêîâ 
I óðîâíÿ 

Êîëè÷åñòâî 

ó÷àñòíèêîâ  
II óðîâíÿ 

285 1 1 

279–280 1 1 

276 1 8 

270–275 11 20 

265–269 42 37 

260–264 85 89 

Òàáë. 1
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Çàäà÷à ðàñêðàñèòü òàáëèöó 17 íà 17 â
÷åòûðå öâåòà âîçíèêëà ïðè ðåøåíèè áî-
ëåå îáùåé çàäà÷è. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ äîñêó
ðàçìåðà x íà y ìîæíî ðàñêðàñèòü â c öâå-
òîâ? Çäåñü, êàê è îáû÷íî, ìû ãîâîðèì
òîëüêî î òåõ ðàñêðàñêàõ, êîòîðûå íå ñî-
äåðæàò îäíîöâåòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ïåðåä òåì êàê ñôîðìóëèðîâàòü óòâåð-
æäåíèå ïðî ðàñêðàñêó â ïðîèçâîëüíîå
êîëè÷åñòâî öâåòîâ, äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ,
êàêèå òàáëèöû ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà
öâåòà. Äîêàæåì, ÷òî ðàñêðàñèòü òàáëèöó â
äâà öâåòà ìîæíî â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò íè îäíó èç
òàáëèö çàïðåùåííîãî ìíîæåñòâà {3×7,
5×5, 7×3}. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îäíà òàáëè-
öà ñîäåðæèò äðóãóþ, åñëè îíà íå ìåíüøå
åå îäíîâðåìåííî ïî îáîèì èçìåðåíèÿì.
×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, íåîáõîäè-
ìî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå òàáëèöû 3×7 è 5×5
ðàñêðàñèòü íåâîçìîæíî, à òàáëèöó 4×6 �
ìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ òàáëèöà ëèáî
ñîäåðæèò òàáëèöó èç çàïðåùåííîãî ìíî-
æåñòâà, è òîãäà îíà íå ìîæåò áûòü ðàñ-
êðàøåíà âìåñòå ñ íåé, ëèáî ñîäåðæèòñÿ â
òàáëèöå 4×6 èëè 6×4, òî åñòü ìîæåò áûòü
ðàñêðàøåíà.

Ïðîùå âñåãî ïðîâåðèòü, ÷òî 4×6 ðàñ-
êðàñèòü ìîæíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðè-
âåñòè ïðèìåð:

1 1 1 2 2 2
1 2 2 2 1 1
2 1 2 1 2 1
2 2 1 1 1 2

×òîáû ïîíÿòü, ÷òî ðàñêðàøåííîé òàá-
ëèöû 3 íà 7 íå ñóùåñòâóåò, ïðîâåäåì òà-
êîå ðàññóæäåíèå. Ðàçìåð ñòîëáöîâ ó òàá-
ëèöû íå÷åòåí, ïîýòîìó â êàæäîì ñòîëáöå
ëèáî áîëüøå êëåòîê ïåðâîãî öâåòà, ëèáî
âòîðîãî. Åñëè â ñòîëáöå áîëüøå êëåòîê
ïåðâîãî öâåòà, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåñü
ñòîëáåö èìååò öâåò 1, è íàîáîðîò. Òàê
êàê ñòîëáöîâ ðîâíî ñåìü, îáÿçàòåëüíî íàé-
äóòñÿ ÷åòûðå ñòîëáöà îäíîãî öâåòà. Ïóñòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî öâåò 1. Ñòîëáöû
öâåòà 1 ìîæíî ïåðå÷èñëèòü, ýòî: 112, 121,
211 è 111. Èòàê, ìû èìååì ÷åòûðå ñòîëá-
öà è ÷åòûðå âîçìîæíûõ âàðèàíòà, êîòî-
ðûìè îíè ìîãóò áûòü. Çíà÷èò, ëèáî äâà
ñòîëáöà â òàáëèöå ñîâïàäàþò, ÷òî ñðàçó
îçíà÷àåò íàëè÷èå îäíîöâåòíîãî ïðÿìîó-
ãîëüíèêà, ëèáî â òàáëèöå èñïîëüçóþòñÿ âñå
÷åòûðå ïðèâåäåííûõ ñòîëáöà, íî òîãäà
ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îáðàçóåòñÿ ïðÿìîóãîëü-
íèê ñ äâóìÿ âåðøèíàìè íà ñòîëáöå 111.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî òàáëèöó 5 íà 5
ðàñêðàñèòü íåâîçìîæíî, â êà÷åñòâå ïåð-
âîãî øàãà ñäåëàåì ñëåäóþùåå: ðàññìîò-
ðèì ïåðâûé ñòîëáåö, îí ñîäåðæèò ïÿòü
êëåòîê, ïîýòîìó õîòÿ áû òðè èç íèõ èìå-
þò îäèí öâåò. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ
ìû ïðåäëàãàåì ïðîäåëàòü ÷èòàòåëþ, íåîá-
õîäèìî ðàññìîòðåòü òîëüêî òðè ñòðîêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå íàéäåííûì òðåì êëåòêàì
îäíîãî öâåòà.

Èòàê, òàáëèöà ìîæåò áûòü ðàñêðàøå-
íà â äâà öâåòà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè îíà íå ñîäåðæèò òàáëèöó èç çàïðå-
ùåííîãî ìíîæåñòâà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
êîíå÷íûå çàïðåùåííûå ìíîæåñòâà ñóùå-
ñòâóþò äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà öâåòîâ.
Íàïðèìåð, äëÿ òðåõ öâåòîâ ìíîæåñòâî
âûãëÿäèò òàê: {19×4, 16×5, 13×7, 11×10,
10×11, 7×13, 5×16, 4×19}. Äîêàçàòåëü-
ñòâî òàêîãî óòâåðæäåíèÿ òðåáóåò ðàçáîðà
îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà ñëó÷àåâ, íàïðè-
ìåð, äëÿ êàæäîé èç òàáëèö ìíîæåñòâà íå-
îáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ðàñêðàñèòü åå íå-
âîçìîæíî (ïîïðîáóéòå ïðîäåëàòü ýòî, íà-
ïðèìåð, äëÿ òàáëèöû 4×19). Êðîìå ýòî-
ãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïåðå÷èñëåíû âñå
ýëåìåíòû çàïðåùàþùåãî ìíîæåñòâà, íå-
îáõîäèìî ïðèâåñòè ðàñêðàñêè äëÿ ðÿäà
äðóãèõ òàáëèö, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äëÿ
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ñëó÷àÿ äâóõ öâåòîâ ìû ðàñêðàøèâàëè òàá-
ëèöó 4×6.

Çàïðåùàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ ñëó÷àÿ
÷åòûðåõ öâåòîâ åùå íåèçâåñòíî. Îíî îä-
íîçíà÷íî ñîäåðæèò òàáëèöû {41×5, 31×6,
29×7, 25×9, 23×10, 10×23, 9×25, 7×29,
6×31, 5×41}, íî ýòîò ñïèñîê íå ïîëîí.
Ðàçáîð ñëó÷àÿ 17×17, êîòîðûé áûë ïðåä-
ëîæåí íà êîíêóðñå,  ÿâëÿåòñÿ øàãîì ê
îïðåäåëåíèþ çàïðåùàþùåãî ìíîæåñòâà
äëÿ ÷åòûðåõ öâåòîâ. Àâòîð çàäà÷è âûðà-
æàåò óâåðåííîñòü, ÷òî òàêàÿ ðàñêðàñêà ñó-
ùåñòâóåò. Áîëåå òîãî, âîçìîæíî, ðàñêðàñ-
êå ïîääàåòñÿ äàæå òàáëèöà 18×18, îáðàò-
íîå äëÿ íåå ïîêà íå äîêàçàíî. Îïðåäå-
ëåííîñòü åñòü òîëüêî äëÿ êâàäðàòà 19×19,
êîòîðûé ðàñêðàñèòü íåâîçìîæíî.

Êàê îáñòîèò äåëî ñ áîëüøèì êîëè÷å-
ñòâîì öâåòîâ? Êàê áûëî ñêàçàíî, çàïðå-
ùàþùåå ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò äëÿ ëþ-
áîãî êîëè÷åñòâà öâåòîâ c. Ðàçìåð ýòîãî

ìíîæåñòâà íå ìåíåå 2 ñ  è íå áîëåå 2c2.
Ìîæåò áûòü ïîñòàâëåí âîïðîñ: êàêîãî ðàç-
ìåðà òàáëèöû ïîïàäàþò â ýòî ìíîæåñòâî?
Óæå äëÿ ÷åòûðåõ öâåòîâ âñòðå÷àþòñÿ äëèí-
íûå òàáëèöû, ðàçìåðà 5×41. Òàê êàê çàï-
ðåùàþùåå ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò, î÷åâèä-
íî, ÷òî ìîæíî íàéòè êâàäðàò äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî ðàçìåðà, êîòîðûé íåâîçìîæíî
ðàñêðàñèòü â c öâåòîâ. Íî îöåíèòü ðàçìåð
òàêîãî êâàäðàòà îêàçûâàåòñÿ íåëåãêî. Ëó÷-
øèå èçâåñòíûå îöåíêè íà äëèíó ñòîðîíû
êâàäðàòà ðàñòóò î÷åíü áûñòðî ïðè óâåëè-
÷åíèè c (èñïîëüçóåòñÿ äâîéíîå âîçâåäå-
íèå â ñòåïåíü).

Ìîæíî ëè ðåøèòü çàäà÷ó ïðî òàáëèöó
17×17, ïåðåáèðàÿ âîçìîæíûå ðàñêðàñêè
íà êîìïüþòåðå? Ðàñêðàñîê î÷åíü ìíîãî,
ýòî 4289, êîëè÷åñòâî óìåíüøàåòñÿ íåçíà-
÷èòåëüíî, åñëè íå ïåðåáèðàòü ñèììåòðè÷-
íûå òàáëèöû èëè òàáëèöû, îòëè÷àþùèåñÿ
ïåðåñòàíîâêîé öâåòîâ. Ñ ïîìîùüþ êîì-
ïüþòåðà áûëè íàéäåíû ðàñêðàñêè äëÿ êâàä-
ðàòîâ ðàçìåðà 16×16 è ìåíüøå, à âîò äëÿ
êâàäðàòà 17×17 ýòîãî ïîêà ñäåëàòü íå óäà-
ëîñü. Äëÿ íåáîëüøèõ êâàäðàòîâ ðàáîòà-
åò äàæå òàêîé íåñëîæíûé àëãîðèòì, êàê
ñîçäàíèå ñëó÷àéíûõ ðàñêðàñîê è ïîñëå-
äóþùàÿ ïðîâåðêà, íå ïîäõîäèò ëè îíà
ïîä óñëîâèå. Äëÿ ñëó÷àÿ 17×17 âåðîÿò-

íîñòü ñëó÷àéíî ïîëó÷èòü äîïóñòèìóþ ðàñ-
êðàñêó î÷åíü ìàëà. Äàâàéòå îöåíèì, ñêîëü-
êî â ñðåäíåì îáðàçóåòñÿ îäíîöâåòíûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ, åñëè ðàñêðàñèòü êâàäðàò
ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ìû ïðèâåäåì êîðîò-
êèå èíòóèòèâíûå âû÷èñëåíèÿ, ïðè æåëà-
íèè ÷èòàòåëü ìîæåò ðàçîáðàòüñÿ, ïî÷åìó
ýòè âû÷èñëåíèÿ äåéñòâèòåëüíî äàþò ïðà-
âèëüíûé îòâåò. Âñåãî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íå
îáÿçàòåëüíî îäíîöâåòíûõ, â òàáëèöå
17×17 íàõîäèòñÿ Ñ 2

17· Ñ 2
17 = 17·17·16·16 / 4.

Êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ïðè ñëó÷àéíîé
ðàñêðàñêå áóäåò îäíîöâåòíûì ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 4 / 44 (òàê êàê êàæäàÿ èç 4 âåð-
øèí ìîæåò áûòü ðàñêðàøåíà 4 êðàñêà-
ìè, à ÷èñëî îäíîöâåòíûõ ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ ðàâíî ÷èñëó öâåòîâ � 4). Òàêèì îá-
ðàçîì, â ñðåäíåì ïîñëå óìíîæåíèÿ ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ðàñêðàñêà èìååò
17·17·16·16 / 44 = 289 îäíîöâåòíûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ.

Âåðíåìñÿ ê îáùåé çàäà÷å, êàê îïðå-
äåëèòü, ìîæíî ëè ðàñêðàñèòü òàáëèöó çà-
äàííîãî ðàçìåðà â çàäàííîå êîëè÷åñòâî
öâåòîâ. Êàêîìó êëàññó ñëîæíîñòè ïðèíàä-
ëåæèò ýòà çàäà÷à? Ïðè ôèêñèðîâàííîì
êîëè÷åñòâå öâåòîâ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü
ýôôåêòèâíî, íåîáõîäèìî âçÿòü çàïðåùà-
þùåå ìíîæåñòâî äëÿ ýòîãî êîëè÷åñòâà
öâåòîâ (îíî ñóùåñòâóåò è èìååò ðàçìåð
íå áîëüøå c2) è ïðîâåðèòü, íå ñîäåðæèòñÿ
ëè êàêàÿ-òî òàáëèöà èç ìíîæåñòâà â ïðî-
âåðÿåìîé òàáëèöå. Òðàòèòü âû÷èñëèòåëü-
íûå ðåñóðñû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà
íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê ñ ôèêñèðîâàíî, ýòî
ìíîæåñòâî ìîæíî çàðàíåå çàïèñàòü â àë-
ãîðèòì. Åñëè êîëè÷åñòâî öâåòîâ íå ôèê-
ñèðîâàíî, òî çàäà÷ó âðÿä ëè ìîæíî ðå-
øèòü ýôôåêòèâíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çà-
äà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, ïîòîìó ÷òî
ìû ìîæåì ëåãêî ïðîâåðèòü ðàñêðàñêó íà
ïðàâèëüíîñòü, åñëè îíà äàíà. Àâòîð çàäà-
÷è ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåò-
ñÿ NP-ïîëíîé, äðóãèìè ñëîâàìè çàäà÷à
ïðèíàäëåæèò NP, ñêîðåå âñåãî íå ðåøà-
åòñÿ ïîëèíîìèàëüíî è íå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîë-
íîé. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à, ñêîðåå
âñåãî, ÿâëÿåòñÿ NP-ïðîìåæóòî÷íîé. Èçâå-
ñòíî, ÷òî åñëè P ≠ NP, òî òàêèå ïðîìåæó-
òî÷íûå çàäà÷è ñóùåñòâóþò. Ïðèìåð ïðî-
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ìåæóòî÷íîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðèâåäåí,
íî îí ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâåííûì è èíòåðåñ-
íûì òîëüêî äëÿ òåîðèè. «Æèçíåííûå» NP-
ïðîìåæóòî÷íûå çàäà÷è äîñòîâåðíî íå èç-
âåñòíû. Ñåé÷àñ ìû ïðèâåëè ïðèìåð çàäà-
÷è, êîòîðàÿ, âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ NP-ïðî-
ìåæóòî÷íîé. Äðóãèìè èçâåñòíûìè çàäà÷à-
ìè, êîòîðûå, ñêîðåå âñåãî, òàêîâû, ÿâëÿ-
þòñÿ çàäà÷è îá èçîìîðôèçìå ãðàôîâ (ìîæ-
íî ëè ñîïîñòàâèòü âåðøèíû äâóõ ãðàôîâ
òàê, ÷òîáû ãðàôû ñîâïàëè), ðàçëîæåíèè
÷èñëà íà ìíîæèòåëè (ñóùåñòâóåò ëè ó ÷èñëà
ìíîæèòåëü, ìåíüøèé çàäàííîãî ÷èñëà),
ïîèñê äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà (â êàêóþ

ñòåïåíü íàäî âîçâåñòè ÷èñëî x, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü ÷èñëî y ïî ìîäóëþ n).

Ïîâòîðèì, ÷òî íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ
ñòàòüè ðåøåíèÿ ó çàäà÷è 17×17 åùå íå
áûëî. Åñëè âû ñóìååòå íàéòè ðàñêðàñêó,
ïîøëèòå åå àâòîðó çàäà÷è, íàéäÿ åãî êî-
îðäèíàòû ïî ïðèâåäåííîé âûøå ññûëêå.
Ïðèç â 289 $ äî ñèõ ïîð íå îòìåíåí. Ïî
îïðåäåëåííûì ïðè÷èíàì àâòîð ïðåäëàãà-
åò ïðèç òîëüêî òåì, êòî ñóìååò ïðèâåñòè
ïðèìåð ðàñêðàñêè, íî âñå ðàâíî áóäåò ðàä,
åñëè âû ñóìååòå äîêàçàòü, ÷òî òàêîé ðàñ-
êðàñêè íå ñóùåñòâóåò.


