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Èâàíîâ Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷

MAXIMA Â ÎÁÓ×ÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ Â ØÊÎËÅ.

ÓÐÎÊ 4. ÀËÃÅÁÐÀ Ñ MAXIMA

ÎÒÊÐÛÒÎÅ ÏÎ Â ØÊÎËÅ

Ïðèíöèï, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ìà-
òåðèàë ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ýòîé è ñëå-
äóþùåé ñòàòüåé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî: ê ìà-
òåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó îòíîñÿòñÿ çàäà÷è,
â ôîðìóëèðîâêàõ èëè ðåøåíèÿõ êîòîðûõ
èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ è ìåòîäû «âûñøåé
ìàòåìàòèêè», òàêèå êàê: ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè è èõ ïðåäåëû, íåïðåðûâíîñòü ôóí-
êöèé è èõ ïðåäåëû, äèôôåðåíöèðîâàíèå
è èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé. Õîòÿ ïî ñó-
ùåñòâó ãðàôèê ôóíêöèè åñòü ïîíÿòèå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îäíàêî â ñâÿçè ñ
òåì, ÷òî ó÷àùèåñÿ çíàêîìÿòñÿ ñ ãðàôèêà-
ìè ïðîñòåéøèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â
êóðñå àëãåáðû, ïðèìåðû çàäà÷, â ðåøå-
íèÿõ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ãðàôèêè ëè-
íåéíîé, êâàäðàòè÷íîé è äðîáíî-ëèíåéíîé
ôóíêöèé, áóäóò ïðèâåäåíû â ýòîé ñòàòüå.

Àâòîðó íåîäíîêðàòíî ïðèõîäèëîñü
óáåæäàòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ââîäèò
ó÷àùèõñÿ â, îáðàçíî ãîâîðÿ, «øîêîâîå»
ñîñòîÿíèå: îíè ñìîòðÿò íà äàííîå óðàâ-
íåíèå è ñîâåðøåííî íå ïðåäñòàâëÿþò, êàê
ê íåìó ïîäñòóïèòüñÿ. Êîìïüþòåð ìîæåò
îêàçàòü èì ïðåæäå âñåãî ïñèõîëîãè÷åñ-
êóþ ïîääåðæêó.

Çàäà÷à 1. Îïðåäåëèòå (â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a) êîëè-
÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

axxx =−− }}23;min{;52max{ .

Ðåøàòü ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ
Maxima «íå óìååò», îäíàêî íàì
è íå íàäî èñêàòü åãî ðåøåíèÿ.
Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

axf =)( . Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÷èñëî ðå-
øåíèé òàêîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ÷èñ-
ëîì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà )(xfy =
ñ ïðÿìîé ay =  (ïàðàëëåëüíîé îñè àáñ-
öèññ). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ, çàäàâàåìóþ
ëåâîé ÷àñòüþ äàííîãî óðàâíåíèÿ, è ïî-
ïðîñèì Maxima èçîáðàçèòü åå ãðàôèê
(ðèñ. 1).

Îòâåò òåïåðü î÷åâèäåí: ïðè )1;1(−∈a
óðàâíåíèå èìååò òðè ðåøåíèÿ, ïðè 1±=a  �
äâà, ïðè 1>a  óðàâíåíèå èìååò îäíî ðå-
øåíèå. Íî ãëàâíîå ñåé÷àñ � ýòî íå îòâåò,
à òî, êàê âûãëÿäèò ãðàôèê äàííîé íàì
«ñòðàííîé» ôóíêöèè. Âèäíî, ÷òî îí ñî-
ñòîèò èç ÷àñòåé ïðÿìûõ y = x, y = 3 � 2x è
y = 2x � 5. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, êàê æå
îí ïîëó÷àåòñÿ, ñòîèò ñíà÷àëà ïîñìîòðåòü
íà ãðàôèê áîëåå ïðîñòîé ôóíêöèè

}23;min{ xxy −=  (ðèñ. 2).
Åñëè ðÿäîì ñ ýòèì ãðàôèêîì íàðèñî-

âàòü êàðòèíêó, íà êîòîðîé èçîáðàæåíû
ïðÿìûå y = x è y = 3 � 2x, òî ñòàíåò ÿñíî,
÷òî ïðàâåå (òàê æå, êàê è ëåâåå) òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ âçÿò íèæíèé èç ëó-
÷åé, íà êîòîðûå ýòà òî÷êà ðàçáèâàåò êàæ-
äóþ èç äâóõ ïðÿìûõ. Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî

ïðîâåñòè íåïîñðåäñòâåííîå èññëåäî-
âàíèå. Èìåííî, òàê êàê xx 23−≤  ïðè

1≤x , òî xxxy =−= }23;min{  ïðè
1≤x  è y = 3 � 2x ïðè 1≥x . Òåïåðü

äîáàâèì ê ïîëó÷åííîé êàðòèíêå ãðà-
ôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè y = 2x � 5
(ðèñ. 3).
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Ðèñ. 2

Ìû ïîëó÷èì èñêîìûé ãðàôèê

}}23;min{;52max{ xxxy −−= , âçÿâ òó
÷àñòü «ïåðâîãî» ãðàôèêà, êîòîðàÿ ëå-
æèò âûøå ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè
«âòîðîãî» ãðàôèêà, è òó ÷àñòü «âòî-
ðîãî» ãðàôèêà, ÷òî ëåæèò âûøå ñî-

îòâåòñòâóþùåé ÷àñòè «ïåð-
âîãî» ãðàôèêà (ñì. ðèñ. 3).

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà
òî, ÷òî óñïåõ â ðåøåíèè
çàäà÷è áûë ñâÿçàí ñ ïåðå-
õîäîì íà ãåîìåòðè÷åñêèé

Ðèñ. 1
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Ðèñ. 3

ÿçûê, ïîñëå êîòîðîãî çàäà÷ó ñìîã ðåøèòü
äàæå êîìïüþòåð. Îäíèì èç êà÷åñòâ, êî-
òîðîå íàäî âîñïèòûâàòü â ñòàðøèõ êëàñ-
ñàõ øêîëû è, òåì áîëåå, â âóçå, êàê ïè-
øóò â ñâîåé ñòàòüå «Î òåíäåíöèÿõ è ïåð-
ñïåêòèâàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ»
Ë.Ä. Êóäðÿâöåâ, À.È. Êèðèëëîâ è äð., ÿâ-
ëÿåòñÿ «óìåíèå ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàòü
çàäà÷ó, êîòîðóþ ïîðó÷àåòñÿ âûïîëíèòü
êîìïüþòåðó».

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÿâëÿåò ñîáîé ïðè-
ìåð èñïîëüçîâàíèÿ ñõîæåé ìåòîäè÷åñêîé
èäåè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî (êàê âû äàëåå
óâèäèòå) åå ðåøåíèå íåòðóäíî ïîëó÷èòü è
áåç êîìïüþòåðà, ðåäêî êòî èç ó÷àùèõñÿ
âîçüìåòñÿ åãî ïðîâåñòè, à åñëè è âîçüìåò-
ñÿ, òî âðÿä ëè ïðîâåäåò áåç îøèáîê. Ïðè-
÷èíà â òîì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðíîãî
îòâåòà «áåç êàðòèíêè» íåîáõîäèìà òî÷-
íîñòü ðàññóæäåíèé, ïîäêðåïëåííàÿ òåõíè-
êîé ïðåîáðàçîâàíèé. Íàêîíåö, âñå ïðî-
âåäåííîå ðàññóæäåíèå íàäî åùå ïåðåíåñ-
òè «íà áóìàãó».

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

xaax )2(26 +−=−  èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì îáîáùåíè-
åì èäåè ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è: êî-
ëè÷åñòâî (ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè a) ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ 0),( =axf  ñîâïàäàåò ñ ÷èñ-

ëîì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé, çàäàííîé
óðàâíåíèåì 0),( =yxf , ñ ïðÿìîé y = a. Ê
ñîæàëåíèþ, âðÿä ëè êòî-íèáóäü èç ðåáÿò
ñìîæåò âåðíî èçîáðàçèòü êðèâóþ, çàäàí-
íóþ óðàâíåíèåì 02)2(6 =−++− xyxy .
Ïîïðîñèì ñäåëàòü ýòî êîìïüþòåð, à äà-
ëåå, èìåÿ êàðòèíêó ïåðåä ãëàçàìè, ïðîâå-
äåì íåçàâèñèìîå ïîñòðîåíèå (ðèñ. 4).

Îòâåò â çàäà÷å áóäåò ÿñåí, åñëè ìû ïîé-
ìåì, ÷òî çà êðèâàÿ ñîñòàâëÿåò ÷àñòü èçîá-
ðàæåííîãî íà ðèñóíêå ìíîæåñòâà. Äîãà-
äàòüñÿ íåòðóäíî: ïðè 6≥xy  ýòî ìíîæåñòâî
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 822 =+ xxy , èëè

14 −= xy , òàêèì îáðàçîì, îíî ÿâëÿåòñÿ
òîé ÷àñòüþ ãèïåðáîëû 14 −= xy , êîòîðàÿ
ëåæèò â ìíîæåñòâå, çàäàííîì íåðàâåíñòâîì

6≥xy . Ýòà ÷àñòü çàäàåòñÿ íåðàâåíñò-
âîì 6)14( ≥−xx , èëè 64 ≥− x , îòêóäà

2−≤x . Çíà÷èò, íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà òà
÷àñòü ãèïåðáîëû 14 −= xy , àáñöèññû òî-
÷åê êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

2−≤x . Åñëè 6≤xy , òî ìû ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå x = �2, îïÿòü-òàêè, â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî 6)2( ≤− y , èëè 3−≥y .

Àâòîð äîëæåí ïðèçíàòüñÿ,
÷òî îí òàê è ðåøàë ýòó çàäà÷ó.
Ðîëü êîìïüþòåðà, îïÿòü-òàêè,
ïðåæäå âñåãî � ïñèõîëîãè÷åñ-
êàÿ, êàðòèíêà ïîêàçàëà íàì, ÷òî
çàäà÷ó íå òàê óæ è òðóäíî ðå-
øèòü!
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Ðèñ. 5

Ðèñ. 4

Maxima (â îòëè÷èå îò Mathematica) íå
óìååò ðåøàòü óðàâíåíèÿ, â çàïèñè êîòî-
ðûõ ïðèñóòñòâóåò ìîäóëü íåêîòîðûõ âû-
ðàæåíèé. Ïîïðîñèì åå ðåøèòü óðàâíåíèå

121 −=− xx .

Âñå, ÷òî ìû óâèäåëè � ýòî ìàëîîñìûñ-
ëåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äàííîãî óðàâíå-
íèÿ. Áåçóñëîâíî, ýòî ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàò-
êîì ðàññìàòðèâàåìîãî ïàêåòà, îäíàêî, ñ
òî÷êè çðåíèÿ åãî èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ îáó-

÷åíèÿ ìàòåìàòèêå, ýòî, íàîáîðîò � åãî äî-
ñòîèíñòâî.

Â ãëàâå 1 êíèãè [2] àâòîð ïèñàë, ÷òî
«ïî-íàñòîÿùåìó ìîæíî ïðîâåðèòü, ïîíÿ-
òåí ëè ìåòîä (ðàññóæäåíèÿ), íà ïðèìåðå
ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè». Åñëè ïîä
ðóêàìè åñòü êîìïüþòåð, òî ìîæíî ïðîâå-
ðèòü ïîíèìàíèå ìåòîäà, ïðåäëîæèâ íàïè-
ñàòü ïðîãðàììó, åãî ðåàëèçóþùóþ.

Çàäà÷à 3. Íàïèøèòå íà ÿçûêå ïàêåòà
Maxima ïðîãðàììó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
âèäà )()( xgxf = , ãäå )(xf  è )(xg  � íåêî-
òîðûå ðàöèîíàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå âûðà-
æåíèÿ.
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Ðèñ. 6

Ñóùåñòâóþò äâà ñòàíäàðòíûõ âàðèàí-
òà ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé. Ìîæíî
«ðàñêðûòü ìîäóëü», ðàññìîòðåâ äâà ñëó÷àÿ:

0)( ≥xf  è 0)( ≤xf . Åñòü äðóãîé âàðèàíò �
ââåñòè óñëîâèå 0)( ≥xg . Ìû ïîéäåì âòî-
ðûì ïóòåì (ñì. ðèñ. 5).

Îáúÿñíèì ñìûñë îïåðàòîðà subst(a,x).
Äåëî â òîì, ÷òî, êàê âû óæå ìîãëè çàìåòèòü,
çíà÷åíèåì îïåðàòîðà solve ÿâëÿåòñÿ íå ñïè-
ñîê ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ,
à ñïèñîê, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
«ðàâåíñòâà» âèäà x = xi. Ïîýòîìó äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîëó÷èòü ñîáñòâåííî çíà÷åíèå xi, íàì
íàäî îñóùåñòâèòü ïîäñòàíîâêó x = xi.

Çíà÷åíèåì îïåðàòîðà
subst(a,b,t) ÿâëÿåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïîäñòàíîâêè a âìå-
ñòî b â âûðàæåíèå t. Ïðè
ýòîì äàííûé îïåðàòîð ìî-
æåò èìåòü ñèíòàêñè÷åñêóþ
ôîðìó subst(b=a,t).

Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíè-
åì îïåðàòîðà, ê ïðèìåðó, subst(x=1,x) è
áóäåò ÷èñëî 1.

Êîíå÷íî, Maxima ëåãêî ïðîäåìîíñò-
ðèðóåò íàì ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
ýòîé çàäà÷è (ñì. ðèñ. 6).

Çàäà÷è «ñ ìîäóëÿìè» ñëîæíû äëÿ ó÷à-
ùèõñÿ òåì, ÷òî ïðè èõ ðåøåíèè âñåãäà íàäî
ïðîâîäèòü ðàññóæäåíèÿ. Î÷åíü îïàñåí ñ
òî÷êè çðåíèÿ îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå, òàê
ñêàçàòü, «ðåöåïòóðíûé» ïîäõîä, ïðè êîòî-

ðîì ââîäÿòñÿ îïðåäåëåííûå òèïû óðàâíå-
íèé (íåðàâåíñòâ), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
óêàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûé ìåòîä èõ ðåøå-
íèÿ. Ðàçóìíåå, âìåñòî ýòîãî, íà ïåðâûõ ïî-
ðàõ èñïîëüçîâàòü êîìïüþòåð, äëÿ òîãî ÷òî-
áû ïðèâîäèòü ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà çàäà÷à ñòàíåò
ÿð÷å è èíòåðåñíåå äëÿ ó÷àùèõñÿ, åñëè «àâ-
òîìàòèçèðîâàòü» âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäè-
ìûå äëÿ åå ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà
a1,  a2, ... îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ, à ÷èñëà b1,  b2, ... � ãåîìåòðè÷åñ-
êóþ. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñ-
êîé ïðîãðåññèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî a5 = b5,
a6 = b6, a7 + b4 = 8 è ñóììà ïåðâûõ äåñÿòè
÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà 30.

Ïåðâûé øàã ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ñâåñòè äàííóþ çàäà÷ó ê ðåøåíèþ
íåêîòîðîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äëÿ ïðî-
ñòîòû ïîëîæèì a1 = a, è b1 = b, êàê îáû÷-
íî, ÷åðåç d è q îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî,
ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè è çíà-
ìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Â ðå-
çóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó













=+
=++

=+

=+

.692

,86

,5

,4

3

5

4

da

qbda

qbda

qbda
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Ñëåäóþùèé øàã � ÷èñòî òåõíè÷åñêèé,
èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íàäî íàéòè âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé a. Òåì íå
ìåíåå, ó ó÷àùèõñÿ îí ìîæåò âûçâàòü ñåðü-
åçíûå çàòðóäíåíèÿ (ïðè ýòîì íåâåëèêà âå-
ðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ âåðíîãî îòâåòà), â
èòîãå îíè ïîòðàòÿò ïîíàïðàñíó ìíîãî âðå-
ìåíè. Ðàáîòà áóäåò áîëåå ïðîäóêòèâíîé,
åñëè ïåðåä ãëàçàìè ó íèõ áóäåò îòâåò. Îïÿòü-
òàêè, óâåðåííîñòü â «õîðîøåì» îòâåòå áó-
äåò ñòèìóëèðîâàòü ðåøåíèå (ðèñ. 7).

Åùå áîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ çàäà÷à (ïðåäëàãàâøàÿñÿ â 1997
ãîäó íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ â
ÑÏáÃÓ).

Çàäà÷à 5. Äâîå ðàáî÷èõ, âûïîëíèâ ïî-
ëîâèíó çàäàíèÿ, óâåëè÷èëè ñâîè ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè, îäèí íà 20 %, à äðóãîé � íà
16 %. Â ðåçóëüòàòå âòîðàÿ ïîëîâèíà çà-
äàíèÿ áûëà âûïîëíåíà èìè íà îäèí äåíü
áûñòðåå, ÷åì ïåðâàÿ. Óëîæèëèñü ëè ðàáî-
÷èå ñ âûïîëíåíèåì çàäàíèÿ â äâóõíåäåëü-
íûé ñðîê?

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x è y ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè òðóäà ðàáî÷èõ, à ÷åðåç t âðåìÿ, çàò-
ðà÷åííîå èìè íà âûïîëíåíèå ïåðâîé ïî-
ëîâèíû çàäàíèÿ. Èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
ïðè ðàáîòå íàä âòîðîé ïîëîâèíîé çàäàíèÿ
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 56x  è 2529y .
Ïîñêîëüêó ýòó ðàáîòó îíè âûïîëíèëè çà

1−t  äíåé, òî ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå,





=+−
=+

.21)252956()1(

,21)(

yxt

yxt

Ðåøèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííûõ x è y (ñì. ðèñ. 8).

Êîíå÷íî, âû÷èñëåíèÿ
ìîæíî ïðîâåñòè «íà áóìà-
ãå», íî óæ ñëèøêîì îíè,
ñ îäíîé ñòîðîíû, ðóòèí-
íûå, à ñ äðóãîé � óòîìè-
òåëüíûå.

×òî æå ìû ïîëó÷èëè â
ðåçóëüòàòå? Îáðàòèòå âíè-
ìàíèå, ÷òî ïî ñàìîìó
ñìûñëó çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòåé ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Çíà÷èò,

294 <t  è 6>t . Ïîñêîëüêó âñÿ ðàáîòà áûëà
ñäåëàíà çà 12 −t  äíåé, òî íà íåå ïîòðåáî-
âàëîñü íå ìåíåå 11 äíåé è íå áîëåå 13,5
äíåé. Çíà÷èò, â äâóõíåäåëüíûé ñðîê ðà-
áî÷èå óëîæèëèñü.

Ðåøåíèå çàäà÷è 1 óðîêà 2 ÿâëÿåò ñî-
áîé õîðîøèé ïðèìåð òîãî, êàê ñëåäóåò
ïðèìåíÿòü ïàêåòû ñèìâîëüíûõ âû÷èñëå-
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Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 9

Çàäà÷à 7. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè

ìíîãî÷ëåí 333 )()()( xzzyyx −+−+−  è
îáúÿñíèòå ïîëó÷åííûé îòâåò.

Êîíå÷íî, ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî
«ðàñêðûòü ñêîáêè», ïîñëå ÷åãî íàäî áó-
äåò «ïðàâèëüíûì îáðàçîì» ñãðóïïèðîâàòü
îäíî÷ëåíû. Îäíàêî äëÿ òîãî ÷òîáû óâè-
äåòü ñïîñîá ãðóïïèðîâêè, õîðîøî áû çíàòü
îòâåò (ñì. ðèñ. 10).

Îòâåò ïîëó÷åí, îí ïðîñò, ïîñëå ÷åãî
áóäåò íåòðóäíî ïðîâåñòè âñå âû÷èñëåíèÿ
«íà áóìàãå». Ïîñìîòðèì âîò åùå íà ÷òî.
Îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x ïåðåä íàìè
êâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí. Çàïèøåì åãî â
ñòàíäàðòíîì âèäå, âîñïîëüçîâàâøèñü åùå
îäíèì îïåðàòîðîì ïàêåòà Maxima (ñì.
ðèñ. 11).

Îïåðàòîð facsum(t,x) çàïèøåò âû-
ðàæåíèå t ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé x è
ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî ïðîèçâåäåò ðàç-
ëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ïîëó÷åííûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ.

Îïåðàòîð collectterms(t,x) ïðîèç-
âåäåò ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ îòíî-
ñèòåëüíî ñòåïåíåé ïåðåìåííîé x.

 Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî äàííîå
íàì âûðàæåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â

íèé ïðè îáó÷åíèè ñîáñòâåííî àëãåáðå.
Ïðîäîëæèì íà÷àòóþ ïðè åå ðåøåíèè òåìó.

Çàäà÷à 6. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå

 ))((

)(

))((

)(

))((

)( 222

bcac

cxab

abcb

bxca

caba

axbc

−−
−+

−−
−+

−−
−

è îáúÿñíèòå ïîëó÷åííûé îòâåò.

Ïîñìîòðèì ñíà÷àëà íà îòâåò (ðèñ. 9).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óáåäèòü-

ñÿ â òîì, ÷òî ïðè x, ðàâíîì a, b è c, äàí-
íîå âûðàæåíèå ðàâíî, ñîîòâåòñòâåííî, a2,
b2 è c2. Ïðè ïîäñòàíîâêå ïîëó÷àåì âûðà-
æåíèå

2
22)()(

a
bc

abcbaabcca

bc

caab

bc

baca =
−

+−−=
−

−−
−
−

,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Ïðè ïîäñòàíîâêå äâóõ
äðóãèõ çíà÷åíèé âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû.
Êñòàòè, ïðîâåäèòå ýòè âû÷èñëåíèÿ íà êîì-
ïüþòåðå.

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ñ ìåòîäè÷åñ-
êîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëåçíåå ôîðìóëèðî-
âàòü îòêðûòûå çàäàíèÿ, íå ãîâîðÿ � «äî-
êàæèòå òîæäåñòâî», åñëè â ðàñïîðÿæåíèè
ó÷àùèõñÿ åñòü ñðåäñòâî, êîòîðîå ïîçâî-
ëèò èì ïîëó÷èòü êðàñèâóþ ôîðìóëó ñàìî-
ñòîÿòåëüíî.
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Ðèñ. 13

Ðèñ. 12

âèäå )( )()(3 2 yzzyxxyz ++−− . Ñòîÿùèé

â ñêîáêàõ êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí èìååò ñâî-
èìè êîðíÿìè ÷èñëà y è z, à ïîòîìó ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ))(( zxyx −− . Òî, ÷òî
êîðíÿìè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà y è z � î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîäñòà-
âèâ, ê ïðèìåðó, y âìåñòî x, ìû ïîëó÷èì
òîæäåñòâåííî ðàâíîå íóëþ âûðàæåíèå

33 )()( yzzy −+− . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàí-

íûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí íóëþ ïðè y = z,
çíà÷èò, îí äåëèòñÿ è íà y � z. Âñå, ÷òî
îñòàíåòñÿ ñäåëàòü, òàê ýòî íàéòè ÷èñëî-
âîé êîýôôèöèåíò ïðè ïðîèçâåäåíèè

))()(( xzzyyx −−− .

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå êâàäðàòíûé òðåõ-
÷ëåí, ãðàôèê êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-
êè Mi (xi, yi), i = 1, 2, 3.

Íå áóäåì ñ÷èòàòü «ðóêàìè». Óäîáíî
ââåñòè ïåðåìåííûå x1, x2, x3, ÷òî äåëàåò-

ñÿ ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà concat (ñì. ðèñ.
12).

Îïåðàòîð concat(a,b) îñóùåñòâëÿåò
ñëèÿíèå ñèìâîëüíûõ ñòðîê a è b.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì ïåðåìåí-
íûå y1, y2, y3. Ñîñòàâèì ñèñòåìó äëÿ ïîèñ-
êà êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëå-
íà è ðåøèì åå (ðèñ. 13).

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà íàéäåííûå çíà-
÷åíèÿ a, b è c êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷-
íîé ôóíêöèè (ðèñ. 14).

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ìîæíî ñðàâíèòü ñ êîýôôèöèåíòàìè èí-
òåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà
(ñì. [3]), à ìîæíî ïîñòàâèòü è äðóãèå âîï-
ðîñû. Ê ïðèìåðó, ÿñíî, ÷òî îçíà÷àåò ïî-
ëîæèòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà a ñ òî÷êè
çðåíèÿ ñâîéñòâ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.
Îäíàêî, êàêîå ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê

Ðèñ. 14
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Mi (xi, yi), i = 1, 2, 3 ðàâíîñèëüíî ïîëî-
æèòåëüíîñòè ýòîãî êîýôôèöèåíòà? Ïóñòü,
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, 321 xxx << . Óáåäè-
òåñü â òîì, ÷òî 0>a  òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà M2 ëå-
æèò ïîä îòðåçêîì ñ êîíöàìè â
òî÷êàõ M1 è M3.

Êîìïüþòåð ìîæåò òàêæå îá-
ëåã÷èòü ó÷àùèìñÿ ðåøåíèå çàäà÷
íà äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 9 ([3]). Äîêàæèòå, ÷òî
ñóììà êóáîâ òðåõ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë êðàòíà 9.

Òàê êàê

òî åñëè k +1 íå äåëèòñÿ íà 3, òî äåëèòñÿ
íà 3 ÷èñëî k (k + 2) + 3, ïîýòîìó ñóììà
êóáîâ äåëèòñÿ íà 9.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Íàïèøèòå ïðîöåäóðó äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé âèäà

)()()( xhxgxf =+ .

2. Íàéäèòå óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû
êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà p(x), äëÿ êîòî-

Îòâåòû è ðåøåíèÿ çàäàíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû óðîêà 3

1. Ïóñòü kn > . Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèå 12 −= p
pa . Òàê êàê

12)12(2)12( −=−−− −− knkknn , òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë an è ak ðàâåí

íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ ÷èñåë ak è an � k. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì, ÷òî èñêîìûé
ÍÎÄ � ýòî ÷èñëî ad , ãäå d åñòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü n è k. Êñòàòè, íàéäèòå
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë, çàïèñàííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, n è k åäèíèöàìè.

2. Êàê âèäíî èç ñëåäóþùåãî âû÷èñëåíèÿ, ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç 19 åäèíèö, ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì.

3. Èíòåðåñíåå äàæå ïîñìîòðåòü íà ÷àñòîòû ïåðâûõ öèôð ó ïåðâûõ 1000 ñòåïåíåé
äâîéêè.

ðîãî ôóíêöèÿ )(sinxpy =  èìååò ïåðèîä
3/2π .
3. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

íàèáîëüøåé äëèíû, âñå ÷ëåíû êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ ñåìèçíà÷íûìè íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè.

4. Êàêèõ ÷èñåë áîëüøå ñðåäè n-çíà÷-
íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: òåõ, â çàïèñè êî-
òîðûõ èìååòñÿ åäèíèöà, èëè æå òåõ, â çà-
ïèñè êîòîðûõ îíà îòñóòñòâóåò?

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå 13 =−+ xax  è
ïðèâåäèòå åãî ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ.

6. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí
555 )()()( xzzyyx −+−+− .

7. Íàïèøèòå ïðîöåäóðó äëÿ ïîèñêà
âñåõ ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà,
êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ öåëû-
ìè ÷èñëàìè.

8. Äîïîëíèòå ñëåäóþùåå âû÷èñëåíèå
ðàññóæäåíèåì, èç êîòîðîãî áóäåò ñëåäî-
âàòü ðåøåíèå çàäà÷è 9, îòëè÷íîå îò ïðè-
âåäåííîãî âûøå.
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Ýëåìåíòàìè ñïèñêà a ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ðàç, êîãäà çàïèñü ñòåïåíè 2 íà÷èíàëàñü,
ñîîòâåòñòâåííî, ñ 1, 2, ..., 9. ×òîáû ïîëó÷èòü ÷àñòîòû, íàäî êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë
ðàçäåëèòü íà 1000. À òåïåðü ïîñìîòðèòå íà ñëåäóþùóþ òàáëè÷êó, ñîäåðæàùóþ çíà÷å-

íèÿ äåñÿòè÷íûõ ëîãàðèôìîâ äðîáåé 
k

k 1+
, k = 1, 2, ..., 9.

Êðàñèâûå ñîâïàäåíèÿ, íå ïðàâäà ëè? (Ñì. çàäà÷ó 7.15 â [1] è åå ïîñëåäóþùåå
îáñóæäåíèå.)

4. Ñïèñîê t ñîäåðæèò êîëè÷åñòâà òðåõïîçèöèîííûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ
ðàâíà, ñîîòâåòñòâåííî, 0, 1, ..., 27. Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, âñå òàêèå ÷èñëà, ñóììà
öèôð êîòîðûõ ðàâíà 5.

Êàê âû âèäèòå, èõ èìååòñÿ 21. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç )5(
21

)5(
2

)5(
1 ,,, nnn K . Òîãäà, çàïè-

ñàâ ðÿäîì ëþáóþ ïàðó )5()5(
ji nn , ìû ïîëó÷èì 441212 =  ñ÷àñòëèâûõ íîìåðîâ, â êîòîðûõ

ñóììà ïåðâûõ òðåõ öèôð è ñóììà ïîñëåäíèõ òðåõ öèôð ðàâíà 5. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷å-
ñòâî âñåõ ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ ðàâíî ñóììå êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ ñïèñêà t. Ñëåäóåò òîëü-
êî èìåòü â âèäó, ÷òî, ïîñêîëüêó ïî óìîë÷àíèþ ýëåìåíòû ñïèñêà íóìåðóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ 1,
òî ti ðàâíî êîëè÷åñòâó òðåõïîçèöèîííûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ ðàâíà i � 1.

5. Êàê âû âèäåëè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ F3 íóæíû 2 ñëîæåíèÿ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ F4

íóæíû 4 ñëîæåíèÿ. Òàê êàê 345 FFF += , òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íàì ïîòðå-

áóåòñÿ 7124 =++  ñëîæåíèé. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ

6F  íóæíî 12 ñëîæåíèé. Ïîëó÷èì òåïåðü îáùóþ ôîðìóëó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç sn ÷èñëî
ñëîæåíèé, íóæíîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è. Êàê âû âèäåëè, ñïðàâåäëè-
âî ñîîòíîøåíèå 121 ++= −− nnn sss , ïðè ýòîì s0 = s1 = 0. Èç ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé
âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî 1−= nn Fs . Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, 11111 2121 −=+−+−=++ −−−− nnnnn FFFss .

6. Ê ïðèìåðó, äëÿ âû÷èñëåíèÿ x17 íàì ïîòðåáóåòñÿ íå 16, à âñåãî 5 óìíîæåíèé. Â
ýòîì è ñîñòîèò èäåÿ: òàê êàê 17 = 1 + 2 ⋅ 2 ⋅ 2 ⋅ 2, òî ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâåñòè x

â êâàäðàò, åùå ðàç â êâàäðàò, è òàê âñåãî 4 ðàçà, ïîëó÷èâ  x16, ÷òîáû çàòåì, óìíîæèâ

ðåçóëüòàò íà x, ïîëó÷èòü x17. Äëÿ íàõîæäåíèÿ x1001 ïîòðåáóþòñÿ âñåãî 15 óìíîæåíèé!

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì, ÷òî )))))21(21(21(21(221(22211001 +⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅+= . Â ñèëó ýòî-

ãî èìååì ðàâåíñòâî xxxxxxxx ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= 2222222221001 ))))))))(((((((( .Òåïåðü íàïèøåì ïðî-

öåäóðó pow(x,n). Åñëè ÷èñëî n ÷åòíî, òî ïîëàãàåì 22/ )( nn xx = , åñëè îíî íå÷åòíî, òî
1−⋅= nn xxx .

Ïðîâåðèì ñêîðîñòü åå ðàáîòû, âîçâåäÿ â ñîòóþ ñòåïåíü âñå ÷èñëà îò 1 äî 1000.

???
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Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 4. Àëãåáðà ñ Maxima

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Èâàíîâ Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷,
ïðîôåññîð, äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ
íàóê è êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè è
èíôîðìàòèêè ÑÏáÃÓ.
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