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Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 2. Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ Maxima

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Èâàíîâ Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷

MAXIMA Â ÎÁÓ×ÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ Â ØÊÎËÅ.

ÓÐÎÊ 2. ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Ñ MAXIMA

Êàê âû ìîãëè ïîíÿòü èç ïðåäûäóùåé
ñòàòüè, îäíà èç èäåé èñïîëüçîâàíèÿ ïàêå-
òîâ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ñîñòîèò â èõ
ïðèìåíåíèè äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé,
ïîçâîëÿþùèõ ïîíÿòü � ÷òî æå íàì â äàí-
íîì ñëó÷àå íàäî äîêàçûâàòü. Âòîðîé óðîê
ïîñâÿùåí ðàçâèòèþ ýòîé èäåè. Íà íåì,
êîíå÷íî, ïðîäîëæèòñÿ çíàêîìñòâî ñ
âîçìîæíîñòÿìè ïàêåòà Maxima.

Ïîðîé, âçãëÿíóâ íà ðåçóëüòàò ïðî-
âåäåííûõ êîìïüþòåðîì âû÷èñëåíèé,
ìû ïîíèìàåì, ÷òî íå ñòîèò ðåøàòü
çàäà÷ó «â ëîá».

Çàäà÷à 1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå
ðàâíî åäèíèöå ïðè ëþáûõ a, b, c è x (ñì.
ðèñ. 1)! Êîíå÷íî, ìû ìîæåì ïðîâåñòè óï-
ðîùåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî, ïðèâåäÿ äðîáè
ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, çàòåì ðàñêðûâ
ñêîáêè, ïîòîì ðàçëîæèâ ïîëó÷åííîå âû-
ðàæåíèå íà ìíîæèòåëè. Êñòàòè, ïîñëåäíåå
äåéñòâèå íå î÷åíü ïðîñòî, åñëè íå çíàòü

ÎÒÊÐÛÒÎÅ ÏÎ Â ØÊÎËÅ

ïðåäâàðèòåëüíî, êàêèå ìíîæèòåëè äîëæíû
â íåì ñîäåðæàòüñÿ. Êîìïüþòåð íàì óæå ïî-
ìîã, ïîêàçàâ, ÷òî â ÷èñëèòåëå âûðàæåíèÿ,
ïîëó÷åííîãî ïîñëå ïðèâåäåíèÿ äðîáåé ê
îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ñòîèò íè ÷òî èíîå,
êàê ïðîèçâåäåíèå ))()(( accbba −−− . Äðó-
ãîå äåëî, ÷òî ÷åëîâåê îòëè÷àåòñÿ îò êîì-

ïüþòåðà òåì, ÷òî îí óìååò ìûñëèòü.
Äàâàéòå ïîñìîòðèì íà äàííîå âû-

ðàæåíèå êàê íà ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåí-
íîé x. ßñíî, ÷òî åãî ñòåïåíü íå âûøå
äâóõ. Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç ïðîâå-
äåííûõ êîìïüþòåðîì âû÷èñëåíèé, â
äåéñòâèòåëüíîñòè îí ïîñòîÿíåí. Êàêèì

îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè íå âûøå äâóõ åñòü êîíñòàíòà?
Ïðîâåðèâ, ÷òî îí ïðèíèìàåò îäíî è òî æå
çíà÷åíèå â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ! Ïîäñòà-
âèâ x = a, ìû ïîëó÷èì ñóììó 0 + 1 + 0 = 1,
òàêîå æå ÷èñëî ïîëó÷èòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå
x = b è x = c, îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî ýòî
âûðàæåíèå ðàâíî 1 ïðè âñåõ x.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî òåì ñàìûì
îäíîâðåìåííî äîêàçàíû òðè ñëåäóþùèõ
òîæäåñòâà:

Ðèñ. 1
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Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ëå-
âûõ ÷àñòÿõ ýòèõ òîæäåñòâ, ÿâëÿþòñÿ, ñî-
îòâåòñòâåííî, êîýôôèöèåíòàìè ïðè x2, �x
è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè
íå âûøå 2, êîòîðûé â äåéñòâèòåëüíîñòè
òîæäåñòâåííî ðàâåí 1. Ïîïðîáóéòå äîêà-
çàòü ýòè òîæäåñòâà íåïîñðåäñòâåííûìè âû-
÷èñëåíèÿìè.

Êñòàòè, ïðèâåäåííîå ðåøåíèå ïîðîæ-
äàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ. Äà, «î÷åâèäíî»,
÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå äâóõ
ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå â òðåõ
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, òî îí åñòü êîíñòàíòà.
Íî ñìîæåòå ëè âû ýòî äîêàçàòü, îáîáùèòü?

Äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è âàæ-
íî óìåíèå «÷èòàòü» ñâîéñòâà ôóíêöèè ïî
åå ãðàôèêó ñ òåì, ÷òîáû çàòåì ïðîâåñòè
ëîãè÷åñêîå ðàññóæäåíèå. À ãðàôèê ïóñòü
íàì ïîñòðîèò êîìïüþòåð.

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòå ÷èñëî ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ 012 23 =−− xx .

Êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò îò îäíî-
ãî äî òðåõ (äåéñòâèòåëüíûõ) êîðíåé. ×èñ-

ëî êîðíåé óðàâíåíèÿ axf =)(  ñâÿçàíî ñ
êîëè÷åñòâîì ïðîìåæóòêîâ ìîíîòîííîñòè
ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè. Åñëè âû ó÷è-
òåñü â 11 êëàññå, òî âû ìîæåòå ðåøèòü
çàäà÷ó, èññëåäîâàâ ïîâåäåíèå ôóíêöèè

23 2)( xxxf −= � 1 ïðè ïîìîùè ïðîèçâîä-

íîé. Îäíàêî äåëàòü ýòî íå îáÿçàòåëüíî. Âçãëÿ-

íåì íà ãðàôèê 23 2xxy −=  (ñì. ðèñ. 2).
Îòâåò â çàäà÷å òåïåðü, âî-ïåðâûõ, î÷å-

âèäåí, à, âî-âòîðûõ, åãî íåñëîæíî è îáî-
ñíîâàòü. Âèä ãðàôèêà ïîäñêàçûâàåò èäåþ

ðàññóæäåíèÿ. Òàê êàê 0)2(2 ≤−xx  ïðè

2≤x , òî íà ïðîìåæóòêå ]2;(−∞  äàííîå
óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò. Åñëè æå

2≥x , òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ x ðàñ-
òóò òàêæå, è x2, è x + 2, à ïîñêîëüêó îíè
íåîòðèöàòåëüíû, òî ðàñòåò òàêæå è èõ
ïðîèçâåäåíèå. Çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìàÿ
ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå

);2[ ∞+ , ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå óðàâíåíèå
èìååò òîëüêî îäíî (äåéñòâèòåëüíîå) ðå-
øåíèå.
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Ðèñ. 3

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à èíòåðåñíà òåì, ÷òî,
âî-ïåðâûõ, ïðè ïîìîùè Maxima ìû óâè-
äèì «î÷åâèäíûé» îòâåò, à, âî-âòîðûõ, ïðî-
âåäåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàæåò íàì, ÷òî
êîìïüþòåðíûì âû÷èñëåíèÿì íåëüçÿ äîâå-
ðÿòü áåçäóìíî.

Çàäà÷à 3. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðå-
øåíèé ìîæåò èìåòü ñèñòåìà
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Ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû çàäàåò
îêðóæíîñòü ðàäèóñà a  íà ïëîñêîñòè, íî

÷òî çà êðèâàÿ çàäàåòñÿ âòî-
ðûì èç óðàâíåíèé ñèñòå-
ìû? Ïîïðîñèì Maxima åå
íàðèñîâàòü, äëÿ ÷åãî îá-
ðàòèìñÿ ê äîïîëíèòåëüíî-
ìó ïàêåòó ñ íàçâàíèåì
"implicit_plot".

Âñå èìåþùèåñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûå ïàêåòû óêàçàíû â êîíöå
ðàçäåëà Ñîäåðæàíèå âñòðîåííîé Ïîìîùè.

ßñíî, ÷òî êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíè-

åì 202020 =+ yx , ëåæèò â êâàäðàòå ñî

ñòîðîíîé 20120 , ïîýòîìó ïîñìîòðèì,

÷åìó æå ðàâíî ýòî ÷èñëî.

Èçîáðàçèì èñêîìóþ êðèâóþ (ðèñ. 3).
Ïî óìîë÷àíèþ ìàñøòàá íà îñè àáñ-

öèññ îòëè÷àåòñÿ îò ìàñøòàáà íà îñè îð-
äèíàò, â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè
îòîáðàæåíèè íà ýêðàíå êðèâàÿ íå èñêà-
æàëàñü, ïðîìåæóòîê ïî ïåðåìåííîé x ñëå-
äóåò óêàçàòü ïðèìåðíî â ïîëòîðà ðàçà áî-
ëåå äëèííûì, ÷åì ïðîìåæóòîê ïî âòîðîé
îñè êîîðäèíàò.

Êàê âû âèäèòå, ðàññìàòðèâàåìàÿ êðè-
âàÿ ïðîñòî áëèçêà ê êâàäðàòó, ïîýòîìó
îêðóæíîñòü ìîæåò ïåðåñåêàòü åå â âîñü-
ìè òî÷êàõ (ñì. ðèñ. 4).

Áîëåå òîãî, êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî
áîëåå âîñüìè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïîëó÷èòü
íå óäàñòñÿ.

Îäíàêî êàðòèíêà � ýòî íå äîêàçàòåëü-
ñòâî. Åñòåñòâåííûé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ñâåñòè ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ê çà-
äà÷å èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðå-
ìåííîé. ßñíî, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
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Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

òî÷êàìè, ëåæàùèìè â ïåðâîì êâàäðàíòå,

òàê ÷òî 0≥x  è 0≥y . Âûðàçèâ y2 èç âòî-

ðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è ïîäñòàâèâ ïî-
ëó÷åííîå âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå axx =−+ 101202 )20( .

Ââåäåì ôóíêöèþ ( ) 101202 )20( xxxf −+= .
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Óêàçàííàÿ â ñòðîêå ââîäà
(%i5) ñèíòàêñè÷åñêàÿ êîíñò-
ðóêöèÿ îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ñ
èìåíåì f, îïðåäåëåííóþ çàäàí-
íîé ôîðìóëîé.

Ïîñìîòðèì íà åå ãðàôèê
(ðèñ. 5). Íå êàæåòñÿ ëè îí
ñòðàííûì?... Äåëî â òîì, ÷òî õîòÿ

101201 20)20()0( == ff , íî èçîáðàæåííàÿ

íà ãðàôèêå ôóíêöèÿ ÿâíî èìååò ðàçëè÷-
íûå çíà÷åíèÿ â óêàçàííûõ òî÷êàõ. Íå-
óæåëè Maxima ìîæåò òàê îøèáàòüñÿ?!

Íåò, êàê âû âèäèòå, Maxima âåðíî çíà-
åò, ÷åìó ðàâíû ðàññìàòðèâàåìûå çíà÷å-
íèÿ. Îäíàêî ïîñìîòðèòå íà ïðèáëèæåí-
íûå çíà÷åíèÿ (ðèñ. 6).

Îíè îòëè÷àþòñÿ ïî÷òè íà 0,05. Òåïåðü
âçãëÿíèòå íà ñëåäóþùèå ñòðî÷êè

Êàê âû âèäèòå, çäåñü ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå íàéäåíî âåðíî.

Îòëè÷èå ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèÿ )20( 201f  â ñòðîêå (%io9) îò

âû÷èñëåíèÿ â ñòðîêå (%io11) ñîñòîèò â

òîì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå âû÷èñëÿëîñü çíà-
÷åíèå ôóíêöèè f íå ïðè 20120=x , à ïðè
çíà÷åíèè àðãóìåíòà, ÿâëÿþùåìñÿ ïðèáëè-
æåíèåì ê íåìó, ÷òî è ïðèâåëî ê òàêîé
çíà÷èòåëüíîé îøèáêå.

Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà çíà÷åíèÿ ôóí-
êöèè âû÷èñëÿþòñÿ â îïðåäåëåííîì íàáî-
ðå òî÷åê, ÷èñëî êîòîðûõ çàäàåòñÿ
ñïåöèàëüíîé îïöèåé. Åñëè, ê ïðè-
ìåðó, íàïèñàòü [nticks,1000], òî
ãðàôèê áóäåò ñòðîèòüñÿ ïî òûñÿ÷å
òî÷åê. Ïðîñëåäèòå, êàê áóäåò ìå-
íÿòüñÿ ãðàôèê ôóíêöèè )(xf  ïðè
óâåëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê, èñïîëüçó-
åìûõ äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ.

Òåì íå ìåíåå ðèñóíîê (%t6) ãîâîðèò
íàì, ÷òî áîÿòüñÿ íå íàäî, íàäî ïðîñòî

ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå ôóíêöèè )(xf  ïðè
ïîìîùè ïðîèçâîäíîé. Òàê è ñäåëàåì (êî-
íå÷íî, ïðîèçâîäíóþ íåòðóäíî áûëî íàéòè
«ðóêàìè») (ðèñ. 7).

Ïðè x > 0 íåðàâåíñòâî 0)( >′ xf  ðàâ-

íîñèëüíî íåðàâåíñòâó 1810920)20( xx >− ,

èëè 202020 xx >− , îòêóäà 201100 << x .

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ )(õf  âîçðàñòàåò íà

îòðåçêå [ ]20110;0  è óáûâàåò íà îòðåçêå

[ ]201201 20;10 , òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ðå-

øåíèé óðàâíåíèÿ )(õf = a íà èõ îáúåäè-
íåíèè íå ìîæåò áûòü áîëüøå äâóõ. Çíà-
÷èò, íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåøåíèé äàííîé
ñèñòåìû äåéñòâèòåëüíî ðàâíî âîñüìè.

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ «êîì-
ïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò» áûë êîðîòîê è
ïðîñò, â ïîñëåäíåé çàäà÷å, ðàçáèðàåìîé
íà ýòîì óðîêå, îí áóäåò ñóùåñòâåííî áî-
ëåå ñëîæíûì.

Çàäà÷à 4. Èññëåäóéòå ïîâåäåíèå ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè xn , ïåðâûé ÷ëåí êîòîðîé
ðàâåí 2, à âñå ïîñëåäóþùèå âû÷èñëÿþòñÿ

ïî ïðàâèëó 









+=+

n
nn x

xx
2

2

1
1 .

Ââåäåì ôóíêöèþ 




 +=

x
xxf

2

2

1
)( .

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

çàäàåòñÿ ïðàâèëîì: 21 =x  è )( 1−= nn xfx

ïðè 2≥n . Äàâàéòå òàê è íàïèøåì, ââåäÿ
íîâûé îïåðàòîð-ôóíêöèþ )(nx  (ðèñ. 8).

Çíà÷åíèåì óñëîâíîãî îïåðàòîðà if test
then expr1 else expr2
ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå âûðàæå-
íèå, åñëè óñëîâèå test
ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî
çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ âòî-
ðîå âûðàæåíèå.

Çíàê ðàâåíñòâà â ñòðîêå (%i2) îçíà-
÷àåò íå ïðèñâîåíèå, à óñëîâèå: åñëè n ðàâ-
íî åäèíèöå, òî çíà÷åíèåì îïåðàòîðà áó-
äåò ÷èñëî 2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî çíà-
÷åíèå ðàâíî çíà÷åíèþ ôóíêöèè f â ïðå-
äûäóùåì ÷ëåíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Êîíå÷íî, íà÷àëüíûå ÷ëåíû äàííîé ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî íàéòè è áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïàêåòà, íî, êàê âû ñåé÷àñ
óâèäèòå, òîëüêî ñàìûå ïåðâûå èç íèõ (ñì.
ðèñ. 9).

Íà ýòè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìû åùå
âçãëÿíåì âíèìàòåëüíî, íî ïîêà ðåçóëüòàò
íåñêîëüêî îøåëîìëÿåò. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñ-
ëåäóþùèå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè âûâîäèòü íà ýêðàí íå ñëåäóåò. Âìåñòî
ýòîãî ïîñìîòðèì íà äåñÿòè÷íûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ÷èñåë äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ïðè ýòîì íàì íå áóäóò íóæ-
íû âñå èõ 16 çíàêîâ, ïîýòîìó èñ-
ïîëüçóåì îïåðàòîð fpprintprec,
çàäàþùèé ÷èñëî çíàêîâ ÷èñëà, âû-

âîäèìîå íà ýêðàí
(ðèñ. 10).

Áðîñàåòñÿ â ãëàçà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü xn, âî-ïåðâûõ, óáûâàåò, âî-âòîðûõ,
ÿâíî ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó, êîòîðîå êàæåòñÿ
çíàêîìûì: ñ öèôð 1,4142 íà÷èíàåòñÿ äå-

ñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 2 . Åñëè ìû äîêà-

æåì, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâà-
åò è îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî, â ñèëó òåîðåìû
Âåéåðøòðàññà, îíà ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà ba
ba ≥+

2
 ìåæ-

äó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì
ãåîìåòðè÷åñêèì äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

 2
22

2

1
1 =⋅≥










+=+

n
n

n
nn x

x
x

xx ,

çíà÷èò, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðà-

íè÷åíà ñíèçó. Òàê êàê

 0
2

21

2

1

2

2

1 ≥
−

=−=−−=− +
n

n

n

n

n

n
nnn x

x

x

x

x

x
xxx ,

(ïîñêîëüêó óæå äîêàçàíî, ÷òî 22 ≥nx ), òî

ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � óáû-

âàþùàÿ. Ïóñòü axn → . Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó

Ðèñ. 8
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Ðèñ. 11

â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà 









+=+

n
nn x

xx
2

2

1
1 ,

ïîëó÷èì, ÷òî 




 +=

à

aa
2

2

1
, îòêóäà ñëåäó-

åò, ÷òî à2 = 2. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïî-

ñêîëüêó ÷èñëî a ïîëîæèòåëüíî, òî à = 2 .
Çàäà÷à ðåøåíà, íî âîïðîñû îñòàþòñÿ.

Êàê âû âèäåëè, óæå ó ÷åòâåðòîãî ÷ëåíà ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè ÷åòûðå çíàêà ïîñëå çàïÿ-
òîé ñîâïàäàþò ñî çíàêàìè äåñÿòè÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ÷èñëà 2 . Èíòåðåñíî, ñêîëüêî
æå èõ â äåéñòâèòåëüíîñòè (ðèñ. 11)?

Ðåçóëüòàò îøåëîìëÿåò, ïîñêîëüêó óæå

äðîáü 
408

577
4 =x  äàåò ïðèáëèæåíèå ê êîð-

íþ èç 2 ñ 11 âåðíûìè çíàêàìè ïîñëå çà-

ïÿòîé! Òàêèì îáðàçîì, ðàçâå ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî çàäà÷à ðåøåíà?! Îòêóäà áåðåòñÿ
è ñ ÷åì ñâÿçàíà òàêàÿ «ñâåðõñõîäèìîñòü»
äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

Âåðíåìñÿ ê ñòðîêå âûâîäà (%o3). Åñ-
òåñòâåííî ïîñìîòðåòü íà êâàäðàòû èìåþ-
ùèõñÿ â íåé äðîáåé, ñðåäè êîòîðûõ èìå-
åòñÿ äàííàÿ äðîáü. Áðîñàåòñÿ â ãëàçà òî,

÷òî 11442289 +⋅= . Äà è 1429 +⋅= . Âîç-
íèêàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìåæäó ÷èñ-
ëèòåëÿìè pn è çíàìåíàòåëÿìè qn äðîáåé

n

n
n q

p
x =  ïðè 2≥n  èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå

12 22 =− nn qp . Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü ýòî

ñîîòíîøåíèå, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî îíî âåðíî.
Äëÿ âñÿêîé äðîáè (ðàöèîíàëüíîãî ÷èñ-

ëà) r çíà÷åíèåì îïåðàòîðà num(r) ÿâëÿ-

åòñÿ åå ÷èñëèòåëü, à çíà÷åíèåì îïåðàòîðà
denom(r) � åå çíàìåíàòåëü (ðèñ. 12).

Ñîìíåíèé â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøå-
íèÿ íåò, îñòàåòñÿ ëèøü äîêàçàòü åãî. Åñëè

n

n
n q

p
x = , òî 

nn

nn

n

n

n

n
n qp

qp

p

q

q

p
x

2

22

2

1
22

1

+
=










+=+ .

Ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

äðîáü 
n

n

q

p
=  íåñîêðàòèìà, ïðè÷åì ÷èñëî pn

ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, à ÷èñëî qn ÷åòíûì. ×èñ-

ëî 22
1 2 nnn qpp +=+  íå÷åòíî, êðîìå òîãî, íè

îäèí èç äåëèòåëåé ÷èñåë pn è qn íå ÿâëÿåò-
ñÿ åãî äåëèòåëåì, ñëåäîâàòåëüíî, äðîáü

nn

nn

n

n

qp

qp

q

p

2

2 22

1

1 +
=

+

+  íåñîêðàòèìà. Èìååì

222222222
1

2
1 )2(8)2(2 nnnnnnnn qpqpqpqp −=−+=− ++ .

ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà 12 22 =− nn qp  ñëåäóåò

ðàâåíñòâî 12 2
1

2
1 =− ++ nn qp . Èòàê, ìû äî-

êàçàëè, ÷òî 12 22 =− nn qp  ïðè âñåõ 2≥n ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 
2

2 1
2

n
n q

x =− . Ïîñêîëü-

êó çíàìåíàòåëè qn äðîáåé xn ðàñòóò ÷ðåç-

âû÷àéíî áûñòðî, òî ðàçíîñòü 22 −nx
óìåíüøàåòñÿ ñòðåìèòåëüíî. Îñòàëîñü
çàìåòèòü, ÷òî, â ñèëó íåðàâåíñòâà

2

2

22

1

2

2
2

nn

n
n qx

x
x <

+
−

=− , ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê 2  åùå áûñòðåå.

Ðèñ. 12
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Ðèñ. 11

Âñå ëè âàì ïîíÿòíî? Íàäåþñü, ÷òî ïî-
íÿòíî ðàññóæäåíèå. Îäíàêî îñòàåòñÿ åùå
ìíîæåñòâî âîïðîñîâ, íàïðèìåð, îòêóäà
áåðåòñÿ ôîðìóëà, ïî êîòîðîé ñòðîèòñÿ
äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü? Èëè ÷òî áó-
äåò, åñëè ìû çàäàäèì äðóãîå çíà÷åíèå åå
ïåðâîãî ÷ëåíà?

Ïîäóìàéòå íàä íèìè (ñì. òàêæå [1: § 9.1]).
Ïîâåäåíèå ôóíêöèè õîðîøî âèäíî èç

åå ãðàôèêà. Â ïàêåòå Maxima ìîæíî ãðà-
ôè÷åñêè èçîáðàæàòü òàêæå è ïîâåäåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ðèñ. 13).

Ïåðâàÿ ÷àñòü àðãóìåíòà [discrete,z]
îïåðàòîðà wxplot2d (èëè plot2d) � ñëî-
âî discrete � óêàçûâàåò íà òèï äàííûõ,
åãî âòîðîé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê, êàæ-
äûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê
èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Åñëè z � ýòî ñïèñîê

[ ]K,],[,],[ 2211 yxyx , òî íà ýêðàíå ïîÿâèò-

ñÿ ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ïëîñ-

êîñòè ñ êîîðäèíàòàìè K,),(,),( 2211 yxyx

Çàìåòèì, ÷òî àðãóìåíò ìîæíî çàäàâàòü òàê-
æå è â âèäå [discrete,x,y], ãäå x � ýòî
ñïèñîê àáñöèññ äàííûõ òî÷åê, à y � ñïè-
ñîê èõ îðäèíàò.

Íà ðèñ. 13 òàêæå âèäíî ïîâåäåíèå äàí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Â çàêëþ÷åíèå � íåêîòîðûå ìåòîäè÷åñ-
êèå êîììåíòàðèè. Â ïåðâûõ òðåõ çàäà÷àõ
êîìïüþòåð ðåøàåò, ìîæíî ñêàçàòü, ïñè-
õîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû.

1. Êîíå÷íî, çàäàíèå çàäà÷è
1 ìîæíî áûëî ñôîðìóëèðî-
âàòü ÿâíî. Îäíàêî èíòå-
ðåñíåå ïðåäîñòàâèòü
ó÷àùèìñÿ âîçìîæíîñòü
ñàìèì ñäåëàòü î÷åíü
ñèìïàòè÷íîå îòêðûòèå.

2. Çàäà÷ó 2 åñòå-
ñòâåííåå ïðåäëàãàòü ó÷àùèìñÿ, åùå íå
çíàêîìûì ñ ïîíÿòèåì ïðîèçâîäíîé è, òåì
ñàìûì, ñ èññëåäîâàíèåì ôóíêöèé ïðè ïî-
ìîùè ïðîèçâîäíîé. Êàê âû âèäåëè èç åå
ðåøåíèÿ, âñå, ÷òî îò íèõ ïîòðåáóåòñÿ, �
ýòî ïîíÿòü, êàêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ñó-
ùåñòâåííû äëÿ îòâåòà, à çàòåì äîêàçàòü
ýòè ñâîéñòâà. Çàìåòèì (â ñêîáêàõ), ÷òî
èíîãäà ðåáÿòà ñ÷èòàþò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
ëþáûõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé åñòü âîç-
ðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ � ïîëåçíî èõ â ýòîì
ðàçóáåäèòü.

3. Íåñìîòðÿ íà âñþ ïðîñòîòó çàäà÷è è
ñòàíäàðòíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 3, îíà ïî-
÷òè âñåãäà âûçûâàåò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå
ñ òåì, ÷òî ó÷àùèåñÿ «ïóãàþòñÿ» âòîðîãî

Ðèñ. 13
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

èç óðàâíåíèé äàííîé ñèñòåìû. Ïîñëå òîãî
êàê íà ýêðàíå ïîÿâèòñÿ «ñëåãêà ñãëàæåí-
íûé âáëèçè ñâîèõ âåðøèí êâàäðàò», ïñè-
õîëîãè÷åñêàÿ òðóäíîñòü áóäåò ñíÿòà � è
ìîæíî ïðèñòóïàòü ê ðåøåíèþ.

Ñîâñåì äðóãóþ ðîëü èãðàåò êîìïüþ-
òåð ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 4. Çíà÷åíèÿ ÷ëå-
íîâ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåññìûñ-
ëåííî ñ÷èòàòü «ðóêàìè», òåì áîëåå � ñ÷è-
òàòü èõ äåñÿòè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ. Êîìïü-
þòåð ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò âû÷èñëåíèÿ
è, òåì ñàìûì, ðåøåíèå çàäà÷è.

Íàêîíåö, î÷åíü âàæíûì ìîìåíòîì,
ïîÿâèâøèìñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 3, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèìåð òîãî, ÷òî â ïðîöåññå ïðè-
áëèæåííûõ âû÷èñëåíèé ìîãóò âîçíèêàòü
çíà÷èòåëüíûå îøèáêè. Ïîýòîìó òðåáîâà-
íèå òî÷íûõ ôîðìóëèðîâîê è àêêóðàòíûõ
äîêàçàòåëüñòâ � íå ïðèõîòü ïðåïîäàâàòå-
ëåé ìàòåìàòèêè. Êîìïüþòåð íàì òîëüêî
ïîìîãàåò è ïîäñêàçûâàåò. Êðîìå òîãî, åãî
íàäî èñïîëüçîâàòü ðàçóìíî � â ÷åì âû
äîëæíû áóäåòå óáåäèòüñÿ, ðåøàÿ çàäà÷ó
3 èç ÷èñëà çàäàíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòû.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå

 
))((

))((

))((

))((

))((

))((

cbab

cxaxb

caba

cxbxa

bcac

bxaxc

−−
−−+

−−
−−+

−−
−− .

Íàéäèòå îáîáùåíèÿ è ñëåäñòâèÿ íàéäåí-
íîãî âàìè òîæäåñòâà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà ìíîãî÷ëåíà
ñòåïåíè íå âûøå n ïðèíèìàþò îäèíàêî-
âûå çíà÷åíèÿ â n + 1 òî÷êàõ, òî ýòè ìíî-
ãî÷ëåíû òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò (òî åñòü
ñîâïàäàþò âñå èõ êîýôôèöèåíòû).

3. Îïðåäåëèòå ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ xx 66 = .

4. Èññëåäóéòå ïîâåäåíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, çàäàííûõ ôîðìóëàìè:

à) n

n

2

3

 è á) n

n

2

10

.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòî-

ðûõ ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû 




−=
−=

2

2

1
1

ayx
axy

ðàâíî äâóì.
6. Ñôîðìóëèðóéòå è ïîñòàðàéòåñü îò-

âåòèòü íà âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â ïðî-
öåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è 4.

Îòâåòû è ðåøåíèÿ çàäàíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû óðîêà 1

1. Îòâåò: 12
1212

2

12
+=

+
⋅⋅

+
⋅

+
n

n

n
tg

n
tg

n
tg

πππ
K . Â îáîçíà÷åíèÿõ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è

2 óðîêà 1, â ñèëó îáîáùåííûõ ôîðìóë Âèåòà, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 
12

1
21 +

=
n

ttt nK ,

îòêóäà, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè äàííûõ òàíãåíñîâ, è ñëåäóåò îòâåò.

2. Èç âû÷èñëåíèé
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ñëåäóåò, ÷òî åñëè 
18

cos20
π== xx , òî 418

25
cos2 xz == π

, à 218

13
cos2 xy == π

, à åñëè

18

7
cos21

π== xx , òî 518

31
cos2 xz == π

, à 318

19
cos2 xy == π

. Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî,

êðîìå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ )0,0,0(),,( =zyx , âñå îñòàëüíûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â

âèäå ),,(),,( 42 ++= kkk xxxzyx , ãäå 5,,1,0 K=k .

3. Ïîñìîòðèì, ìîæåò ëè Maxima ðåøèòü äàííîå óðàâíåíèå

Ðåøåíèÿ íàéäåíû, ïðàâäà, ïðîâåäåííîå Maxima óïðîùåíèå äàæå ñ îïöèåé radcan

íå äàåò çàïèñè îòâåòà â åñòåñòâåííîé ôîðìå. Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûé îòâåò. Ïåðâóþ

ïàðó ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
2

2242 −±−
, âòîðóþ ïàðó (êîìïëåêñíûõ) êîðíåé �

â âèäå 
2

2242 +± i
. Â ñèëó ôîðìóë Âèåòà, ïåðâàÿ ïàðà ñîñòîèò èç êîðíåé êâàäðàòíî-

ãî óðàâíåíèÿ 02122 =−++ xx , âòîðàÿ � èç êîðíåé óðàâíåíèÿ 02122 =++− xx .

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äàííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 4 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâå-

äåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2 � ïðàâûõ ÷àñòåé íàéäåííûõ óðàâíåíèé. Îáðàòèòå

âíèìàíèå, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü îäíîâðåìåííî: ( )1212 −±=+ xx , èëè
222 )1(2)1( −=+ xx . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

2222244 )1(2)1(2421214 −−+=−+−++=−+ xxxxxxxx ,

îòêóäà è ñëåäóåò ðàçëîæåíèå äàííîãî ìíîãî÷ëåíà â ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòíûõ.

4. Ïîñìîòðèì íà òàáëèöû çíà÷åíèé ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è è ñóìì ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Áðîñàåòñÿ â ãëàçà, ÷òî ÷èñëà âòîðîé èç íèõ íà åäèíèöó ìåíüøå íåêîòîðûõ ÷èñåë èç

ïåðâîé òàáëèöû. Åñòåñòâåííàÿ ôîðìóëà 1221 −=+++ +nn FFFF K  áåç òðóäà äîêàçûâàåòñÿ

ïî èíäóêöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, 1121 31 −=−== FF  è 1132 421 −=−==+ FFF .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 11121 −=+++ +− nn FFFF K .

Òîãäà 11 21121 −=+−=++++ ++− nnnnn FFFFFFF K .
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Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 2. Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ Maxima

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Èâàíîâ Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷,
ïðîôåññîð, äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ
íàóê è êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè è
èíôîðìàòèêè ÑÏáÃÓ.
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