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Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 1. Ââåäåíèå â ïðåäìåò

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Èâàíîâ Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷

MAXIMA Â ÎÁÓ×ÅÍÈÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ Â ØÊÎËÅ

Íà ýòîì óðîêå áóäóò ñôîðìóëèðîâà-
íû ïåðâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ïðàâèëà ïà-
êåòà Maxima, äàíî îïèñàíèå ïåðâûõ îïå-
ðàòîðîâ ýòîãî ïàêåòà è ïðèâåäåíû ïðè-
ìåðû èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ
äâóõ íå î÷åíü ïðîñòûõ çàäà÷ (íàõîäÿùèõ-

ñÿ, òåì íå ìåíåå, â ðàìêàõ øêîëüíîé ïðî-
ãðàììû).

Ïåðåä òåì êàê ÷èòàòü îñíîâíîå ñîäåð-
æàíèå ýòîé ñòàòüè, ðàçóìíî óñòàíîâèòü íà
âàø êîìïüþòåð îäíó èç ïîñëåäíèõ âåð-
ñèé ïàêåòà Maxima, ñêà÷àâ äèñòðèáóòèâ ñ

Ýòîé ðàáîòîé àâòîð íà÷èíàåò ñåðèþ ñòàòåé, â êîòîðûõ áóäåò ïðåäñòàâëåíî îïèñà-
íèå ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïàêåòà ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Maxima è ïðèìåðû
åãî èñïîëüçîâàíèÿ â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè â øêîëå. Êðîìå òîãî, àâòîð ïîïûòàåòñÿ
ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå ìåòîäè÷åñêèå ïðèíöèïû èñïîëüçîâàíèÿ ïàêåòîâ «êîìïüþ-
òåðíîé àëãåáðû» ïðè îáó÷åíèè øêîëüíèêîâ ìàòåìàòèêå. Îñíîâíàÿ ìûñëü ñîñòîèò â
òîì, ÷òî, ïîñêîëüêó öåëüþ âñÿêîãî îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå îáó÷àåìûõ, òî îöåíè-
âàòü ïðèãîäíîñòü (è ïîëüçó) ëþáîãî èñïîëüçóåìîãî â ýòîì ïðîöåññå äîïîëíèòåëüíîãî
ñðåäñòâà íàäî ñ òî÷êè çðåíèÿ òîãî, íàñêîëüêî åãî ïðèìåíåíèå ñïîñîáñòâóåò äîñòèæå-
íèþ îñíîâíîé öåëè îáó÷åíèÿ. ×àñòî ïðèõîäèòñÿ ñëûøàòü, ÷òî êîìïüþòåðíûå ñðåäñòâà
ìîãóò îñâîáîäèòü ó÷àùåãîñÿ îò íåîáõîäèìîñòè ïðîâîäèòü ðóòèííûå âû÷èñëåíèÿ è, òåì
ñàìûì, äàòü åìó âîçìîæíîñòü áîëüøå äóìàòü. Îäíàêî âû÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ «ðóòèí-
íûìè» òîëüêî òîãäà, êîãäà ó÷åíèê óæå ìíîãî-ìíîãî ðàç ïðîâîäèë èõ ñàìîñòîÿòåëüíî.
Äëÿ òåõ, êòî òîëüêî ó÷èòñÿ, ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è � ýòî íåáîëüøîå, íî îòêðûòèå,
ìàëåíüêèé, íî ñàìîñòîÿòåëüíûé øàã. Ïîýòîìó ó÷èòü «íàæèìàòü ïðàâèëüíûå êíîïêè»,
äëÿ òîãî ÷òîáû íàó÷èòü ðåøàòü òèïîâûå ó÷åáíûå çàäà÷è, â âûñøåé ñòåïåíè âðåäíî.
Êîìïüþòåð äîëæåí ïîìîãàòü íàì ðàññóæäàòü.

Àâòîð ñòðåìèëñÿ ê òîìó, ÷òîáû ñîäåðæàíèå ñòàòåé ïðåäëàãàåìîé ÷èòàòåëÿì ñåðèè
ìîãëî ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèé ïî ìàòåìàòèêå (è èíôîðìàòèêå!) ñ
ó÷àùèìèñÿ 10�11 êëàññîâ. Ïðèìåðíûå íàçâàíèÿ ñòàòåé äàííîé ñåðèè.

Óðîê 1. Ââåäåíèå â ïðåäìåò.
Óðîê 2. Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ Maxima.
Óðîê 3. Ýëåìåíòû ïðîãðàììèðîâàíèÿ â Maxima.
Óðîê 4. Àëãåáðà ñ Maxima.
Óðîê 5. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ñ Maxima.
Óðîê 6. Çàêëþ÷åíèå: îáó÷åíèå ïîèñêó ðåøåíèé çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþ-

òåðíûõ ñðåäñòâ.
Èòàê, íà÷íåì.

ÓÐÎÊ 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÏÐÅÄÌÅÒ

ÎÒÊÐÛÒÎÅ ÏÎ Â ØÊÎËÅ
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îôèöèàëüíîãî ñàéòà www.sourceforge.net
(àâòîð ïîëüçóåòñÿ âåðñèåé wxMaxima, ðà-
áîòàþùåé ïîä Windows). Òîãäà âû áóäå-
òå â ñîñòîÿíèè ïîâòîðÿòü îïèñàííûå â ýòîé
ñòàòüå âû÷èñëåíèÿ, ïðè æåëàíèè ïîýêñïå-
ðèìåíòèðóåòå ñàìîñòîÿòåëüíî è, êðîìå
òîãî, ñìîæåòå âûïîëíèòü çàäàíèÿ äëÿ ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Çàïóñòèâ ïðîãðàììó
wxMaxima, âû óâèäèòå ñòàí-
äàðòíîå îêîøêî, â íèæíåé
ñòðîêå êîòîðîãî ÷åðåç íåêî-
òîðîå âðåìÿ ñïðàâà ïîÿâèòñÿ
ôðàçà «Ãîòîâà ê ââîäó». Íà-
áåðåì ñ êëàâèàòóðû

è íè÷åãî íå ïðîèçîéäåò, ïîñêîëüêó ìû
ïîêà íå îáðàòèëèñü ê ÿäðó ïàêåòà, êîòî-
ðûé, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, è ïðîèçâîäèò
âû÷èñëåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ íàæìåì êëàâè-
øó ââîäà («Shift»+«Enter»), ïîñëå ÷åãî íà
ýêðàíå ïîÿâÿòñÿ:

ñòðîêà ââîäà (input) çà íîìåðîì (%i1) è
ñòðîêà âûâîäà (output) ñ íîìåðîì (%î1).
Â ñòðîêå ââîäà íàõîäèòñÿ èñïîëíÿåìûé
îïåðàòîð, â ñòðîêå âûâîäà � ðåçóëüòàò åãî
èñïîëíåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå â ñòðîêå

âûâîäà ìû âèäèì ÷èñëî 
3

sin
2

3 π= .

Ïðåæäå âñåãî îáðàòèòå âíèìàíèå íà
òî, ÷òî ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå ÷èñ-
ëî, Maxima çíàåò òî÷íîå çíà÷åíèå ñèíóñà

3

π
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìû îáðàòèì-

ñÿ ê íåé, ïîïðîñèâ âû÷èñëèòü 
5

sin
π

                ,

òî Maxima íè÷åãî íå âû÷èñëèò, ïîñêîëü-
êó îíà «íå çíàåò» ýòîãî çíà÷åíèÿ � â îòëè-
÷èå îò ïàêåòà Mathematica, êîòîðûé äàñò

îòâåò 
8

5

8

5 − . Êîíå÷íî, Maxima çíàåò åãî

ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå (ñì. ðèñ. 1).
Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç äâóõ îïåðàòî-

ðîâ â ñòðîêå ââîäà (%i3) ïîðîæäàåò ñâîþ
ñòðîêó âûâîäà.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ïåðâûå ïðàâèëà
ñèíòàêñèñà ïàêåòà Maxima:

� àðãóìåíò îïåðàòîðà ïèøåòñÿ â êðóã-
ëûõ ñêîáêàõ ñðàçó ïîñëå èìåíè ýòîãî îïå-
ðàòîðà;

� èìåíà îïåðàòîðîâ, âû÷èñëÿþùèõ
çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé, ïîõîæè ïî íàïèñàíèþ íà ñòàíäàðò-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôóíêöèé;

� ðàçëè÷íûå îïåðàòîðû â ñòðîêå ââî-
äà îòäåëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà òî÷êîé ñ çà-
ïÿòîé, ïðè ýòîì, åñëè ìû íå õîòèì âèäåòü
íà ýêðàíå ðåçóëüòàò èñïîëíåíèÿ íåêîòî-
ðîãî îïåðàòîðà, òî ïîñëå íåãî ñëåäóåò
ïîñòàâèòü íå òî÷êó ñ çàïÿòîé, à çíàê äîë-
ëàðà;

� ñî çíàêà ïðîöåíòà íà÷èíàþòñÿ ðàç-
íîîáðàçíûå ñëóæåáíûå ñëîâà, â ÷àñòíî-
ñòè, èìåíà ñòàíäàðòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
êîíñòàíò, ê ïðèìåðó, %pi � ýòî π, à %e �
ýòî e;

� â îòëè÷èå îò òî÷êè ñ çàïÿòîé, èãðà-
þùåé ðîëü ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçäåëèòåëÿ,
çàïÿòàÿ ñòàâèòñÿ òàì, ãäå èäåò ïåðå÷èñëå-
íèå (îá ýòîì � ÷óòü äàëüøå) èëè æå äåëà-
åòñÿ óòî÷íåíèå; ê ïðèìåðó, numer â ñòðî-

Ðèñ. 1



7

Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 1. Ââåäåíèå â ïðåäìåò

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

êå ââîäà (%i3) ÷åðåç çàïÿòóþ ïîñëå èìå-
íè êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ îçíà÷àåò âêëþ-
÷åíèå îïðåäåëåííîé îïöèè, â äàííîì ñëó-
÷àå � âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷å-
íèÿ ýòîãî îïåðàòîðà.

Ïðîäîëæèì íàøó ïåðâóþ ñåññèþ (ñì.
ðèñ. 2):

� çíàê äâîåòî÷èÿ îçíà÷àåò ïðèñâîå-
íèå ïåðåìåííîé ñ èìåíåì tabsin çíà÷å-
íèÿ ñëåäóþùåãî çà íåé îïåðàòîðà;

� çíà÷åíèåì îïåðàòîðà makelist ÿâ-
ëÿåòñÿ íåêîòîðûé ñïèñîê, â äàííîì ñëó-
÷àå � ñïèñîê çíà÷åíèé ñèíóñîâ óãëîâ âèäà

6

πk
 ïðè k = 0, 1, ..., 6;

� ðàçëè÷íûå àðãóìåíòû îïåðàòîðà îò-
äåëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà çàïÿòûìè, àðãó-
ìåíòàìè îïåðàòîðà makelist ÿâëÿþòñÿ: âû-
ðàæåíèå, èìÿ èòåðàòîðà, íàèìåíüøåå çíà-
÷åíèå èòåðàòîðà, åãî íàèáîëüøåå çíà÷å-
íèå (ïî óìîë÷àíèþ èòåðàòîð ìåíÿåòñÿ îò
ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ äî íàèáîëü-
øåãî ñ øàãîì 1);

� â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÷åðåç çàïÿ-
òóþ ñòîÿò ýëåìåíòû ñïèñêà;

� äëÿ òîãî ÷òîáû âçÿòü íåêîòîðûé ýëå-
ìåíò íåêîòîðîãî ñïèñêà, íàäî ïîñëå èìå-

íè ýòîãî ñïèñêà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
ïîñòàâèòü åãî íîìåð;

� çâåçäî÷êà îçíà÷àåò çíàê óìíîæåíèÿ;
â îòëè÷èå îò îáû÷íîé çàïèñè ìàòåìàòè-
÷åñêèõ âûðàæåíèé, ïðè çàïèñè ïðîèçâå-
äåíèÿ â ïàêåòå Maxima îïóñêàòü åå íåëüçÿ,
ab � ýòî ïåðåìåííàÿ ñ èìåíåì ab, òîãäà
êàê a * b åñòü ïðîèçâåäåíèå ïåðåìåííûõ
ñ èìåíàìè a è b.

Íàïèñàâ

  ,

ìû ïîëó÷èëè ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç êâàä-
ðàòîâ ýëåìåíòîâ ñïèñêà tabsin. Òàêèì îá-
ðàçîì,

� îáîçíà÷åíèå a^k, êàê îáû÷íî, îç-
íà÷àåò ak � ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ ÷èñëà â
ñòåïåíü;

� ïðè ýòîì, åñëè ïåðåìåííàÿ a åñòü íå-
êîòîðûé ñïèñîê, òî ðåçóëüòàòîì ïðåäûäó-
ùåé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê, ñîñòîÿùèé
èç ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî ñïèñêà.

Îïåðàòîðû-ôóíêöèè, âû÷èñëÿþùèå çíà-
÷åíèÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþò

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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ìàëóþ äîëþ ñðåäè âñåõ îïåðàòîðîâ â ïà-
êåòàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Îñíîâíûìè
ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû, îñóùåñòâëÿþùèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñ-
êèõ âûðàæåíèé îñóùåñòâëÿþò îïåðàòîðû,
ñðåäè êîòîðûõ ïðîñòåéøèìè ÿâëÿþòñÿ:
expand � ðàñêðûòèå ñêîáîê, factor � ðàç-
ëîæåíèå íà ìíîæèòåëè, rat � óïðîùåíèå.
Íà ðèñ. 3 � ïðèìåðû èõ èñïîëüçîâàíèÿ.

Êàê âû âèäèòå, Maxima:

à) âîçâåëà â êâàäðàò âûðàæåíèå 21+ ,

ó÷òÿ ïðè ýòîì, ÷òî ( ) 22
2= ;

á) ñóìåëà ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè 4;

â) ñëîæèëà äâå àëãåáðàè÷åñêèå äðîáè,
ïðîèçâåäÿ ïðè ýòîì åñòåñòâåííîå ñîêðà-
ùåíèå. Äëÿ óïðîùåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êèõ âûðàæåíèé åñòü ñïåöèàëüíûé îïåðà-
òîð trigrat (ñì. ðèñ. 4).

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ Maxima è íå çíà-
åò çíà÷åíèÿ êîñèíóñà îò 9π , îäíàêî îíà
ñìîãëà ñâåðíóòü äàííîå åé âûðàæåíèå ê

çíà÷åíèþ 213cos =π .

Òåïåðü äàâàéòå çàêîí÷èì íàøó ïåðâóþ
ñåññèþ, çàñòàâèâ Maxima «çàáûòü âñå»,
ïîñëå ÷åãî îíà, ê ïðèìåðó, íå áóäåò ïî-
ìíèòü çíà÷åíèå ñïèñêà tabsin.

Àðãóìåíòàìè îïåðà-
òîðà kill ÿâëÿþòñÿ èìå-
íà, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ áó-
äóò óäàëåíû èç ïàìÿòè, à
åñëè â êà÷åñòâå åãî àðãó-
ìåíòà âçÿòî all, òî
Maxima çàáûâàåò çíà÷å-
íèÿ âñåõ èìåí.

Êðîìå òîãî, òåïåðü íóìåðàöèÿ ñòðîê
ââîäà è âûâîäà ñíîâà íà÷íåòñÿ ñ 1.

Îïåðàòîð kill ñòîèò èñïîëüçîâàòü ñ
òåì, ÷òîáû â ïðîâîäèìûõ âû÷èñëåíèÿõ ïðè
ðåøåíèè íîâîé çàäà÷è íå èñïîëüçîâàëèñü
çíà÷åíèÿ ðàíåå íàéäåííûõ ïåðåìåííûõ.
Maxima, êàê âñÿêèé äîñòàòî÷íî ðàçâèòûé
ïàêåò ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé, âïîëíå
ìîæåò ðåøàòü ñòàíäàðòíûå çàäà÷è êàê èç

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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øêîëüíûõ, òàê è èç âóçîâñêèõ ó÷åáíèêîâ
è çàäà÷íèêîâ. Íàäåþñü, ÷òî ñìûñë ïðèâî-
äèìûõ íèæå îïåðàòîðîâ ïîíÿòåí èç èõ
èìåí (ñì. ðèñ. 5).

Îïåðàòîð solve ðåøàåò àëãåáðàè÷åñ-
êèå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû, ïðè ýòîì îí
èìååò äâà àðãóìåíòà. Ïåðâûé èç íèõ � ýòî
ñïèñîê óðàâíåíèé ñèñòåìû, âòîðîé � ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ
ýòó ñèñòåìó íàäî ðåøàòü. Êîíå÷íî, ðàç
ðå÷ü èäåò î ñïèñêàõ, òî èõ ýëåìåíòû â
ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðàâèëîì ñèíòàê-
ñèñà, äîëæíû áûòü çàêëþ÷åíû â êâàäðàò-
íûå ñêîáêè. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ñòðîêà
âûâîäà (%o1) ïîêàçàíà íå ïîëíîñòüþ.

Îïåðàòîð limit âû÷èñëÿåò ïðåäåëû ôóí-
êöèé, åãî àðãóìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ: âûðàæå-
íèå, ïðåäåë êîòîðîãî íàäî íàéòè, ïåðåìåí-
íàÿ, ïî êîòîðîé èùåòñÿ ïðåäåë, çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé, ê êîòîðîìó îíà ñòðåìèòñÿ.

Îïåðàòîð integrate(f(x),x,a,b) âû-

÷èñëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ∫
b

a

dxxf )( .

Íàêîíåö, îïåðàòîð diff íàõîäèò ïðî-
èçâîäíóþ ôóíêöèè. Êñòàòè, âîò âàì íå-
áîëüøîå óïðàæíåíèå. Ïîïðîáóéòå ïîýêñ-
ïåðèìåíòèðîâàòü, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü,
ñ êàêîé æå öåëüþ àâòîð â ñòðîêå ââîäà
(%i4) ïðèìåíÿåò îïåðàòîð óïðîùåíèÿ rat,
âêëþ÷àÿ ïðè ýòîì åãî îïöèþ radcan.

Â ñâÿçè ñ ïðèâåäåííûì ïðèìåðîì âîç-
íèêàåò î÷åíü âàæíàÿ ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ
ñ êîíöåïòóàëüíûì âîïðîñîì � «×òî åñòü
îáðàçîâàíèå, â íàøåì ñëó÷àå � ìàòåìà-
òè÷åñêîå?». Íóæíî ëè óäåëÿòü â øêîëå
ñòîëüêî âíèìàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿì âû-
ðàæåíèé è ïðàâèëàì, ïî êîòîðûì îíè ïðî-
âîäÿòñÿ, ìåòîäàì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è èõ
ñèñòåì, ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
òàê äàëåå è òîìó ïîäîáíîå, åñëè âñå ýòî ñ
ëåãêîñòüþ äåëàåò êîìïüþòåð? Ìîæíî ëè
ðàçðåøàòü øêîëüíèêàì è ñòóäåíòàì
ïîëüçîâàòüñÿ ïàêåòàìè ñèìâîëüíûõ âû÷èñ-
ëåíèé? ×òî îñòàíåòñÿ «â ãîëîâå», åñëè
øêîëüíèê äëÿ ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
çàäà÷è áóäåò ñàäèòüñÿ çà êëàâèàòóðó?

Â ýòîé ñåðèè ñòàòåé àâòîð ïîïûòàåòñÿ
ïîêàçàòü, êàêîâû äîëæíû áûòü ìåòîäè÷åñ-
êèå èäåè èñïîëüçîâàíèÿ ìîùíûõ êîìïü-
þòåðíûõ ñðåäñòâ, ÷òîáû îíè ïîìîãàëè îáó-
÷åíèþ ìàòåìàòèêå.

Îáñóæäåíèå ýòîé ïðîáëåìû íà÷íåì ñ
ðàññìîòðåíèÿ äâóõ çàäà÷, ïðè ðåøåíèè
êîòîðûõ àâòîð äåéñòâèòåëüíî èñïîëüçîâàë
êîìïüþòåð.

Çàäà÷à 1. Ðåøèòå ñèñòåìó

   
222

1
,

1
,

1 x

x
z

z

z
y

y

y
x

−
=

−
=

−
= .

Ðèñ. 6
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Áóäåì ðåøàòü äàííóþ ñèñòåìó «ìåòî-
äîì ïîäñòàíîâêè»: âûðàæåíèå äëÿ y èç
âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîäñòàâèì â ïåðâîå, à
â òî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ, ïîäñòà-
âèì âûðàæåíèå äëÿ z èç òðåòüåãî óðàâíå-
íèÿ äàííîé ñèñòåìû. Êîíå÷íî, ïîëó÷åí-
íîå â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïîäñòàíîâîê óðàâ-
íåíèå íàäî åùå è óïðîñòèòü. Âñå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè «íà áóìàãå»,
íî äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè ðåøåíèÿ è
ãàðàíòèè îò âîçìîæíûõ îøèáîê îáðàòèì-
ñÿ ê ïàêåòó Maxima. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâ-
êó (ðèñ. 6) è óïðîùåíèå

(êîíå÷íî, ðàçóìíåå áûëî áû â ñòðîêå
(%i1) íàïèñàòü ñðàçó rat(x-y/(1-y^2)).

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå

( ) ,0396396 24633579 =−+−=−+− xxxxxxxx

îòêóäà  x = 0 èëè 0396
246 =−+− xxx . Ðå-

øåíèå ( ) ( )0,0,0,, =zyx  áûëî î÷åâèäíî ñ

ñàìîãî íà÷àëà, îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâíå-

íèå øåñòîé ñòåïåíè, êîòîðîå çàìåíîé
2

xu =  ñâîäèòñÿ ê êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

0396
23 =−+− uuu . Ïåðåä òåì, êàê äâèãàòü-

ñÿ äàëüøå, ïîëåçíî ïîñìîòðåòü íà ãðàôèê
åãî ëåâîé ÷àñòè, ñ òåì ÷òîáû ïîíÿòü, ñêîëü-
êî æå êîðíåé îíî èìååò (ðèñ. 7).

Ãðàôèêè ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé
ìîæíî ñòðîèòü òàêæå ïðè ïîìîùè îïåðà-
òîðà plot2d; îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ãðàôèê áóäåò íàõîäèòüñÿ â îò-
äåëüíîì îêíå.

ßñíî âèäíî, ÷òî êîðíåé òðè (îáðàòèòå
âíèìàíèå, ÷òî îñü õ íå ñîâïàäàåò ñ íèæ-
íåé ãðàíèöåé ðèñóíêà) è âñå îíè ïîëîæè-
òåëüíû. Îäíàêî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íå
èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé, òàê ÷òî «ïîä-
áèðàòü» èõ áåññìûñëåííî, äàæå èìåÿ â
ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè êîìïüþòåð. Ìîæíî
íàéòè èõ ïðèáëèæåííî, îäíàêî ïåðâàÿ ïî-
ïûòêà âîñïîëüçîâàòüñÿ îïöèåé numer â
îïåðàòîðå solve äàåò ñòðàííûé îòâåò �
óáåäèòåñü â ýòîì ñàìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé êîðíåé óðàâíå-
íèÿ (ôóíêöèè) ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð
allroots (ðèñ. 8).

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò çíà÷åíèÿ
ux ±= , íàéäåì è èõ (ñì. ðèñ. 9).

Çíàê ïðîöåíòà â àðãóìåíòå îïåðàòîðà
sqrt èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ îçíà÷à-
åò, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ïðèìåíÿåòñÿ ê ðåçóëü-
òàòó èñïîëíåíèÿ ïðåäûäóùåãî îïåðàòîðà.

Ðèñ. 7
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

Ìîæíî áûëî äàòü ÿâíóþ ññûëêó íà
ñòðîêó âûâîäà, óêàçàâ â êà÷åñòâå åãî àð-
ãóìåíòà %o7.

Êñòàòè, íàäåþñü, ÷òî âàñ íå óäèâëÿåò,
÷òî ìû ïðèìåíèëè îïåðàòîð sqrt ê ñïèñêó?

Ïðîäîëæèì ðåøåíèå. Ñëåäóþùèì (åñ-
òåñòâåííûì) øàãîì ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå ïî-
ëó÷åííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâ-
íåíèþ âèäà 03 =++ qpxx  � òàê íàçûâàå-
ìîìó ïðèâåäåííîìó êóáè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ. Ïîñêîëüêó

( ) =−++−−=−+− 398122396
323

uuuuuu

( ) ( ) ,1232
3 −−−−= uu

òî äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó
2−= uw . ×òîáû ïðîâåðèòü ñâîè âû÷èñëå-

íèÿ, îáðàòèìñÿ ê Maxima (ñì. ðèñ. 10).
Âñå âåðíî, ìû ïðèøëè ê óðàâíåíèþ

013
3 =−− ww . Íå êàæåòñÿ ëè âàì, ÷òî âû

óæå âèäåëè ïîõîæåå âûðàæåíèå?! Èç ðå-
çóëüòàòà èñïîëíåíèÿ ïðèâåäåííîãî âûøå
îïåðàòîðà ñòðîêè (%i11) ñëåäóåò, ÷òî îä-

íèì èç êîðíåé óðàâíåíèÿ 
2

1
34

3 =− xx  ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷èñëî 9cosπ . Â íàøåì ñëó÷àå

êîýôôèöèåíò ïðè w3 ðàâåí 1, à íå 4. Îä-

íàêî çàìåíà w = 2v ñâåäåò íàøå óðàâíå-
íèå ê èçâåñòíîìó! Ïîëîæèâ w = 2cost,

ïîëó÷èâ óðàâíåíèå 01cos6cos8
3 =−− tt ,

èëè 
2
13

cos3cos4 =− tt , èëè

2

1
3cos =t , îòêóäà ,2

3
3 kt ππ +±=

èëè 
3

2

9

k
t

ππ +±= , ãäå Ζ∈k .

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ÷èñëà 




 +=

3

2

9
cos2

k
w

k

ππ
, k = 0, 1, 2,

à êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ øåñòîé
ñòåïåíè � ÷èñëà

18

13
cos2,

18

7
cos2,

18
cos2

πππ ±±±=x .

Îòâåò ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîé ôîð-
ìå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè ïðè-
âåäåíèÿ. Êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ ñòåïåíè 9 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x = 0 è

( )
18

16
cos2

π+= k
x , ãäå k = 0, 1, 2, ..., 5.

Îäíàêî èñõîäíàÿ çàäà÷à íå ðåøåíà, ïî-
ñêîëüêó åùå ñëåäóåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ

2
1

k

k
k

x

x
z

−
=  è 

2
1

k

k
k

z

z
y

−
= , ÷òî íå ñîâñåì òðè-

âèàëüíî. ßñíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå çíà-

÷åíèÿ ïåðåìåííûõ y è z äîëæíû ñîâïàñòü
ñ îäíèì èç çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x, íî ñ
êàêèì èìåííî?! «Îçàäà÷üòå» ïîãðàììó
Maxima ýòèì âîïðîñîì (îòâåò áóäåò ïðè-
âåäåí â ñëåäóþùåé ñòàòüå).

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî íàì ïðîñòî ïî-
âåçëî íàéòè óäà÷íóþ çàìåíó â óðàâíåíèè
îòíîñèòåëüíî w, îäíàêî ñïðàâåäëèâ ñëå-
äóþùèé ôàêò. Åñëè êóáè÷åñêîå óðàâíå-
íèå èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, òî
îíè ìîãóò áûòü ÿâíî âûðàæåíû ÷åðåç òðè-
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ãîíîìåòðè÷åñêèå (è îáðàòíûå òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèå) ôóíêöèè, ñì., ê ïðèìåðó, [1:
ñ. 112�113].

Èòàê, â ðåøåíèè çàäà÷è 1 ïàêåò
Maxima èçáàâèë íàñ îò ðóòèííûõ âû÷èñ-
ëåíèé. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåòñÿ
÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé. Â îòëè÷èå îò ïðå-
äûäóùåãî ðàññóæäåíèÿ, ðåøåíèå, êîòîðîå
çäåñü áóäåò ïîëó÷åíî, íèêàê íå áóäåò îïè-
ðàòüñÿ íà «êîìïüþòåðíûé ñ÷åò». Åãî ðîëü,
îäíàêî, î÷åíü âàæíà, è, íàäåþñü, áóäåò ïî-
íÿòíà èç ïîñëåäóþùåãî îáñóæäåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòå ñóììó

1212

2

12

222

+
++

+
+

+ n

n
ctg

n
ctg

n
ctg

πππ
K .

Âíà÷àëå íåìíîãî ïîñ÷èòàåì. Ïðè n = 1
èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå

3

1

3

2 =π
ctg . Ïðè  n = 2 ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü ÿâíûå ôîðìóëû (íî Maxima èõ «íå

çíàåò»), 
5

2
1

5
+=π

ctg  è 
5

2
1

5

2 −=π
ctg ,

ïîýòîìó 2
5

2

5

22 =+ ππ
ctgctg . Îáðàòèìñÿ ê

ïàêåòó (ñì. ðèñ. 11).

Êîíå÷íî, cot � ýòî îïå-
ðàòîð, âû÷èñëÿþùèé çíà÷å-
íèÿ êîòàíãåíñà.

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
ýòîé ñóììû Maxima â ñîñòî-
ÿíèè íàéòè.

Ñîñòàâèì ñïèñîê èç ïðèáëèæåííûõ
çíà÷åíèé èñêîìûõ ñóìì äëÿ n = 2, 3, 4, 5
(ñì. ðèñ. 12).

Îïåðàòîð sum(expr,i,imin,imax) âû÷èñ-
ëÿåò ñóììó, ñëàãàåìûìè êîòîðîé ÿâëÿþò-
ñÿ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ expr, ïðè çíà÷å-
íèÿõ èòåðàòîðà i, ìåíÿþùèõñÿ îò imin äî
imax (ñ øàãîì 1).

Òàêèì îáðàçîì, î÷åíü ïîõîæå íà òî,
÷òî òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïðè n = 3, 4, 5

ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, 5, 
3

28
 è 15. À

ïðî êàêîé æå îïåðàòîð ïàêåòà Maxima «çà-
áûë» àâòîð? Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî ñðàçó
èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð trigrat (ñì. ðèñ. 13).

Èòàê, îòâåò â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîëó-
÷åí, õîòÿ â äàííûé ìîìåíò ìû íå èìååì
íè ìàëåéøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ íè î òîì,
êàêèì æå ýòî áûëî ñäåëàíî îáðàçîì, íè �

è ýòî ãëàâíîå � êàêîâà æå îáùàÿ
ôîðìóëà. Ïîïðîáóåì äîãàäàòüñÿ.
Êàê âû âèäèòå, ïðè n = 1 è n = 4
îòâåò � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ñî
çíàìåíàòåëåì 3.

Çàïèñàâ êàæäóþ èç íàéäåííûõ
ñóìì â âèäå äðîáè ñ òðîéêîé â
çíàìåíàòåëå, ìû ïîëó÷èì äðîáèÐèñ. 11

Ðèñ. 13

Ðèñ. 12



13

Maxima â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â øêîëå. Óðîê 1. Ââåäåíèå â ïðåäìåò

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ: îòêðûòîå ÏÎ â øêîëå

3

11

3

1 ⋅= , 
3

32
2

⋅= , 
3

53
5

⋅= , 
3

74

3

28 ⋅= , 
3

95
15

⋅=

Íå î÷åâèäíî ëè, ÷òî â ÷èñëèòåëÿõ ýòèõ

äðîáåé ñòîÿò ïðîèçâåäåíèÿ ( )12 −⋅ nn ? Åñ-

òåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìååò ìåñòî
ôîðìóëà

( )
.

3

12

1212

2

12

222 −=
+

++
+

+
+

nn

n

n
ctg

n
ctg

n
ctg

πππ
K

Îáðàòèìñÿ ê ïàêåòó Maxima (ñì.
ðèñ. 14) ïðè  n = 6, îæèäàÿ îòâåò: 22.

Ïîëó÷èëîñü! Òåïåðü íå îñòàåòñÿ íèêà-
êèõ ñîìíåíèé â ñïðàâåäëèâîñòè íàéäåí-
íîé ôîðìóëû, õîòÿ åå åùå ïðåäñòîèò äî-
êàçàòü. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà íèêàê íå ñâÿ-
çàíà ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ âûðàæåíèé, à èìååò áîëåå îáùèé
õàðàêòåð. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî çíà÷åíèÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé óäîâëåòâî-
ðÿþò îïðåäåëåííûì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîò-
íîøåíèÿì. Ýòî è åñòü êëþ÷ ê ðåøåíèþ �
íàïèñàòü àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîð-
íÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ó÷àñòâóþùèå â
ñóììå êîòàíãåíñû.

Âñåì èçâåñòíî, ÷òî xxx sincos22sin =  è
xxxx 32

sinsincos33sin −= . Àíàëîãè÷íóþ
ôîðìóëó ìîæíî íàïèñàòü è â îáùåì ñëó-
÷àå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (ñì., ê ïðèìåðó, [1:
ñ. 322�324])
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Ïîäåëèâ åãî ëåâóþ ÷àñòü íà
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÷èñëî, íå êðàòíîå 2n + 1. Çàìåíà xctgt 2=
ïðèâîäèò ê àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
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Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ðàññóæ-
äåíèÿ, åãî êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà
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+
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n

k
ctgt

k

π
, ãäå k = 1, 2, ..., n. Â ñèëó

îáîáùåííûõ ôîðìóë Âèåòà (ñì., ê ïðè-

ìåðó, [1: ñ. 127]), ñóììà êîðíåé ïðîòèâî-

ïîëîæíà êîýôôèöèåíòó ïðè 1−n
t , òàê ÷òî

( )
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12
21

−=+++ nn
ttt
n

K . Èñêîìàÿ ôîðìóëà

äîêàçàíà.
Ïîäâåäåì èòîã.
Ñìûñë âû÷èñëåíèé, ïðîâå-

äåííûõ ïðè ïîìîùè ïàêåòà
Maxima, ñîñòîÿë â òîì, ÷òî ýòîò
ñâîåãî ðîäà «êîìïüþòåðíûé ýê-
ñïåðèìåíò» óêàçàë íàì ÿâíî íà
èòîãîâóþ ôîðìóëó. À åñëè âû
óâåðåíû â ñïðàâåäëèâîñòè íå-
êîòîðîé ôîðìóëû (óòâåðæäåíèÿ), òî èäåÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïîÿâëÿåòñÿ â âàøåì ìîçãó
íàìíîãî áûñòðåå, ÷åì åñëè áû âû â íåé (â
íåì) ñîìíåâàëèñü.

Çàêëþ÷èòåëüíîå çàìå÷àíèå.
Êîíå÷íî, ìû ìîãëè, íå âû÷èñëÿÿ ïðè-

áëèæåííûõ çíà÷åíèé ñóìì (ñì. (%i3)),
óçíàòü èõ òî÷íûå çíà÷åíèÿ (íàïèñàâ ñòðî-

Ðèñ. 14
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êó (%i4)). Îäíàêî äåëî â òîì, ÷òî åñëè
ìû ìîæåì áûòü óâåðåíû, ÷òî ïðèáëèæåí-
íûå çíà÷åíèÿ Maxima íàéäåò áûñòðî, òî
èçíà÷àëüíî ìû íå çíàåì, ñìîæåò ëè îíà
íàéòè èõ òî÷íî � ýòî ãîðàçäî áîëåå ñëîæ-
íàÿ çàäà÷à. Ðàçíèöà åùå è âî âðåìåíè èñ-
ïîëíåíèÿ. Ðåçóëüòàòîì èñïîëíåíèÿ îïåðà-
òîðà time ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ, çàòðà÷åííîå ïðî-
öåññîðîì íà âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî çíà÷åíèÿ. Êàê âû âèäèòå, ðàçíèöà � ðà-
çèòåëüíàÿ.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå
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2. Íàéäèòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû çàäà÷è 1.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 014
4 =−+ xx  (çà-

ïèñàâ ðåøåíèå íà áóìàãå).
4. ×èñëàìè Ôèáîíà÷÷è Fn (n = 1, 2, ...)

íàçûâàþòñÿ ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â
êîòîðîé F1 = 1 è F2 = 1, à âñå ïîñëåäóþùèå
÷èñëà ñòðîÿòñÿ ïî ïðàâèëó Fn = Fn�1+ Fn�2.
Çíà÷åíèåì îïåðàòîðà fib(n) ïàêåòà
Maxima ÿâëÿåòñÿ n-îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è.
Ïðîâåäèòå «êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò»,
â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî äîãàäàéòåñü, êàêîé
áóäåò ñóììà n ïåðâûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.
Äîêàæèòå íàéäåííóþ ôîðìóëó.

5. Äîáàâëåíèå îïöèè simp (óïðîùåíèå)
ê îïåðàòîðó sum (òî åñòü èñïîëüçîâàíèå
îïåðàòîðà simpsum) â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ îáåñïå÷èâàåò íàõîæäåíèå ÿâíûõ ôîð-
ìóë äëÿ ñóìì. Íàéäèòå è äîêàæèòå ôîðìó-
ëó äëÿ ñóìì

à) êâàäðàòîâ;
á) êóáîâ n ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.


