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ÓÑËÎÂÈÅ

Çàäà÷è «Çàäà÷à îòøåëüíèêîâ» è «Ìà-
òåìàòè÷åñêîå ñêàëîëàçàíèå» áûëè ïðåä-
ëîæåíû íà êîíêóðñå ÊÈÎ «Êîíñòðóèðóé,
Èññëåäóé, Îïòèìèçèðóé» â 2009 ãîäó. Êàê
è âî âñåõ çàäà÷àõ êîíêóðñà, â íèõ ïðåä-
ëàãàåòñÿ íàéòè íåêîòîðóþ îïòèìàëüíóþ
êîíñòðóêöèþ, è ïîáåäèòåëÿìè áóäóò òå ó÷à-
ñòíèêè, ÷üå ðåøåíèå îêàæåòñÿ íàèáîëåå
áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó. Äâå ðàññìàòðè-
âàåìûå çàäà÷è áûëè äàíû ó÷àñòíèêàì, ñî-
îòâåòñòâåííî, ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâíåé,
è èõ óñëîâèÿ íåçíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþòñÿ.
Äëÿ íà÷àëà ìû ïðèâåäåì óñëîâèå çàäà÷è
«ìàòåìàòè÷åñêîå ñêàëîëàçàíèå».

Ïðåäïîëîæèì, ìû ðàññòàâëÿåì â êâàä-
ðàòå íåñêîëüêî òî÷åê. Ïðè êàæäîé ðàññòà-
íîâêå òî÷åê ìîæíî íàéòè êðàò÷àéøóþ ëî-
ìàíóþ, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò ýòè òî÷êè (ïðè-
ìåð èç øåñòè òî÷åê è ñîåäèíÿþùåé èõ êðàò-
÷àéøåé ëîìàíîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 1). Òðå-
áóåòñÿ ðàññòàâèòü òî÷êè òàê, ÷òîáû ìèíè-
ìàëüíàÿ ëîìàíàÿ áûëà êàê ìîæíî äëèí-
íåå. Èíòåðôåéñ ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è èçîáðàæåí íà ðèñ. 2 è íà ñ. 2 îá-
ëîæêè æóðíàëà, ýòà ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò
ðàññòàâëÿòü â êâàäðàòå òî÷êè, ñàìîñòîÿòåëü-
íî ñòðîèò ìèíèìàëüíóþ ëîìàíóþ è çàòåì
ïðîâåðÿåò, íå îêàçàëàñü ëè ïîëó÷åííàÿ ëî-
ìàíàÿ äëèííåå ïðåäûäóùèõ. Åñëè äà, òî
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ êàê íàè-
ëó÷øèé ðåçóëüòàò.

Â çàäà÷å «Ìàòåìàòè÷åñêîå ñêàëîëàçà-
íèå» òðåáîâàëîñü ðàññòàâèòü 16 òî÷åê.
Îðèãèíàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïîÿñíÿ-
þùàÿ åå íàçâàíèå, çâó÷àëà òàê: îäíàæäû
äâå êîìàíäû óñòðîèëè ñîðåâíîâàíèå ïî ñêà-
ëîëàçàíèþ ïî íåîáû÷íûì ïðàâèëàì. Îäíà
êîìàíäà çàáèâàåò â ñêàëó 16 êðþ÷üåâ, à
äðóãàÿ ñîåäèíÿåò êðþ÷üÿ âåðåâêîé áåç ïå-
ðåñå÷åíèé òàê, ÷òîáû ïîòîì êàê ìîæíî
ñêîðåå ïðîéòè ïî íåé âåñü ìàðøðóò. Èã-
ðàÿ çà êîìàíäó, çàáèâàþùóþ êðþ÷üÿ, ïîçà-
áîòüòåñü î òîì, ÷òîáû äàæå ñàìûé êî-
ðîòêèé ìàðøðóò, ïðîëîæåííûé ïî íèì, áûë
êàê ìîæíî äëèííåå.

Â «Çàäà÷å îòøåëüíèêîâ», âìåñòî 16
òî÷åê ó÷àñòíèêè ðàññòàâëÿëè 19 òî÷åê-äî-
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Ðèñ. 1. Ìèíèìàëüíàÿ ëîìàíàÿ
äëÿ øåñòè òî÷åê

ìîâ, à âìåñòî ëîìàíîé, ïðîãðàì-
ìà ñòðîèëà êðàò÷àéøóþ ñåòü äî-
ðîã, ñîåäèíÿþùóþ âñå äîìà äðóã
ñ äðóãîì. Èíòåðôåéñ ïðîãðàì-
ìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèâå-
äåííà ðèñ. 3 è íà ñ. 2 îáëîæêè.
Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåí ïðèìåð øå-
ñòè òî÷åê è ìèíèìàëüíîé ñîåäèíÿþùåé èõ
ñåòè äîðîã. Â òåîðèè ãðàôîâ òàêàÿ ñåòü
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì îñòîâíûì äåðå-
âîì. Îðèãèíàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåä-
ëàãàëà ðàññòàâèòü äîìà îòøåëüíèêîâ òàê,
÷òîáû ìàêñèìàëüíî çàòðóäíèòü òðàíñïîð-
òíîå ñîîáùåíèå ìåæäó íèìè, òî åñòü ÷òî-
áû äàæå ìèíèìàëüíàÿ ñåòü äîðîã ìåæäó
äîìàìè áûëà êàê ìîæíî äëèííåå.

Õîòÿ èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà ïðåäëàãàåò
ðàññòàâëÿòü â êâàäðàòå ïðîèçâîëüíûå òî÷-
êè, â êîíêóðñå çàäà÷à áûëà ñäåëàíà äèñê-
ðåòíîé � êâàäðàò áûë ðàçäåëåí
ñåòêîé ðàçìåðà 32 × 32, è ó÷àñ-
òíèêè ìîãëè âûáèðàòü òîëüêî òå
òî÷êè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â óç-
ëàõ ñåòêè.

Ó÷àñòíèêàì íå òðåáîâàëîñü ñàìîñòîÿ-
òåëüíî ñòðîèòü  ìèíèìàëüíûå ëîìàíûå è
ìèíèìàëüíûå îñòîâíûå äåðåâüÿ, çà íèõ ýòî
äåëàëà ïðîãðàììà. Ó÷àñòíèêè ëèøü ðàñ-
ñòàâëÿëè òî÷êè, ÷òîáû ïîëó÷àåìûå ëîìà-
íûå è äåðåâüÿ áûëè êàê ìîæíî äëèííåå.
Íèæå â ñòàòüå ìû îáñóäèì, êàêèå àëãî-
ðèòìû èñïîëüçîâàëèñü â ïðîãðàììå äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíûõ îñòîâíûõ äåðåâü-
åâ è ëîìàíûõ. Îñòîâíîå äåðåâî ìîæíî çàï-
ðîñòî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ
êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, à âîò ïîñòðîå-

Ðèñ. 2. Èíòåðôåéñ ïðîãðàììû «Ìàòåìàòè÷åñêîå ñêàëàëàçàíèå»

Ðèñ. 3. Èíòåðôåéñ ïðîãðàììû «Çàäà÷à îòøåëüíèêîâ»

Ðèñ. 4. Ìèíèìàëüíîå
îñòîâíîå äåðåâî
äëÿ øåñòè òî÷åê
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Ðèñ. 6. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
äëÿ ïÿòè òî÷åê

íèå ìèíèìàëüíîé ëîìàíîé � íåòðèâèàëü-
íàÿ çàäà÷à.

Ïîìèìî ïðî÷åãî ìû îáñóäèì ïîëó÷åí-
íûå ó÷àñòíèêàìè ðåçóëüòàòû, ïîñìîòðèì,
êàê ìîæíî áûëî áû èñêàòü ðåøåíèå çàäà-
÷è àâòîìàòè÷åñêè íà êîìïüþòåðå, à äëÿ
íà÷àëà ïîïðîáóåì ðåøèòü çàäà÷è â ïðî-
ñòåéøèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êîëè÷åñòâî òî÷åê
íå ïðåâîñõîäèò ïÿòè.

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
Ñ ÌÀËÅÍÜÊÈÌ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÎÌ ÒÎ×ÅÊ

Ìîæíî ëè ðåøèòü ïðåäëîæåííûå çà-
äà÷è íàïðÿìóþ? Òî åñòü ïðèâåñòè íåêîòî-
ðîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê è äîêàçàòü, ÷òî
îíî îïòèìàëüíî? Âðÿä ëè, âî âñÿêîì ñëó-
÷àå, ýòî ñîâñåì íå ïðîñòî. Óæå äëÿ 5 òî-
÷åê â çàäà÷å îòøåëüíèêîâ ðåøåíèå íå î÷å-
âèäíî, � ìû óâèäèì ýòî íèæå. ×òî æå ãî-
âîðèòü î 16 è 19 òî÷êàõ â çàäà÷àõ èç êîí-
êóðñà! Ðàññóæäåíèÿ óñëîæíÿåò òîò ôàêò,
÷òî ìàëåéøåå èçìåíåíèå êàðòèíû ðàñïî-
ëîæåíèÿ òî÷åê ìîæåò çíà÷èòåëüíî èçìå-
íèòü ñîîòâåòñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ ëîìà-
íóþ è ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî.
Ïðèìåð ïðèâåäåí íà ðèñ. 5, äîñòàòî÷íî
ñäâèíóòü îäíó òî÷êó ââåðõ, è ìèíèìàëü-
íàÿ ëîìàíàÿ íà÷èíàåò îáõîäèòü òî÷êè ñî-
âñåì ïî äðóãîìó ìàðøðóòó.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê
êëàññó îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ãäå íå
ïðèõîäèòñÿ íàäåÿòüñÿ íà íàõîæäåíèå òî÷-
íîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Çàäà÷ó íàäî
ðåøàòü ëèáî ýêñïåðèìåíòàìè ñ ïîäáîðîì
ðåøåíèÿ (êàê è áûëî ïðåäëîæåíî äåéñòâî-
âàòü ó÷àñòíèêàì), ëèáî ìîæíî çàïóñòèòü

àâòîìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè, èçó-
÷àåìûå â ðàçäåëå èíôîðìàòèêè ñ íàçâà-
íèåì Èñêóññòâåííûé Èíòåëëåêò. Îíè äà-
äóò, âîçìîæíî, íå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå,
íî õîòÿ áû áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó. Ïðè-
ìåðàìè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ìîãóò ñëó-
æèòü ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, ìåòîä
îòæèãà, ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì. Íèæå ìû
îáñóäèì ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé
íåñëîæíî ðåàëèçîâàòü, è îí ðåøàåò çàäà-
÷ó, íàõîäÿ ïðè ýòîì ðåøåíèÿ, ïîõîæèå
íà íàèëó÷øèå ðåøåíèÿ ó÷àñòíèêîâ.

Äàâàéòå íàéäåì òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è â ñëó÷àå íåáîëüøîãî ÷èñëà òî÷åê. Åñëè
ìû ðàññòàâëÿåì â êâàäðàòå äâå òî÷êè, òî
â îáåèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîé áóäåò ðàñ-
ñòàíîâêà ýòèõ òî÷åê â ïðîòèâîïîëîæíûõ
óãëàõ êâàäðàòà. Äåéñòâèòåëüíî, ãëàâíàÿ
äèàãîíàëü � ñàìûé äëèííûé îòðåçîê âíóò-
ðè êâàäðàòà. Ïðè ðàññòàíîâêå òðåõ òî÷åê,
âèäèìî, îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì îáåèõ
çàäà÷ áóäåò ïîñòàâèòü äâå òî÷êè â âåðøè-
íû îäíîé èç ñòîðîí êâàäðàòà, à òðåòüþ
òî÷êó � íà ñåðåäèíó ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-
ðîíû. Â ñëó÷àå ÷åòûðåõ òî÷åê îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå î÷åâèäíî � ýòî ðàññòàíîâêà
òî÷åê â âåðøèíàõ êâàäðàòà.

À ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè òî÷åê 5? Òóò
êàðòèíà ìåíÿåòñÿ, è çàäà÷è îòøåëüíèêà è
ìàòåìàòè÷åñêîãî ñêàëîëàçàíèÿ èìåþò ðàç-
íûå îïòèìàëüíûå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê. Áó-
äåì èñêàòü ðåøåíèå ñðåäè ðàñïîëîæåíèé,
â êîòîðûõ 4 òî÷êè íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ
êâàäðàòà. Îñòàåòñÿ ïîäîáðàòü ïîçèöèþ äëÿ
ïÿòîé òî÷êè. Â ñëó÷àå çàäà÷è î ìèíèìàëü-
íîé ëîìàíîé íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïÿòàÿ
òî÷êà äîëæíà íàõîäèòüñÿ ðîâíî â öåíòðå
êâàäðàòà, ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 6.

Ðèñ. 5. Ñäâèã îäíîé òî÷êè ââåðõ çíà÷èòåëüíî èçìåíÿåò
ìàðøðóò ìèíèìàëüíîé ëîìàíîé
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Ðèñ. 7. Îáëàñòè, â êîòîðûõ ìèíèìàëüíûå
îñòîâíûå äåðåâüÿ óñòðîåíû îäèíàêîâî

Ïî÷åìó òî÷êà íàõîäèòñÿ â öåíòðå?
Äåéñòâèòåëüíî, ìèíèìàëüíàÿ ëîìàíàÿ óñò-
ðîåíà òàê, ÷òî îíà ïðîõîäèò ïî òðåì ñòî-
ðîíàì êâàäðàòà, à ïîòîì ñîåäèíÿåò îäíó
èç âåðøèí ñ òî÷êîé âíóòðè. Ìèíèìàëüíàÿ
ëîìàíàÿ áóäåò ñîåäèíÿòü âíóòðåííþþ òî÷-
êó ñ áëèæàéøåé âåðøèíîé êâàäðàòà, è,
ðàñïîëàãàÿ òî÷êó â öåíòðå, ìû óäàëÿåì
åå, íàñêîëüêî âîçìîæíî, îò âñåõ âåðøèí
êâàäðàòà.

À ÷òî åñëè ðåøàòü çàäà÷ó îòøåëüíè-
êîâ, ãäå âìåñòî ëîìàíîé ñòðîèòñÿ ìèíè-
ìàëüíîå äåðåâî? Ïîìåñòèì òî÷êó â öåíòð.
Ìèíèìàëüíîå äåðåâî � ýòî 4 îòðåçêà, ñî-
åäèíÿþùèå âíóòðåííþþ òî÷êó ñ ÷åòûðüìÿ
âåðøèíàìè êâàäðàòà. Íåñëîæíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ïðè íåáîëüøîì ñäâèãå âíóòðåí-
íåé òî÷êè, óñòðîéñòâî ìèíèìàëüíîãî îñ-
òîâíîãî äåðåâà íå èçìåíÿåòñÿ, òî åñòü îíî
ïðîäîëæàåò ñîñòîÿòü èç ÷åòûðåõ îòðåçêîâ,
èäóùèõ èç öåíòðà â âåðøèíû. Íî âîò äëèíà
ýòîãî äåðåâà óâåëè÷èâàåòñÿ.

Èòàê, ðàñïîëîæåíèå ñ íàõîäÿùåéñÿ â
öåíòðå ïÿòîé òî÷êîé íå îïòèìàëüíî. Íî
ãäå òîãäà äîëæíà íàõîäèòüñÿ ïÿòàÿ òî÷êà?
Ìû ïðèâåäåì îòâåò è, âìåñòî äîêàçàòåëü-
ñòâà, îñòàíîâèìñÿ íà ðàññóæäåíèÿõ, ïî-
ÿñíÿþùèõ, îòêóäà áåðåòñÿ òàêîé íåîæè-
äàííûé îòâåò.

Íàì íåîáõîäèìî âñïîìíèòü àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äå-
ðåâà. Àëãîðèòìû Ïðèìà è Êðàñêàëà õî-
ðîøî îïèñàíû â ëèòåðàòóðå, è ìû íå áó-
äåì ïîäðîáíî ïîâòîðÿòü èõ óñòðîéñòâî. Â
äâóõ ñëîâàõ àëãîðèòì Êðàñêàëà óñòðîåí
ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáèðàåì ïàðó ñà-
ìûõ áëèçêèõ òî÷åê è ñîåäèíÿåì èõ îòðåç-
êîì. Äàëåå âûáèðàåì äðóãóþ ïàðó ñàìûõ
áëèçêèõ òî÷åê èç åùå íå ñîåäèíåííûõ è
ñîåäèíÿåì èõ îòðåçêîì. Ïðîäîëæàåì ïðî-
öåññ, ïîêà âñå òî÷êè íå áóäóò ñîåäèíåíû
â åäèíóþ ñåòü. Åñëè â ïðîöåññå îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî íàäî ïðîâåñòè îòðåçîê, êîòîðûé
çàìûêàåò öèêë èç îòðåçêîâ, òî ýòîò îòðå-
çîê ïðîïóñêàåòñÿ è íå äîáàâëÿåòñÿ â ñåòü.

Êàê áóäåò ðàáîòàòü àëãîðèòì Êðàñêà-
ëà â íàøåì ñëó÷àå? Ïîñìîòðèì íà ÷åòûðå
îòðåçêà, âåäóùèå èç öåíòðàëüíîé òî÷êè â
âåðøèíû. Òå èç îòðåçêîâ, êîòîðûå êîðî-

÷å ñòîðîíû êâàäðàòà, áóäóò äîáàâëåíû â
äåðåâî â ïåðâóþ î÷åðåäü. Òå èç îòðåçêîâ,
êîòîðûå äëèííåå ñòîðîíû êâàäðàòà äîáàâ-
ëåíû íå áóäóò, à âìåñòî íèõ â äåðåâî ïî-
ïàäóò ñàìè ñòîðîíû. Íà ðèñ. 7 ïðîâåäåíû
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â âåðøèíàõ êâàä-
ðàòà è ðàäèóñîì, ðàâíûì äëèíå ñòîðîíû
êâàäðàòà. Îíè ðàçáèâàþò êâàäðàò íà îá-
ëàñòè, â êîòîðûõ, èñõîäÿ èç âûøåñêàçàí-
íîãî, ìèíèìàëüíûå îñòîâíûå äåðåâüÿ óñò-
ðîåíû îäèíàêîâî. Äåéñòâèòåëüíî, îáëàñòü
âíóòðè îêðóæíîñòè � ýòî ìíîæåñòâî òî-
÷åê, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé âåðøèíû ìåíüøå ñòîðîíû êâàä-
ðàòà.

×òîáû íàéòè òåïåðü îïòèìàëüíóþ òî÷-
êó, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü êàæäóþ èç
îáëàñòåé â îòäåëüíîñòè, íàïðèìåð, ïîñìîò-
ðèì íà ñàìóþ ìàëåíüêóþ èç îáëàñòåé, òó,
êîòîðàÿ ïðèëåãàåò ê ñòîðîíå êâàäðàòà. Îï-
òèìàëüíûì äëÿ ýòîé îáëàñòè áóäåò âûáîð
òî÷êè, äëÿ êîòîðîé ñóììà ðàññòîÿíèé äî
äâóõ ñîîòâåòñòâåííûõ âåðøèí ìàêñèìàëü-
íà. Î÷åâèäíî èç ðèñóíêà, ÷òî îïòèìàëü-
íîé òî÷êîé áóäåò òà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â
âåðøèíå îáëàñòè (îáîçíà÷åíà êðóæêîì).
Äëÿ ñðåäíåé îáëàñòè íåîáõîäèìî âûáðàòü
òî÷êó, ñóììà ðàññòîÿíèé äî âñåõ ÷åòûðåõ
âåðøèí èç êîòîðîé ìàêñèìàëüíà. Ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî òàêæå âåðøèíà îáëàñ-
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òè, íàïðèìåð òî÷êà îáîçíà÷åííàÿ êðóæ-
êîì. Äëÿ îñòàâøåéñÿ îáëàñòè, ïðèëåãàþ-
ùåé ê âåðøèíå, íåîáõîäèìî ìàêñèìèçè-
ðîâàòü ñóììó ðàññòîÿíèé äî òðåõ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âåðøèí. Ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî îïÿòü ïîëó÷àåòñÿ âåðøèíà îáëàñòè, òî
åñòü òî÷êà, îáîçíà÷åííàÿ êðóæêîì. Èòàê,
ðåøåíèå çàäà÷è � ýòî òî÷êà, îáîçíà÷åí-
íàÿ êðóæêîì, íà ðèñ. 8 îíà èçîáðàæåíà
áîëåå äåòàëüíî.

Íà ðèñ. 8 îáîçíà÷åíû ðàâíûå îòðåç-
êè, îáîçíà÷åí óãîë â 60°, ïîëó÷àþùèéñÿ
êàê óãîë ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.
Òàêæå îáîçíà÷åí óãîë â 15° (ïðîâåðüòå,
÷òî îí äåéñòâèòåëüíî ðàâåí 15°).

Èòàê, ìû ïðèâåëè îòâåò äëÿ çàäà÷è îò-
øåëüíèêîâ â ñëó÷àå ïÿòè òî÷åê. Îí îêà-
çàëñÿ íåòðèâèàëüíûì è îòëè÷àþùèìñÿ îò
îòâåòà äëÿ çàäà÷è î ñêàëîëàçå â ñëó÷àå
ïÿòè òî÷åê.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ Ó×ÀÑÒÍÈÊÎÂ

Òåïåðü ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ó÷àñòíè-
êîâ, êîòîðûå îíè ïîëó÷èëè, ðåøàÿ çàäà÷ó
îòøåëüíèêîâ ñ 19 òî÷êàìè (ïåðâûé óðî-
âåíü) è çàäà÷ó ñêàëîëàçà ñ 16 òî÷êàìè (âòî-
ðîé óðîâåíü). Èç ïî÷òè 600 ó÷àñòíèêîâ
ïåðâîãî óðîâíÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïî-
ëó÷èëè 2 ÷åëîâåêà. Ýòî ñåòü äîðîã äëèíû
~169,05 (ðàçìåð êâàäðàòà ñ÷èòàåòñÿ ðàâ-
íûì 32 íà 32). Ýòî ðåøåíèå ïðèâåäåíî
íà îáëîæêå. Ðåçóëüòàòû ó÷àñòíèêîâ ðàñ-
ïðåäåëèëèñü ðàâíîìåðíî:

Äëèíà áîëåå 169 2 ÷åëîâåêà
Îò 168 äî 169 11 ÷åëîâåê
Îò 167 äî 168 27 ÷åëîâåê
Îò 166 äî 167 22 ÷åëîâåêà
Îò 165 äî 166 34 ÷åëîâåêà
Îò 164 äî 166 24 ÷åëîâåêà
Îò 163 äî 164 20 ÷åëîâåê
Îò 162 äî 163 25 ÷åëîâåê
Îò 161 äî 162 30 ÷åëîâåê
161 è ìåíåå 400 ÷åëîâåê
ßâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷åííîå ó÷àñòíèêàìè

ðåøåíèå ñ äëèíîé 169,05 îïòèìàëüíûì?
Âîçìîæíî. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, æþðè íå
ñìîãëî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ëó÷øå.

Â çàäà÷å âòîðîãî óðîâíÿ «ìàòåìàòè-
÷åñêîå ñêàëîëàçàíèå» ðåçóëüòàòû âûãëÿ-
äåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì: èç 440 ó÷àñò-
íèêîâ ëó÷øåå ðåøåíèå ïîëó÷èëè 44 ÷å-
ëîâåêà. Ýòî ëîìàíàÿ äëèíû ~169,36. Ðå-
øåíèå èçîáðàæåíî íà îáëîæêå. Äàëåå ïðè-
âåäåíî ðàñïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòîâ îñòàâ-
øèõñÿ ó÷àñòíèêîâ:

Äëèíà áîëåå 169 57 ÷åëîâåê
Îò 168 äî 169 2 ÷åëîâåêà
Îò 167 äî 168 8 ÷åëîâåê
Îò 166 äî 167 11 ÷åëîâåê
Îò 165 äî 166 6 ÷åëîâåê
Îò 164 äî 166 23 ÷åëîâåêà
Îò 163 äî 164 21 ÷åëîâåê
Îò 162 äî 163 23 ÷åëîâåê
Îò 161 äî 162 18 ÷åëîâåê
161 è ìåíåå 270 ÷åëîâåê

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ
ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ËÎÌÀÍÎÉ

Ïðîãðàììà ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàòåìà-
òè÷åñêîì ñêàëîëàçàíèè ñàìîñòîÿòåëüíî
ñòðîèëà ìèíèìàëüíóþ ëîìàíóþ, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè. Ýòà çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, è õîðîøåãî àëãî-
ðèòìà äëÿ íåå íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëü-
íî, ó÷àñòíèêè ìîãëè çàìåòèòü, ÷òî êàæ-
äûé ðàç, êîãäà ïðîãðàììå íåîáõîäèìî
áûëî ïîñòðîèòü ëîìàíóþ, îíà çàìèðàëà íà
äîëþ ñåêóíäû.

Çàäà÷à íàïîìèíàåò èçâåñòíóþ NP-òðóä-
íóþ çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà. Â çàäà÷å êîì-
ìèâîÿæåðà äàíû íåñêîëüêî ãîðîäîâ, çà-
äàíû ñòîèìîñòè ïðîåçäà ìåæäó êàæäîé

Ðèñ. 8. Ðåøåíèå çàäà÷è îòøåëüíèêîâ
äëÿ ïÿòè òî÷åê
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ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

ïàðîé ãîðîäîâ è òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü çàì-
êíóòûé ìàðøðóò, èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ
ñòîèìîñòü è ïðîõîäÿùèé ïî âñåì ãîðî-
äàì ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Íàøà çàäà÷à
îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ìàðøðóò
íàäî ñòðîèòü íå çàìêíóòûé, à  âî-âòîðûõ,
öåíû ìåæäó ãîðîäàìè çàäàíû íå ïðîèçâîëü-
íî, à ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè (åâêëèäîâûìè)
ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
òî÷êàìè. Âñå ýòè èçìåíåíèÿ íå óïðîùàþò
çàäà÷ó, è îíà îñòàåòñÿ NP-òðóäíîé.

Êàê æå âñå-òàêè ïîñòðîèòü ìèíèìàëü-
íóþ ëîìàíóþ? Ìû ðàññìîòðèì òðè àëãî-
ðèòìà: ïîëíûé ïåðåáîð âîçìîæíûõ ëîìà-
íûõ, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, à òàêæå äè-
íàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ïðîãðàì-
ìà êîíêóðñà ÊÈÎ èñïîëüçîâàëà òðåòèé
ìåòîä, åãî ìû îáñóäèì ïîäðîáíî, à îá
îñòàëüíûõ ñêàæåì òîëüêî íåñêîëüêî ñëîâ.

ÏÎËÍÛÉ ÏÅÐÅÁÎÐ

Ñàìûé ïðîñòîé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðè-
õîäèò â ãîëîâó, ýòî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæ-
íûå ëîìàíûå. Ñêîëüêî èõ? Êàæäàÿ ëîìà-
íàÿ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâ-
êå òî÷åê, è åñëè ó íàñ åñòü 16 òî÷åê, òî
íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü î÷åíü ìíîãî âàðè-
àíòîâ, à èìåííî 16! = 20 922 789 888 000.
Êîìïüþòåð ñïîñîáåí ïðîäåëàòü íåñêîëü-
êî äåñÿòêîâ ìèëëèîíîâ ïðîñòûõ âû÷èñëå-
íèé çà íåçàìåòíûé îòðåçîê âðåìåíè, íî
íèêàê íå 20  òðèëëèîíîâ âû÷èñëåíèé.
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ëîìà-
íûõ â äâà ðàçà ìåíüøå, ïîòîìó ÷òî ëîìà-
íàÿ íå èìååò íàïðàâëåíèÿ, è äâå ïåðåñòà-
íîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ ÷òåíèåì ñ êîíöà â
íà÷àëî, çàäàþò îäíó è òó æå ëîìàíóþ. Íî
ýòî íàáëþäåíèå íå ïîìîãàåò ñäåëàòü ïå-
ðåáîð îñóùåñòâèìûì.

ÌÅÒÎÄ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ

Äðóãîé ïîäõîä, òðàäèöèîííî èñïîëü-
çóåìûé äëÿ çàäà÷, áëèçêèõ çàäà÷å êîììè-
âîÿæåðà, � ýòî ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö. Ïðî-
ãðàììà êîíêóðñà ÊÈÎ íå èñïîëüçîâàëà
ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö òîëüêî ïîòîìó, ÷òî
âðåìÿ åãî ðàáîòû íåïðåäñêàçóåìî è ìî-
æåò çíà÷èòåëüíî èçìåíÿòüñÿ. Â óäà÷íîé

ñèòóàöèè ïðîãðàììà áóäåò ñ÷èòàòü äîëþ
ñåêóíäû, â íåóäà÷íîé � äî íåñêîëüêèõ
ñåêóíä, ÷òî íåïðèåìëåìî. Íåñìîòðÿ íà ýòó
îñîáåííîñòü, â  ðåàëüíûõ çàäàõ èñïîëüçó-
åòñÿ èìåííî ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ïîòî-
ìó ÷òî îí îêàçûâàåòñÿ îñóùåñòâèì äëÿ
áîëüøîãî ÷èñëà òî÷åê, â îòëè÷èå îò äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðîå
îñóùåñòâèìî òîëüêî åñëè òî÷åê íå áîëåå
16 èëè 17.

Ïîïðîáóåì îïèñàòü â îáùèõ ÷åðòàõ
ðàáîòó ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. ×òåíèå
ýòîé ÷àñòè ïîòðåáóåò îò ÷èòàòåëÿ áîëåå
ãëóáîêîãî çíàêîìñòâà ñ òåîðèåé ãðàôîâ è
àëãîðèòìîâ.  Èòàê, ïóñòü íàäî ïðîâåñòè
ëîìàíóþ ÷åðåç íåñêîëüêî òî÷åê. Ðàññìîò-
ðèì ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî � ýòî òî÷-
êè, è êàæäàÿ ïàðà âåðøèí ñîåäèíåíà ðåá-
ðîì, âåñ êîòîðîãî ðàâåí ðàññòîÿíèþ ìåæ-
äó òî÷êàìè. Çàìåòèì, ÷òî ïóòü ÷åðåç âñå
âåðøèíû ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûì äåðåâîì, ïî-
ýòîìó, åñëè ìû ïîñòðîèì ìèíèìàëüíîå
îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà, ìû ïîëó÷èì îöåí-
êó ñíèçó äëèíû ïóòè. (Äðóãèìè ñëîâàìè,
ëþáîé ïóòü ÷åðåç âñå âåðøèíû íå êîðî÷å
ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà).

Èòàê, ïîñòðîèì ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå
äåðåâî. Åñëè îíî îáðàçóåò ïóòü � çàäà÷à
ðåøåíà. Åñëè íåò, òî íàéäåòñÿ âåðøèíà,
èç êîòîðîé âûõîäèò ìèíèìóì 3 ðåáðà �
e1, e2, e3, ... Ìû çíàåì, ÷òî â èñêîìîì
ïóòè íå ìîãóò îñòàòüñÿ âñå ýòè ðåáðà, ïî-
ýòîìó ïðåäñòàâèì âñå ìíîæåñòâî âîçìîæ-
íûõ ëîìàíûõ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåñêîëü-
êèõ ïîäìíîæåñòâ. Â ïåðâîå ïîäìíîæåñòâî
âîéäóò ëîìàíûå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò
ðåáðî e1, âî âòîðîå ïîäìíîæåñòâî � òå
ëîìàíûå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ðåáðî e2,
è òàê äàëåå. Ðàçäåëåíèå íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé íà íåñêîëüêî ïîäìíî-
æåñòâ íàçûâàåòñÿ âåòâëåíèåì.

Çàòåì ìû ìîæåì îöåíèòü äëèíó ìèíè-
ìàëüíîé ëîìàíîé â êàæäîì èç ïîäìíî-
æåñòâ, äëÿ ÷åãî îïÿòü íàäî ïîñòðîèòü ìè-
íèìàëüíûå îñòîâíûå äåðåâüÿ, ó÷èòûâàÿ,
êîíå÷íî, ÷òî íåêîòîðûå ðåáðà îòñóòñòâó-
þò, è èõ ïðîâîäèòü íåëüçÿ. Ïóñòü, äëÿ ïðè-
ìåðà, â ïåðâîì ïîäìíîæåñòâå ïîëó÷èëîñü
äåðåâî ðàçìåðà 10, âî âòîðîì � 20, à â
òðåòüåì � 30. Ïðè ýòîì ïóñòü äåðåâî âî
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âòîðîì ïîäìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ ïóòåì. Ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ëîìàíàÿ äëèíû
20. Òðåòüå ìíîæåñòâî ðåøåíèé íàñ áîëü-
øå íå èíòåðåñóåò, ïîòîìó ÷òî â íåì íè-
êàê íå ïîëó÷èòñÿ íàéòè ëîìàíóþ êîðî÷å
30. À âîò â ïåðâîì ìíîæåñòâå, âîçìîæíî,
åñòü ðåøåíèå. Ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé
íàäî âåòâèòü äàëüøå, òî åñòü ñíîâà ðàçäå-
ëèòü íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ.

Ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö
ðàçëè÷àþòñÿ òåì, â êàêîì ïîðÿäêå âûáè-
ðàþòñÿ ìíîæåñòâà äëÿ âåòâëåíèÿ. Â ïðè-
âåäåííîì ïðèìåðå âûáîðà íå áûëî, îñòà-
âàëîñü òîëüêî îäíî ìíîæåñòâî äëÿ ïðî-
äîëæåíèÿ ðàáîòû. Íî âîò åñëè áû íàì íå
ïîâåçëî, è äåðåâî èç âòîðîãî ìíîæåñòâà
íå îêàçàëîñü áû ïóòåì, ïðèøëîñü áû âû-
áèðàòü, êàêîå èç òðåõ ïîëó÷åííûõ ìíî-
æåñòâ âåòâèòü. Î÷åâèäíàÿ ýâðèñòèêà � âåò-
âèòü òî ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïðåäëàãàåò
ñàìóþ ìàëåíüêóþ îöåíêó íà ðàçìåð ðå-
øåíèÿ. Ýòî âîçìîæíàÿ ñòðàòåãèÿ, íî îíà
òðåáóåò õðàíèòü â ïàìÿòè âñå ïîñòðîåí-
íûå íà äàííûé ìîìåíò ìíîæåñòâà. Äðó-
ãèå ñòðàòåãèè äåéñòâóþò ìåòîäàìè, áëèç-
êèìè ê ïîèñêó â ãëóáèíó, ïîýòîìó íàìíî-
ãî ìåíåå òðåáîâàòåëüíû ê ïàìÿòè, íî è
îòâåò ïðè ýòîì íàõîäÿò íå òàê áûñòðî.

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåé ëîìàíîé
áûëî èñïîëüçîâàíî äèíàìè÷åñêîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ òî÷åê çà M, îáîçíà÷èì çà D(U, u) �
äëèíó êðàò÷àéøåé ëîìàíîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç âñå òî÷êè ìíîæåñòâà U è íà÷èíàþ-
ùåéñÿ â òî÷êå u. Çäåñü U � ýòî íåñêîëüêî
òî÷åê, òî åñòü ïîäìíîæåñòâî M, à u � îäíà
èç òî÷åê ïîäìíîæåñòâà U.

Êàê âû÷èñëèòü D äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ? Âî-ïåðâûõ, î÷åâèä-
íûì îáðàçîì âû÷èñëÿþòñÿ D(U, u) äëÿ U,
ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ òàêèõ
çíà÷åíèé D({u}, u) = 0. Äàëåå, ÷òîáû âû-
÷èñëèòü D(U + v, v), ãäå ïëþñ îáîçíà÷àåò
äîáàâëåíèå òî÷êè ê ìíîæåñòâó, íåîáõî-
äèìî ïîïðîáîâàòü ñîåäèíèòü òî÷êó v ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî ñî âñåìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà
U è âûáðàòü ìèíèìàëüíóþ èç ïîëó÷àþùèõ-
ñÿ ëîìàíûõ. Ôîðìàëüíî:

D(U + v, v) = minu èç U {D(U, u) + dist(u, v)}.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè-

÷èâàÿ ðàçìåð ìíîæåñòâà U, ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü çíà÷åíèÿ D äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïà-
ðàìåòðîâ.

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü êðàò÷àéøóþ ëî-
ìàíóþ ÷åðåç òî÷êè ìíîæåñòâà M. Âûáå-
ðåì èç D(M, m1), D(M, m2), D(M, m3) ...
ñàìîå ìàëåíüêîå ÷èñëî (çäåñü mi � ýòî òî÷-
êè ìíîæåñòâà M). Ýòî ÷èñëî è åñòü äëèíà
ñàìîé êîðîòêîé ëîìàíîé. Äàëåå, ëîìàíóþ
ìîæíî âîññòàíîâèòü. Íà÷èíàåòñÿ îíà, åñ-
òåñòâåííî, â òîì ñàìîì mi, äëÿ êîòîðîãî
D(M, mi) îêàçàëîñü ìèíèìàëüíûì. Ñëåäó-
þùàÿ âåðøèíà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïåðåáî-
ðîì, ò.å. íàäî ïîïðîáîâàòü ñîåäèíèòü mi
ñî âñåìè îñòàâøèìèñÿ òî÷êàìè è ïîñìîò-
ðåòü, â êàêîì èç ñëó÷àåâ äëèíà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ëîìàíîé îêàæåòñÿ ñîâïàäàþùåé
ñ äëèíîé ìèíèìàëüíîé ëîìàíîé. Ïîñëå
òîãî êàê íàéäåíû äâå òî÷êè ëîìàíîé, àíà-
ëîãè÷íî íàõîäèòñÿ òðåòüÿ òî÷êà, è ïðî-
öåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íå áóäóò íàéäå-
íû âñå òî÷êè ëîìàíîé.

Îöåíèì êîëè÷åñòâî ïàìÿòè, êîòîðîå
òðåáóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ëî-
ìàíîé èç n òî÷åê. Êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ
U ìíîæåñòâà M ðàâíî 2n. Íî ó D(|U|, u)
åñòü âòîðîé ïàðàìåòð, êîòîðûé ïðèíèìà-
åò â õóäøåì ñëó÷àå îäíî èç n çíà÷åíèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàáîòû ïðîãðàììû
íåîáõîäèìî õðàíèòü ïîðÿäêà n2n âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà çàíèìàþò â ïàìÿòè ïðè-
ìåðíî 10 áàéòîâ, òî ïîëó÷àåòñÿ, äëÿ ðà-
áîòû ïðîãðàììû ñ 16 òî÷êàìè íåîáõîäè-
ìà ïàìÿòü îêîëî 10 ìåãàáàéò. Â ñëó÷àå 17
òî÷åê � 20 ìåãàáàéò, à 18 òî÷åê � ïî÷òè
50 ìåãàáàéò.

ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Êàê óæå áûëî íàïèñàíî, âðÿä ëè çàäà-
÷è çàäà÷è îòøåëüíèêîâ è ñêàëîëàçîâ ìîæ-
íî ðåøèòü òî÷íî. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ,
âìåñòî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, èíòåðåñíî
ïîëó÷èòü õîòÿ áû ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê îï-
òèìàëüíûì. Èìåííî ýòî ñäåëàëè ó÷àñòíè-
êè êîíêóðñà, íî êàê ìîæíî áûëî áû ïî-
ëó÷èòü ðåøåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè?
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ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

Ïîñîâ Èëüÿ Àëåêñàíäðîâè÷,
àññèñòåíò êàôåäðû ÂÌ�2
ÑÏáÃÝÒÓ «ËÝÒÈ».

Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì � ýòî îäèí èç
ìíîãî÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Â
äàííîé çàäà÷å îí èíòåðåñåí òåì, ÷òî åãî
íåòðóäíî ðåàëèçîâàòü, ïðè ýòîì îí ñðàçó
æå âûäàåò ðåçóëüòàòû, õîòü è íå ïðåâîñ-
õîäÿùèå ëó÷øèå ðåøåíèÿ ó÷àñòíèêîâ, íî
î÷åíü áëèçêèå ê íèì.

Ìåòîä îñíîâàí íà ìåõàíèçìàõ, íàïî-
ìèíàþùèõ áèîëîãè÷åñêóþ ýâîëþöèþ. Íàì
íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü íàáîð èç òî÷åê ñ
ñàìîé äëèííîé ìèíèìàëüíîé ëîìàíîé, äëÿ
ýòîãî ñîçäàäèì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ñëó-
÷àéíûõ íàáîðîâ òî÷åê è íàçîâåì ýòî ïåð-
âîíà÷àëüíîé ïîïóëÿöèåé. Äàëåå íàáîðû
áóäóò ñêðåùèâàòüñÿ, ìóòèðîâàòü è óäàëÿòü-
ñÿ èç ïîïóëÿöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèí-
öèïàìè åñòåñòâåííîãî îòáîðà. Â êîíöå
îñòàíóòñÿ íàáîðû, êîòîðûå äàþò ñàìóþ
äëèííóþ ìèíèìàëüíóþ ëîìàíóþ.

Ïîñëå ïåðâîãî øàãà ñîçäàíèÿ ñëó÷àé-
íîé ïåðâîíà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè íà âòîðîì
øàãå íàáîðû òî÷åê íàäî ñêðåñòèòü. Ñêðå-
ùèâàíèå � ýòî ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì äâà
íàáîðà � ðîäèòåëè äàþò åùå îäèí íàáîð �
ðåáåíêà. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòüñÿ ñ òåì,
÷òî òàêîå ñêðåùèâàíèå â íàøåì ñëó÷àå.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáåíîê � ýòî íàáîð, â
êîòîðîì îêîëî ïîëîâèíû òî÷åê âçÿòû îò
ïåðâîãî ðîäèòåëÿ, à îñòàëüíûå òî÷êè � îò
âòîðîãî. Â ñêðåùèâàíèè ó÷àñòâóþò íå âñå
íàáîðû, à òîëüêî ëó÷øèå, òî åñòü òå, êî-
òîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñàìîé äëèííîé ìè-
íèìàëüíîé ëîìàíîé. Äîïóñòèì, ó÷àñòâóþò

òîëüêî âåðõíèå äâå òðåòè ïîïóëÿöèè, à
íèæíÿÿ òðåòü íå âûæèâàåò.

Íîâàÿ ïîïóëÿöèÿ ñîäåðæèò òîëüêî òå
òî÷êè âíóòðè íàáîðîâ, êîòîðûå áûëè ðàíü-
øå. ×òîáû íå îãðàíè÷èâàòüñÿ íåáîëüøèì
êîëè÷åñòâîì òî÷åê, êàæäûé ðàç áóäåì ïðî-
èçâîäèòü ìóòàöèþ, ïðè êîòîðîé ñëó÷àéíûì
îáðàçîì îòáèðàþòñÿ íåêîòîðûå íàáîðû è
â íèõ ñëó÷àéíûå òî÷êè ïåðåäâèãàþòñÿ.

Ïîñëå ýòîãî ïðîöåññ íàäî ñíîâà ïî-
âòîðèòü è ñíîâà ñêðåñòèòü íàáîðû äðóã ñ
äðóãîì. Àíàëîãèÿ ïðîèñõîäÿùåãî ñ ýâî-
ëþöèîííûìè ïðîöåññàìè î÷åâèäíà. Êàêîé
îáúåêò âûñòóïàåò â  äàííîì ñëó÷àå â ðîëè
ãåíîâ? Ãåíû íàáîðà � ýòî åãî òî÷êè. Â
ïðîöåññå îòáîðà îñòàþòñÿ òå òî÷êè-ãåíû,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò áîëåå ïîëåçíûì
ïðèçíàêàì íàáîðîâ. Íàïðèìåð, òå òî÷êè,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â óãëàõ êâàäðàòà, ïî-
ëåçíû äëÿ ëþáîãî íàáîðà, ñ íèìè ëîìà-
íàÿ ñòàíîâèòñÿ äëèííåå. Â ïðîöåññå îò-
áîðà â êàêîé-òî ìîìåíò îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
áîëüøèíñòâî íàáîðîâ ñîäåðæàò âñå ÷åòû-
ðå óãëîâûå òî÷êè. Çàìåòèì, ÷òî ìû íå âêëà-
äûâàëè ýòîò ôàêò â àëãîðèòì, îí âûâåëñÿ
ñàì ñîáîé â ïðîöåññå îòáîðà.

Ê ïðèìåðó, äàííûì ìåòîäîì â çàäà÷å
ïåðâîãî óðîâíÿ áûë ïîëó÷åí îòâåò ñ äëè-
íîé ~168,20, âûãëÿäèò îí òàê æå, êàê è
ëó÷øèé îòâåò ó÷àñòíèêîâ ñ äëèíîé 169,05,
íî íåêîòîðûå òî÷êè ñäâèíóòû ÷óòü â ñòî-
ðîíó, è ïîýòîìó îòâåò íå òàêîé áîëüøîé,
êàêèì ìîã áû áûòü.


