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Èâàíîâ Ñåðãåé Ãåîðãèåâè÷

ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ ÄÈÑÊÓÑÑÈÈ Ñ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÌ

ÍÀ ÓÐÎÊÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Â ñòàòüå íà ïðèìåðå ñþæåòà «Íåðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêà» ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü
ñîâìåùåíèÿ íà îäíîì óðîêå äèñêóññèè ñ
êîìïüþòåðíûì ýêñïåðèìåíòîì. Äëÿ êîìïü-
þòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèìåíÿþòñÿ êîì-
ïüþòåðíûå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, èëè, êàê
èõ íàçûâàþò, ìàíèïóëÿòîðû [1]. Äëÿ äèñ-
êóññèè èñïîëüçóåòñÿ èíòåðàêòèâíîå óñòðîé-
ñòâî MIMIO [2], ïîçâîëÿþùåå ñòðîèòü ðè-
ñóíîê «âèðòóàëüíûì ìàðêåðîì», à òàêæå ïå-
ðåíîñèòü èëëþñòðàöèþ èç ìàíèïóëÿòîðà,
÷òîáû ðèñîâàòü è äåëàòü çàïèñè ðÿäîì ñ
íåé. Ýòî áóäåò óæå íå äèíàìè÷åñêàÿ, à ñòà-
òè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ, òàê ÷òî ïðîâåðêà,
êàê â ìàíèïóëÿòîðå, øêîëüíèêàì íà äîñêå
íåäîñòóïíà.

Çàäà÷è, èñïîëüçîâàííûå â äàííîé ñòà-
òüå, äîïóñêàþò è áåñêîìïüþòåðíîå èñïîëü-
çîâàíèå. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäëàãàòü òà-
êèå çàäà÷è â ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå.

Íåôîðìàëüíûå ïðîìåæóòî÷íûå ðàññóæ-
äåíèÿ, ïðèâîäèìûå â äèàëîãàõ â êà÷åñòâå
ïðèìåðà, õîðîøè ïðè ïîèñêå ãèïîòåçû, ïðè
ïîïûòêàõ å¸ îáîñíîâàíèÿ, íî îíè íå äîëæ-
íû çàìåíÿòü òî÷íûé îòâåò èëè äîêàçàòåëü-
ñòâî. Â êîíöå êîíöîâ ó÷åíèêè è ó÷èòåëü
äîëæíû ïðèäòè ê ÷¸òêîìó âûâîäó.

Åñëè â çàäà÷å óêàçàíî, ÷òî îáîñíîâàíèå
íå òðåáóåòñÿ, òî äëÿ ó÷åíèêîâ äîñòàòî÷íî
íàéòè îòâåò. Åñëè æå ýòî íå óêàçàíî, òî
ó÷åíèêè äîëæíû ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî.

Çàäà÷à 1.

Äàíà ïðÿìàÿ a è äâå òî÷êè À è Â ïî
îäíó ñòîðîíó îò íå¸. Íàéäèòå íà ïðÿìîé
òî÷êó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ: ìîäóëü
ðàçíîñòè |AC � CB| èìååò íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèå.

Âñåãäà ëè òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò?

Äèñêóññèÿ ïî ýòîé çàäà÷å ìîæåò áûòü,
íàïðèìåð, òàêîé (äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà B
áëèæå ê ïðÿìîé a, ÷åì òî÷êà À).

Ó÷åíèêè:
Ìîæåò áûòü, íàäî ñäåëàòü íàèìåíüøèì

ðàññòîÿíèå BC?

Ó÷èòåëü:
Ïðåäëàãàþ ïðîâåðèòü.
Ïîñòðîèì äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü â «Æè-

âîé ìàòåìàòèêå» [3�8] (ðèñ. 1).
Åñëè íåìíîãî ïåðåìåñòèòü òî÷êó Ñ, ðàç-

íîñòü óâåëè÷èòñÿ (ñì. ðèñ. 2).
Âñïîìíèòå íåðàâåíñòâî, â êîòîðîì ó÷à-

ñòâóåò ðàçíîñòü äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Ó÷åíèêè:
Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â òàêîé ôîð-

ìóëèðîâêå: |AC � CB | < AB.
È êîãäà òàêîå ÷èñëî ïðèíèìàåò íàèáîëü-

øåå çíà÷åíèå? Îíî âñåãäà ìåíüøå äëèíû
ñòîðîíû AB.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè «Æèâàÿ ìàòåìàòèêà» ñ èíòåðàê-
òèâíûì óñòðîéñòâîì MIMIO» (ñì. «Êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåíòû â øêîëå» ¹ 1, 2009 ã.)

ÈÍÒÅÐÀÊÒÈÂÍÀß ÄÎÑÊÀ ÍÀ ÓÐÎÊÅ
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Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ó÷èòåëü:
Äàâàéòå ïðîâåä¸ì ýêñïåðèìåíò (ðèñ. 3).
Íî âåäü â ñëó÷àå, êîãäà òðè òî÷êè íà

îäíîé ïðÿìîé, íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â
ðàâåíñòâî!

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
|AC � CB | ðàâíî äëèíå AB.

È ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè òî÷êè À è
Â íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò ïðÿìîé a!

Çàäà÷à 2.

Íàéòè âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà ABC òî÷êó O, ñóììà ðàññòîÿíèé
êîòîðîé äî âåðøèí íàèìåíüøàÿ (îáîñíîâà-
íèå â ýòîé çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ).

Ó÷åíèêè:
Âîçìîæíî, îäíà èç âåðøèí, òîãäà îäíî

èç ðàññòîÿíèé ðàâíî íóëþ.

Ó÷èòåëü:
Ïðîâåðèì íà äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè.

Åñëè ïåðåìåñòèòü òî÷êó âî âíóòðåííþþ îá-
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Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

ëàñòü òðåóãîëüíèêà, ñóììà ðàññòîÿíèé
óìåíüøèòñÿ. Òî÷êà Î ñîâïàëà ñ òî÷êîé À
(ðèñ. 4). Òî÷êà Î íàõîäèòñÿ âî âíóòðåííåé
îáëàñòè òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 5).

Ó÷åíèêè:
Â ñàìîì äåëå, ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ âî

âíóòðåííåé îáëàñòè òðåóãîëüíèêà, íî â êà-
êîé òî÷êå?

Ó÷èòåëü:
Êàêèìè âåëè÷èíàìè ìîæíî îäíîçíà÷-

íî çàäàòü ïîëîæåíèå òî÷êè íà ÷åðòåæå?

Ó÷åíèêè:
Èëè äëèíàìè îòðåçêîâ AO, BO, CO, èëè

óãëàìè AOB, BOC, COA. Äëÿ êàêîãî ñëó÷àÿ
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì?

Ó÷èòåëü:
Ïðîäîëæèì ýêñïåðèìåíò, íàáëþäàÿ çà

óêàçàííûìè äëèíàìè è óãëàìè.

Ó÷åíèêè:
Â ñîîòíîøåíèè äëèí çàêîíîìåðíîñòü íå

ïðîñìàòðèâàåòñÿ, íî óãëû â òî÷êå, â êîòî-
ðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, ñóäÿ ïî èçìåðå-
íèþ, ðàâíû ìåæäó ñîáîé (ðèñ. 6).

Ó÷èòåëü:
Âåðíî, èìåííî äëÿ òî÷êè, èç êîòîðîé

êàæäàÿ ñòîðîíà âèäíà ïîä óãëîì 120 ãðàäó-
ñîâ, äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ñóììû ðàññòîÿ-
íèé äî âåðøèí îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà. Òàêóþ òî÷êó íàçûâàþò òî÷êîé Òîððè-
÷åëëè, èíîãäà å¸ íàçûâàþò òî÷êîé Ôåðìà,
èíîãäà òî÷êîé Øòåéíåðà.

Çàäà÷à 3.

Íàéòè âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC òî÷-
êó O, ñóììà ðàññòîÿíèé êîòîðîé äî âåð-
øèí è äî ñåðåäèí ñòîðîí íàèìåíüøàÿ (A1 �
ñåðåäèíà BC, B1 � ñåðåäèíà AC, C1 � ñåðå-
äèíà ÀÂ).

Ó÷åíèêè:
Ìîæåò áûòü, çäåñü òîæå íóæíî èçìå-

ðÿòü óãëû?

Ó÷èòåëü:
Ïðîâåðèì (ðèñ. 7, 8).
Â òî÷êå Òîððè÷åëëè ìèíèìóì íå äîñ-

òèãàåòñÿ.
Ïðåäñòàâüòå ñóììó

AO + BO + CO + A1O + B1O + C1O

â âèäå

(AO + A1O) + (BO + B1O) + (CO + C1O).

Êîãäà äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âåëè÷èíû
(AO + A1O)? Ìîæåì ïðîâåðèòü ýòî íà äè-
íàìè÷åñêîé èëëþñòðàöèè.

Ó÷åíèêè:
Äëÿ ýòîãî òî÷êè A, O, A1 äîëæíû ëåæàòü

íà îäíîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî, ìèíèìóì âå-
ëè÷èíû (BO + B1O) äîñòèãàåòñÿ, åñëè òî÷êè
B, O, B1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ìèíèìóì
âåëè÷èíû (CO + C1O) äîñòèãàåòñÿ, åñëè òî÷-
êè C, O, C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðèñ. 6
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Ðèñ. 9

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ó÷èòåëü:
Ìîãóò ëè ýòè òðè óñëîâèÿ âû-

ïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî?

Ó÷åíèêè:
Ìîãóò � äëÿ òî÷êè ïåðåñå÷å-

íèÿ ìåäèàí! Îíà è áóäåò ðåøå-
íèåì çàäà÷è.

Ó÷èòåëü:
Âåðíî.

Çàäà÷à 3 îêàçàëàñü ïðîùå
çàäà÷è 2, õîòÿ ôîðìóëèðîâêà
âûãëÿäèò áîëåå ãðîìîçäêîé.

Çàäà÷à 4.

Íàéòè íà ïëîñêîñòè òî÷-
êó Î, äëÿ êîòîðîé AO + BO +
+ CO + DO � íàèìåíüøàÿ,
åñëè A, B, C, D � âåðøèíû âû-
ïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ó÷åíèêè:
Åñëè ABCD � êâàäðàò, òî

ìèíèìóì, íàâåðíîå, äîñòèãàåò-
ñÿ äëÿ åãî öåíòðà?

Ó÷èòåëü:
Ïðîâåðèì (ðèñ. 9, 10).
Äåéñòâèòåëüíî, ñóäÿ ïî íàøåìó ýêñïå-

ðèìåíòó, äëÿ êâàäðàòà ìèíèìóì äîñòèãà-
åòñÿ â öåíòðå. Íî êàêóþ ãèïîòåçó ìîæíî
âûäâèíóòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûð¸õó-
ãîëüíèêà?

Ó÷åíèêè:
Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè? Íî íå â

êàæäûé ÷åòûð¸õóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü
îêðóæíîñòü. È îïèñàòü îêðóæíîñòü ìîæíî
íå îêîëî êàæäîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà.

Ðèñ. 10
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Ó÷èòåëü:
Ïðîâåä¸ì ýêñïåðèìåíò (ðèñ. 11).
Êàêîå ïðåäïîëîæåíèå?

Ó÷åíèêè:
Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé!

Ó÷èòåëü:
Ïî÷åìó?

Ó÷åíèêè:
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å- ïðåä-

ñòàâèì ñóììó AO + BO + CO + DO â âèäå
(AO + CO) + (BO + DO). Â òî÷êå ïåðåñå÷å-
íèÿ äèàãîíàëåé îáå ñóììû � AO + CO è
BO + DO ïðèíèìàþò íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèå.

Ó÷èòåëü:
Âåðíî.

Çàäà÷à 4 îêàçàëàñü ïðîùå çàäà÷è 2, õîòÿ
çàäà÷à 4 îòíîñèòñÿ ê ÷åòûð¸õóãîëüíèêó, à
çàäà÷à 3 � ê òðåóãîëüíèêó.

Çàäà÷à 5.

Ïîñòðîéòå êðàò÷àéøóþ ñåòü äîðîã, ñî-
åäèíÿþùóþ âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà (îáîñíîâàíèå â ýòîé çàäà÷å íå òðå-
áóåòñÿ). Ñåòüþ äîðîã äàííîé ñèñòåìû òî-
÷åê íàçûâàþò ìíîæåñòâî îòðåçêîâ, ïî êî-

òîðûì ìîæíî êàæäóþ òî÷êó ñ êàæäîé ñî-
åäèíèòü íåïðåðûâíûì ïóò¸ì, ïðîõîäÿùèì
ïî îòðåçêàì.

Ó÷åíèêè:
Î÷åâèäíî, ýòî äâà êàòåòà!

Ó÷èòåëü:
Ïðîâåðèì íà äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì ñåòü èç òð¸õ îòðåçêîâ AO, BO,
CO. Îáúåäèíåíèå êàòåòîâ ñîîòâåòñòâóåò ñî-
âïàäåíèþ òî÷êè Î ñ âåðøèíîé ïðÿìîãî óãëà.
Åñëè ïåðåìåñòèòü òî÷êó Î âî âíóòðåííþþ
îáëàñòü òðåóãîëüíèêà, òî äëèíà ñåòè äîðîã
óìåíüøèòñÿ.

Òî÷êà Î ñîâïàëà ñ âåðøèíîé ïðÿìîãî
óãëà (ðèñ. 12). Òî÷êà Î íå ñîâïàëà ñ âåð-
øèíîé ïðÿìîãî óãëà (ðèñ. 13).

Â êàêîé òî÷êå äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì?

Ó÷åíèêè:
Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2 � â òî÷êå Òîððè-

÷åëëè.

Ó÷èòåëü:
Âåðíî.

Ó÷åíèêè:
Äà, íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò.

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13
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Çàäà÷à 6.

Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè âíóò-
ðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé îò íåå äî âåðøèí ìåíüøå ïåðè-
ìåòðà?

Ó÷åíèêè:
Íàïðèìåð, äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ñóììà

ðàññòîÿíèé îò êàæäîé òî÷êè âíóòðè íåãî
ìåíüøå ïåðèìåòðà.

Ó÷èòåëü:
Ïî÷åìó?

Ó÷åíèêè:
Äëÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé è äëÿ

âåðøèí ýòî âûïîëíåíî, äëÿ îñòàëüíûõ òî-
÷åê ñëîæíåå ïðîâåðèòü...

Ó÷èòåëü:
Ïðîâåä¸ì ýêñïåðèìåíò ñ äèíàìè÷åñêîé

ìîäåëüþ (ðèñ. 14).
Êàê âèäèòå, äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ïðè

ïåðåìåùåíèè òî÷êè âíóòðè íåãî ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé äî âåðøèí ìåíüøå ïåðèìåòðà. Íî,
âî-ïåðâûõ, ïî÷åìó ýòî òàê? Âî-âòîðûõ, âîç-
ìîæíî, äëÿ äðóãîãî ÷åòû-
ð¸õóãîëüíèêà óñëîâèå íå
áóäåò âûïîëíåíî? Âåäü ÷å-
òûð¸õóãîëüíèêè áûâàþò
ðàçíîé ôîðìû.

Ïðîâåä¸ì åù¸ îäèí
ýêñïåðèìåíò.

Ðàññìîòðèì ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèê, íå ÿâëÿþùèéñÿ
ïðÿìîóãîëüíèêîì (ðèñ. 15).

Ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷-
êè âíóòðè íåãî ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé äî âåðøèí òàêæå
ìåíüøå ïåðèìåòðà.

Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî òàê
áóäåò äëÿ êàæäîãî ÷åòûð¸-
õóãîëüíèêà?

Ó÷åíèêè:
Íåò, âåäü ìû òàêèì ñïî-

ñîáîì íå ñìîæåì ðàññìîò-
ðåòü âñå ÷åòûð¸õóãîëüíèêè.

Ó÷èòåëü:
Ïðè ïîèñêå ïðèìåðîâ

ïîëåçíî ðàññìîòðåòü êðàé-
íèå, âûðîæäåííûå ñëó÷àè.

Ó÷åíèêè:
Íàïðèìåð, ïóñòü òðè âåðøèíû íàõîäÿò-

ñÿ î÷åíü áëèçêî îäíà îò äðóãîé. Òîãäà òî÷-
êà ìîæåò íàõîäèòüñÿ èëè áëèçêî ê íèì � â
òàêîì ñëó÷àå ñóììà ðàññòîÿíèé áóäåò ìåíü-
øå ïåðèìåòðà. À åñëè òî÷êà áóäåò äàëåêî
îò ýòèõ òð¸õ âåðøèí, òîãäà ñóììà ðàññòîÿ-
íèé áîëüøå ïåðèìåòðà! Òî åñòü äëÿ òî÷êè
âíóòðè òàêîãî ïî÷òè âûðîæäåííîãî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà ñóììà ðàññòîÿíèé äî âåðøèí
ìîæåò áûòü áîëüøå ïåðèìåòðà!

Ó÷èòåëü:
Ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ìîæ-

íî ïîñòðîèòü ïðèìåð (ðèñ. 16).
Åù¸ âîïðîñ: êàê ôîðìàëèçîâàòü âûðà-

æåíèå «ïî÷òè âûðîæäåííûé ÷åòûð¸õóãîëü-
íèê»?

Ó÷åíèêè:
Ðàññìîòðèì âûðîæäåííûé ñëó÷àé ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà, ó êîòîðîãî âåðøèíû B, C è
D ñîâïàäàþò. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà Î ñî-
âïàëà ñ òî÷êîé À. Òîãäà ïåðèìåòð «÷åòû-
ð¸õóãîëüíèêà» ðàâåí 2ÀÂ, à ñóììà ðàññòîÿ-

Ðèñ. 14
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Èâàíîâ Ñåðãåé Ãåîðãèåâè÷,
êàíäèäàò ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê,
íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè
ïðîäóêòèâíîãî îáó÷åíèÿ ÈÑÌÎ ÐÀÎ.

íèé äî âåðøèí ðàâíà 3ÀÂ. Íåìíîãî «ïî-
øåâåëèâ» âåðøèíû (íàïðèìåð, ïåðåìåñòèâ
B è D íà 1/1000 äëèíû ÀÑ, ÷òîáû ÷åòûð¸-
õóãîëüíèê ñòàë íåâûðîæäåííûì) è ñìåñòèâ
òî÷êó Î âî âíóòðåííþþ îáëàñòü ÷åòûð¸õó-
ãîëüíèêà ABCD, ïîëó÷èì ÷åòûðåõóãîëüíèê,

ó êîòîðîãî ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè Î
äî âåðøèí áîëüøå ïåðèìåòðà.

Ó÷èòåëü:
Âåðíî.
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