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Ïîñîâ Èëüÿ Àëåêñàíäðîâè÷

ÐÀÇÁÎÐ ÇÀÄÀ×È «ÑÅÇÀÌ, ÎÒÊÐÎÉÑß!»

ÊÎÍÊÓÐCÀ ÊÈÎ-2009

ÓÑËÎÂÈÅ

Çàäà÷à «Ñåçàì, îòêðîéñÿ!» áûëà ïðåä-
ëîæåíà íà êîíêóðñå ÊÈÎ «Êîíñòðóèðóé,
Èññëåäóé, Îïòèìèçèðóé» â 2009 ãîäó. Îíà
îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ íà âçâåøèâàíèÿ,
íî åå ïîñòàíîâêà íåñêîëüêî íåñòàíäàðò-
íà, ïîýòîìó ìû ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå çà-
äà÷è ïîñòåïåííî.

Èìååòñÿ íàáîð ìîíåò, ñîñòîÿùèé èç
ìîíåò äâóõ ðàçíûõ òèïîâ, âñå ìîíåòû ïåð-
âîãî òèïà èìåþò îäèíàêîâûé âåñ, ìîíåòû
âòîðîãî òèïà òàêæå èìåþò îäèíàêîâûé âåñ,
íî îí íåçíà÷èòåëüíî áîëüøå âåñà ïåðâûõ
ìîíåò. Âñå ìîíåòû îáîèõ òèïîâ âûãëÿäÿò
îäèíàêîâî. Â çàäà÷àõ íà âçâåøèâàíèÿ ïðè-
íÿòî îáîçíà÷àòü äâà ïîäîáíûõ òèïà «íà-
ñòîÿùèìè» è «ôàëüøèâûìè» ìîíåòàìè, íî
â äàííîì ñëó÷àå ýòà àíàëîãèÿ íåóäà÷íà,
ïîòîìó ÷òî îáà òèïà ìîíåò äëÿ óñëîâèÿ
ïîëíîñòüþ ðàâíîïðàâíû.

Òàêæå â íàëè÷èè åñòü ÷àøå÷íûå âåñû
áåç ãèðü. Íà èõ ÷àøè ìîæíî ïîëîæèòü ïî
íåñêîëüêî ìîíåò è ñðàâíèòü ïîëó÷èâøèå-
ñÿ âåñà. Âåñû ñïîñîáíû òîëüêî ëèøü îò-
âåòèòü íà âîïðîñ, êàêàÿ ÷àøà ëåã÷å èëè
òÿæåëåå, íî òî÷íîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè âå-
ñîâ óçíàòü íåâîçìîæíî.

Çàäàäèìñÿ ñëåäóþùåé öåëüþ: äëÿ íà-
áîðà, ñîñòîÿùåãî èç m ìîíåò, òðåáóåòñÿ

îïðåäåëèòü, âåðíî ëè, ÷òî â íåì âñå ìîíå-
òû èìåþò îäèí òèï. Ïî óñëîâèþ ìû íå
ìîæåì ïîñìîòðåòü íà íàáîð ìîíåò è óç-
íàòü ýòî, íî ìû ìîæåì äàòü îòâåò, ïðîèç-
âåäÿ íåñêîëüêî âçâåøèâàíèé íà âåñàõ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü
îêîí÷àòåëüíîå óñëîâèå çàäà÷è. Ïðè çàäàí-
íîì êîëè÷åñòâå âçâåøèâàíèé n òðåáóåòñÿ
äëÿ êàê ìîæíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ìî-
íåò m íàó÷èòüñÿ ïðîâåðÿòü, ÷òî âñå ìîíå-
òû íàáîðà îäèíàêîâû.

Äëÿ ó÷àñòíèêîâ êîíêóðñà óñëîâèå áûëî
ëèòåðàòóðíî îáðàáîòàíî, è âçâåøèâàíèÿ-
ìè ìîíåò çàíèìàëñÿ ïóòíèê, áðîñèâøèé
âûçîâ Äóõó Ãîðû Ñåçàì è æåëàþùèé äî-
áûòü åãî ñîêðîâèùà. Èíòåðôåéñ ïðîãðàì-
ìû êîíêóðñà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èçîá-
ðàæåí íà ðèñ. 1, à òàêæå íà îáëîæêå æóð-
íàëà.

Ó÷àñòíèêè êîíêóðñà ïî òðàäèöèè ðàç-
äåëåíû íà äâà óðîâíÿ, ó÷àñòíèêè ïåðâîãî
óðîâíÿ ðåøàëè çàäà÷ó ñ òðåìÿ âçâåøèâà-
íèÿìè, ó÷àñòíèêè âòîðîãî � ñ ÷åòûðüìÿ.
×òîáû ñîðåâíîâàòüñÿ áûëî èíòåðåñíåå,
òðåáîâàëîñü íå òîëüêî ïðèâåñòè ñïîñîá
ñðàâíåíèÿ íàáîðà èç êàê ìîæíî áîëüøå-
ãî ÷èñëà ìîíåò, íî òàêæå ñðàâíèòü êàê
ìîæíî áîëüøå ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ.

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÄÂÓÕ ÂÇÂÅØÈÂÀÍÈÉ

Ïðåäïîëîæèì, ó íàñ åñòü äâà âçâåøè-
âàíèÿ, òî åñòü n = 2. Ïîêàæåì, êàê äëÿ
äâóõ âçâåøèâàíèé ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûå
÷åòûðå ìîíåòû (m = 4) îäèíàêîâû. Ïåðå-
íóìåðóåì ìîíåòû, è â ïåðâîì âçâåøèâà-
íèè ñðàâíèì ìîíåòû 1 è 2, à âî âòîðîì
ìîíåòû 1, 2 è 3, 4. Åñëè õîòÿ áû â îäíîì
âçâåøèâàíèè îêàçàëîñü, ÷òî âåñû íàõî-
äÿòñÿ íå â ðàâíîâåñèè, òî, î÷åâèäíî, íå
âñå ìîíåòû èìåþò îäèí âåñ. À åñëè ïðè
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îáîèõ âçâåøèâàíèÿõ âåñû áûëè â ðàâíî-
âåñèè, òî èç ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî âçâåøè-
âàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìîíåòû 1 è 2 èìåþò
îäèí âåñ, à èç âòîðîãî, ÷òî ìîíåòû 3 è 4
èìåþò òîò æå ñàìûé âåñ.

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòè âçâåøèâàíèÿ
êðàòêî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[1][2]
[1,2][3,4]

Ïàðà êâàäðàòíûõ ñêîáîê ñîîòâåòñòâó-
åò îäíîé ÷àøå âåñîâ, â äâå ñòðîêè çàïè-
ñàíû äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ âçâåøèâàíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ äâóõ âçâåøèâàíèé ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâïàäàþò âåñà òðåõ ìîíåò:

[1][2]
[1][3]

È âåñà äâóõ ìîíåò:

[1][2]
[][]

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îäíî èç äâóõ âçâå-
øèâàíèé íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê êàê íàì äî-
ñòàòî÷íî îäíîãî âçâåøèâàíèÿ, ÷òîáû ïðî-
âåðèòü, ÷òî îáå ìîíåòû èìåþò îäèí âåñ.

Èòàê, ïðè äâóõ âçâåøèâàíèÿõ, îêàçû-
âàåòñÿ, ìîæíî ïðîâåðèòü íà ðàâåíñòâî
íàáîð èç äâóõ, òðåõ è ÷åòûðåõ ìîíåò.

Ìîæíî ëè ïðîâåðèòü íà ðàâåíñòâî íàáîð
èç ïÿòè ìîíåò? Äàâàéòå óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî
íåâîçìîæíî. Ïðè âçâåøèâàíèè èìååò
ñìûñë êëàñòü íà ÷àøè âåñîâ òîëüêî îäè-
íàêîâîå êîëè÷åñòâî ìîíåò, ïîòîìó ÷òî
åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âåñà ìîíåò ðàçëè÷àþòñÿ
íåçíà÷èòåëüíî, òî ÷àøà, íà êîòîðîé ìî-
íåò áîëüøå, îáÿçàòåëüíî ïåðåòÿíåò. Ìû è
äàëåå âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âçâå-
øèâàíèÿõ íà îáå ÷àøè âåñîâ íàäî êëàñòü
òîëüêî îäèíàêîâîå ÷èñëî ìîíåò. Ïðîãðàì-
ìà êîíêóðñà òàêæå çàïðåùàëà êëàñòü ðàç-
íîå ÷èñëî ìîíåò íà ÷àøè âåñîâ.

Ïî÷åìó æå íåâîçìîæíî ñðàâíèòü 5
ìîíåò? Çà îäíî âçâåøèâàíèå ìîæíî ïî-
ëîæèòü íà ÷àøè ëèáî ïî îäíîé ìîíåòå,
ëèáî ïî äâå. Ñíà÷àëà ïîïðîáóåì ïðè îáîèõ
âçâåøèâàíèÿõ ïîëîæèòü íà ÷àøè ïî îä-
íîé ìîíåòå. Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, âî
âçâåøèâàíèÿõ ó÷àñòâîâàëè íå áîëåå ÷å-
òûðåõ ìîíåò, è ìû íå ìîãëè ïðîâåðèòü íà
ðàâåíñòâî âñå ïÿòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
îäíîì èç âçâåøèâàíèé â ÷àøàõ ëåæàëè
ïî äâå ìîíåòû, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî âçâåøèâàëèñü âñå ìîíå-
òû êðîìå 5.

[1,2][3,4]

Ðèñ. 1
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Êàê óñòðîåíî âòîðîå âçâåøèâàíèå?
Ìû îáÿçàòåëüíî äîëæíû èñïîëüçîâàòü ìî-
íåòó 5. Åñëè âçâåñèòü åå îäíó ñ êàêîé-òî
äðóãîé ìîíåòîé, íàïðèìåð, ñ ïåðâîé, òî
âçâåøèâàíèå

[1,2][3,4]
[1][5]

íå îïðåäåëèò ïðàâèëüíî ðàâåíñòâîþ
Íå áóäåò ïðàâèëüíî îïðåäåëÿòü ðàâåí-

ñòâî, ïîòîìó ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ìîíåòû 1,
3, 5 èìåþò ïåðâûé òèï, à ìîíåòû 2 è 4 �
âòîðîé, îêàæåòñÿ ÷òî ïðè îáîèõ âçâåøè-
âàíèÿõ âåñû áûëè â ðàâíîâåñèè.

Òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî â îáîèõ âçâåøè-
âàíèÿõ ó÷àñòâîâàëî ïî äâå ìîíåòû. Ñó-
ùåñòâóþò òîëüêî äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàç-
íûõ âàðèàíòà, êàê ýòî ìîãëî áûòü:

[1,2][3,4]
[1,2][4,5]

èëè

[1,2][3,4]
[1,3][4,5]

Â ïåðâîì âàðèàíòå âåñû îñòàíóòñÿ â
ðàâíîâåñèè, åñëè ìîíåòû ðàñïðåäåëåíû ïî
òèïàì òàê: 1, 3, 5 è 2, 4. Âî âòîðîì âàðè-
àíòå ìîíåòû íàäî ðàñïðåäåëèòü ïî òèïàì
òàê: 1, 4 è 2, 3, 5.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî 5 ìîíåò íåëüçÿ ñðàâ-
íèòü ñ ïîìîùüþ äâóõ âçâåøèâàíèé. ×èòà-
òåëü ìîæåò äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî
ñ ïîìîùüþ äâóõ âçâåøèâàíèé íåëüçÿ âçâå-
ñèòü íå òîëüêî 5 ìîíåò, íî è íèêàêîå êî-
ëè÷åñòâî ìîíåò, áîëüøåå 5.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m(n) ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ìîíåò, êîòîðîå ìîæíî ñðàâ-
íèòü ñ ïîìîùüþ n âçâåøèâàíèé. Ìû òîëü-
êî ÷òî ïðîâåðèëè, ÷òî m(2) = 4.

ÅÑËÈ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÎ ÂÇÂÅØÈÂÀÍÈÉ
ÁÎËÜØÅ ÄÂÓÕ

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî m(n) ≥ 2n.
Äðóãèìè ñëîâàìè, 2n ìîíåò âñåãäà ìîæíî
ñðàâíèòü ñ ïîìîùüþ n âçâåøèâàíèé, äëÿ
ýòîãî íàäî ïîñòóïèòü òàê, êàê ïîêàçàíî â
ïðèìåðå äëÿ ÷åòûðåõ âçâåøèâàíèé. Íà-
ïðìåð, 16 ìîíåò ñðàâíèâàþòñÿ ñëåäóþùåé
öåïî÷êîé âçâåøèâàíèé:

[1][2]
[1,2][3,4]
[1,2,3,4][5,6,7,8]
[1,2,3,4,5,6,7,8][9,10,11,12,13,14,15,16]

Çäåñü êàæäîå âçâåøèâàíèå çà ðàç ñðàâ-
íèâàåò â äâà ðàçà áîëüøåå êîëè÷åñòâî ìî-
íåò. Ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî ÷èñ-
ëà âçâåøèâàíèé, à ãëàâíîå, åãî ìîæíî èñ-
ïðàâèòü, ÷òîáû îí âçâåøèâàë ëþáîå êî-
ëè÷åñòâî ìîíåò, íå ïðåâîñõîäÿùåå 2n.
Íàïðèìåð, 13 ìîíåò ìîæíî ñðàâíèòü ñ
ïîìîùüþ ÷åòûðåõ âçâåøèâàíèé ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

[1][2]
[1,2][3,4]
[1,2,3,4][5,6,7,8]
[1,2,3,4,5,6,7,8][9,10,11,12,13]

76 ó÷àñòíèêîâ âòîðîãî óðîâíÿ äîãàäà-
ëèñü äî ýòîé èäåè è ñðàâíèëè âñå íàáîðû
îò 2 äî 16 ìîíåò. Åùå 4 ó÷àñòíèêà äîãà-
äàëèñü, êàê ñðàâíèòü 16 ìîíåò, íî ñðàâ-
íèëè íå âñå íàáîðû îò 2 äî 16. Âñåãî âî
âòîðîì óðîâíå ó÷àñòâîâàëè áîëåå 400 ÷å-
ëîâåê.

Â ïåðâîì óðîâíå 93 ÷åëîâåêà ñðàâíè-
ëè âñå íàáîðû îò 2 äî 8 ìîíåò. Åùå äâîå
ñðàâíèëè 8 ìîíåò, íî íå ñðàâíèëè ìåíü-
øåå êîëè÷åñòâî. Âñåãî â ïåðâîì óðîâíå
ó÷àñòâîâàëè ïîðÿäêà 600 ÷åëîâåê.

Ìîæíî ëè ñðàâíèòü áîëüøå, ÷åì 2n

ìîíåò? Ïðè n = 2, êàê ìû óæå âûÿñíèëè,
m(n) = 2n. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî m(n) > 2n

ïðè n > 2. Ðåàëüíî, m(n) ðàñòåò çíà÷èòåëü-
íî áûñòðåå, ÷åì 2n. Ìû íå áóäåì ýòî äîêà-
çûâàòü, íî m(n) = n(1/2 + o(1))n. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ïðè áîëüøèõ n, m(n) ïðèìåðíî ðàâ-
íî êîðíþ èç n â ñòåïåíè n. Ýòî ìíîãî, íî
íàì ñåé÷àñ íàéòè áû õîòü îäíî ðåøåíèå
äëÿ êîëè÷åñòâà ìîíåò, áîëüøåãî, ÷åì 2n.

Ó÷àñòíèêàì ïåðâîãî óðîâíÿ ýòî óäà-
ëîñü. Èç îáúÿâëåííûõ âûøå 93 ÷åëîâåê
18 ñóìåëè ñðàâíèòü íàáîð èç 9 ìîíåò, è
èç íèõ åùå òðîå ñðàâíèëè íàáîð èç 10
ìîíåò! Âåðîÿòíåå âñåãî, ïðè òðåõ âçâå-
øèâàíèÿõ áîëüøå 10 ìîíåò ñðàâíèòü è
íåâîçìîæíî, íî ïðîâåðèòü ýòî óòâåðæäå-
íèå î÷åíü òðóäíî. Ðåäàêöèÿ æóðíàëà ãî-
òîâà ïðèíÿòü îò ÷èòàòåëåé äîêàçàòåëüñòâà
òîãî, ÷òî 10 � ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå
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÷èñëî ìîíåò ïðè òðåõ âçâåøèâàíèÿõ, èëè
æå, îáðàòíî, ïðèìåð ñðàâíåíèÿ áîëåå ÷åì
äëÿ 10 ìîíåò. Ýòî ðåøåíèå áóäåò îïóáëè-
êîâàíî.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ äëÿ 9 ìîíåò (èçîá-
ðàæåíèå ïðèâåäåíî íà îáëîæêå):

[1,2,3,4][5,6,7,8]
[1,2,3,9][4,5,6,7]
[1,2,3][4,8,9]

Ïðèìåð ðåøåíèÿ äëÿ 10 ìîíåò (ñì.
ðèñ. 1):

[1,2,3][4,5,6]
[1,2,3,4,5][6,7,8,9,10]
[1,2,3,6][7,8,9,10]

Íè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ âòîðîãî óðîâ-
íÿ íå ñðàâíèë áîëüøå 16 ìîíåò, õîòÿ ñó-
ùåñòâóåò àëãîðèòì ñðàâíåíèÿ ñðàçó äëÿ
30 ìîíåò, ÷òî çíà÷èòåëüíî áîëüøå 16.
Ñíèçó ïðèâåäåíû ñåðèè âçâåøèâàíèÿ äëÿ
18 ìîíåò:

[1,2,3,4,5][6,7,8,9,10]
[1,2,3,4,5,6,7,8][11,12,13,14,15,16,17,18]
[1,2,3,4,5,9,10][6,7,8,11,12,13,14]
[1,2,3,4,5,15,16,17,18][6,7,8,9,10,11,12,13,14]

è äëÿ 30 ìîíåò (èçîáðàæåíèå ïðèâåäåíî
íà îáëîæêå):

[1,2,3,4,5,13,14,15,16,17,18]
[6,7,8,9,10,11,12,19,20,21,22]

[1,2,3,4,5,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22]
[6,7,8,9,10,11,12,23,24,25,26,27,28,29,30]

[1,2,3,4,5,23,24,25,26,27,28,29,30]
[6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18]

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]
[19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30]

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå ðå-
øåíèÿ äëÿ, íàïðèìåð, 18 ìîíåò, íå ãàðàí-
òèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ 17
ìîíåò. È ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèå äëÿ 30
ìîíåò íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå êîëè÷åñòâà
ìîíåò îò 2 äî 30 ìîæíî ñðàâíèòü ÷åòûðü-
ìÿ âçâåøèâàíèÿìè.

Êàê ñòðîèòü ïîäîáíûå «áîëüøèå» ðå-
øåíèÿ, áóäåò ðàññêàçàíî â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå. Íî îïÿòü æå, íåèçâåñòíî, ÿâëÿåò-
ñÿ ëè 30 ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ìî-
íåò, êîòîðûå ìîæíî ñðàâíèòü çà 4 âçâå-
øèâàíèÿ. Ïðîâåðèòü ýòî íå òàê ïðîñòî.

ÐÅØÅÍÈß
Ñ ÁÎËÜØÈÌ ×ÈÑËÎÌ ÌÎÍÅÒ

Ðåøåíèÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ìîíåò
ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäáîðîì, íî äëÿ òîãî
÷òîáû ñòðîèòü èõ öåëåíàïðàâëåííî, íåîá-
õîäèìà ìàòåìàòè÷åñêàÿ îñíîâà. Îíà îïè-
ñàíà â ñòàòüå [1] è ìû ïîïðîáóåì ïîâòî-
ðèòü çäåñü íåêîòîðûå ôàêòû. Ê ñîæàëå-
íèþ, äëÿ ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ ðàññêàçà íå-
îáõîäèìû çíàíèÿ îñíîâ ëèíåéíîé àëãåá-
ðû. Ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýòè çíà-
íèÿ, îïóñòèì  äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ
ôàêòîâ, à òå, êòî çíàêîì ñ ëèíåéíîé àë-
ãåáðîé, áåç ïðîáëåì ïåðåâåäóò âñå íà åå
ÿçûê è ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàæóò ïðèâåäåí-
íûå óòâåðæäåíèÿ.

Äëÿ íà÷àëà íàó÷èìñÿ èíà÷å çàïèñûâàòü
ñåðèþ âçâåøèâàíèé. Âìåñòî ïåðå÷èñëåíèÿ,
êàêèå ìîíåòû ëåæàò íà êàêèõ ÷àøàõ, íà-
ðèñóåì ìàòðèöó (òàáëèöó). Ñòðîêà ñîîò-
âåòñòâóåò âçâåøèâàíèþ, ñòîëáåö � ìîíå-
òå. Â êëåòêå òàáëèöû ñòîèò 0, åñëè ìîíå-
òà íå ó÷àñòâóåò â ñîîòâåòñòâóþùåì âçâå-
øèâàíèè, 1 � åñëè ìîíåòà ëåæèò íà ïðà-
âîé ÷àøè ïðè âçâåøèâàíèè, �1 � åñëè íà
ëåâîé.

Íàïðèìåð, âçâåøèâàíèå

[1,2][3,4]
[1,2][4,5]

Çàïèñûâàåòñÿ òàáëèöåé

�1 �1  1  1  0

�1 �1  0  1  1
Â ìàòðèöå ñîäåðæàòñÿ ÷èñëà 0, 1 è �1.

Ïðè êàæäîì âçâåøèâàíèè íà ëåâîé è íà
ïðàâîé ÷àøå âåñîâ ëåæèò ïîðîâíó ìîíåò,
ïîýòîìó â êàæäîé ñòðîêå çàïèñàíî ïîðîâ-
íó ÷èñåë 1 è �1. Ìîæíî ïåðåôîðìóëèðî-
âàòü ýòî óñëîâèå èíà÷å, ñóììà âñåõ ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû ðàâíà íóëåâîìó ñòîëáöó. Ïîä
ñóììîé ñòîëáöîâ ïîíèìàåòñÿ ïîýëåìåíò-
íàÿ ñóììà ÷èñåë â ñòîëáöàõ. Íàïðèìåð,
ïåðâûé è òðåòèé ñòîëáåö èç ïðèìåðà äàþò
â ñóììå ñòîëáåö ñ ÷èñëàìè (0, �1). (Ñòîë-
áöû, åñòåñòâåííî, ðàñïîëîæåíû âåðòè-
êàëüíî, íî â òåêñòå èõ ïîëó÷àåòñÿ ïèñàòü
òîëüêî ãîðèçîíòàëüíî).

Êàê ïî ìàòðèöå ïðîâåðèòü, ñîîòâåò-
ñòâóåò ëè îíà ïðàâèëüíîé ñåðèè âçâåøè-
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âàíèé, êîòîðàÿ ïðîâåðÿåò, ÷òî âñå ìîíå-
òû îäèíàêîâû? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî õîðîøèå
ìàòðèöû óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
íèêàêîå ïîäìíîæåñòâî åå ñòîëáöîâ, êðî-
ìå ñðàçó âñåõ ñòîëáöîâ, íå äàåò â ñóììå
íóëåâîé. Ýòî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå, íå
áóäåì äîêàçûâàòü ïîäðîáíî, òîëüêî ïîÿñ-
íèì. Â ïðèìåðå âûøå � âòîðîé è ÷åòâåð-
òûé ñòîëáöû  äàþò â ñóììå íóëåâîé. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî åñëè äëÿ íàøåé ñåðèè âçâå-
øèâàíèé âñå ìîíåòû êðîìå âòîðîé è ÷åò-
âåðòîé íàçíà÷èòü ïåðâûì òèïîì, à âòîðóþ
è ÷åòâåðòóþ � âòîðûì, òî âåñû ïðè âñåõ
âçâåøèâàíèÿõ îñòàíóòñÿ â ðàâíîâåñèè.

Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ðåøå-
íèå ñ êàê ìîæíî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìî-
íåò, íàäî ïîñòðîèòü êàê ìîæíî áîëåå øè-
ðîêóþ ìàòðèöó èç 0, 1, �1 òàêóþ, ÷òî ñóììà
âñåõ åå ñòîëáöîâ ðàâíà íóëåâîìó, íî ñóììà
ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà ñòîëáöîâ íå ðàâíà
íóëåâîìó. Äëÿ âçâåøèâàíèé ñ 10 ìîíåòàìè
èç ïðèìåðà âûøå ìàòðèöà óñòðîåíà òàê:

�1 �1 �1  1  1  1 0  0  0  0
�1 �1 �1 �1 �1  1  1  1  1  1
�1 �1 �1  0  0 �1  1  1  1  1
Ïîïðîáóéòå óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáîå ïîä-

ìíîæåñòâî åå ñòîëáöîâ íå äàåò â ñóììå
íóëåâîé. Îïèøåì òåïåðü òåõíèêó, êàê
ïîëó÷àòü òàêèå ìàòðèöû. Áóäåì âåñòè ðàñ-
ñêàç äëÿ ïðèìåðà n = 3 âçâåøèâàíèÿ, íî
âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ
ëþáîãî äðóãîãî çíà÷åíèÿ n.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó èç òðåõ ñòðîê è
÷åòûðåõ ñòîëáöîâ (n×n + 1). Ïóñòü îíà
âûãëÿäèò, íàïðèìåð, âîò òàê:

�1 �1 �1 1
 1 �1  0 �1
�1 0 �1 �1
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü íå ëþáàÿ ïî-

äîáíàÿ ìàòðèöà, à òîëüêî óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Äëÿ çíàêî-
ìûõ ñ ëèíåéíîé àëãåáðîé, óñëîâèå îçíà-
÷àåò, ÷òî åå ðàíã ðàâåí 3. Ìû ñôîðìóëè-
ðóåì åãî áåç ïîíÿòèÿ ðàíãà, íî íàäî îò-
ìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðàêòèêè ýòî óñëîâèå íå
èìååò áîëüøîãî çíà÷åíèÿ. Ïîäàâëÿþùåå
áîëüøèíñòâî ìàòðèö ýòîìó óñëîâèþ óäîâ-
ëåòâîðÿåò, è åñëè ìû ñëó÷àéíûì îáðàçîì
íàçíà÷èì ýëåìåíòàì ìàòðèöû çíà÷åíèÿ
0, 1, �1, îíà íàì ïîäîéäåò. Åñëè ñ ìàòðè-

öåé âñå-òàêè íå ïîâåçåò, ìû ïîëó÷èì íå-
ïðàâèëüíóþ ñåðèþ âçâåøèâàíèé, íî çíà-
÷èò íàäî ïîïðîáîâàòü âîñïîëüçîâàòüñÿ
äðóãîé ìàòðèöåé.

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ñóììû ñòîë-
áöîâ ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòàìè. Äîïóñòèì,
4 ïåðâûõ ñòîëáöà ïëþñ äâà âòîðûõ ìèíóñ 1
òðåòèé ïëþñ 0 ÷åòâåðòûõ. Êðàòêî ýòî ìîæ-
íî çàïèñàòü 4(1) + 2(2) � (3), åñëè âû÷èñ-
ëèòü ýòî, ïîëó÷èòñÿ ñòîëáåö (�5, 2, �3). Òà-
êèå ñóììû ñòîëáöîâ íàçûâàþòñÿ ëèíåéíû-
ìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ. Òðèâèàëüíàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñóì-
ìå ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè, â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íóëåâîé
ñòîëáåö.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ìàòðèöû íåò òðåõ
ñòîëáöîâ, ó êîòîðûõ åñòü íåòðèâèàëüíàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, äàþùàÿ íóëåâîé
ñòîëáåö. Ìàòðèöà èç ïðèìåðà ðîâíî òà-
êàÿ. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã ðàâåí 3.

Èçâåñòíî, ÷òî ÷åòûðå ñòîëáöà (âûñî-
òû 3) âñåãäà èìåþò íåòðèâèàëüíóþ ëè-
íåéíóþ êîìáèíàöèþ, äàþùóþ íóëåâîé
ñòîëáåö. Íàïðèìåð, ýòî êîìáèíàöèÿ
3(1) + 2(2) � 4(3) + (4). Ïðè ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå óñëîâèÿõ èçâåñòíî, ÷òî âñå òà-
êèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà äîìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó. Íà-
ïðèìåð, äðóãàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìî-
æåò âûãëÿäèò òàê: 6(1) + 4(2) � 8(3) + 2(4).
Îíà â äâà ðàçà áîëüøå èñõîäíîé. Èëè (äîì-
íîæàåì íà -3): �9(1) � 6(2) + 12(3) � 3(4).
Ìîæíî ðàññìîòðåòü íåöåëóþ ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ: 1.5(1) + (2) � 2(3) + 0.5(4).
Êðîìå êàê äîìíîæåíèåì íà ÷èñëî äðóãèå
êîìáèíàöèè ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî. Äàâàéòå
âûáåðåì èç âñåõ ýòèõ êîìáèíàöèé òó, ó
êîòîðîé âñå êîýôôèöèåíòû öåëûå, è ñóì-
ìà ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ � ìèíèìàëü-
íà. Â íàøåì ñëó÷àå, ýòî êîìáèíàöèÿ
3(1) + 2(2) � 4(3) + (4).

Èìåÿ ìèíèìàëüíóþ öåëóþ ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðåøå-
íèå çàäà÷è. Ïåðâûé ñòîëáåö óìíîæàåòñÿ
íà 3. Ïîâòîðèì ýòîò ñòîëáåö òðè ðàçà:

�1 �1 �1
 1   1   1
�1 �1 �1
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Äàëåå, âòîðîé ñòîëáåö óìíîæàåòñÿ íà
2, íàïèøåì åãî 2 ðàçà. Òðåòèé ñòîëáåö
óìíîæàåòñÿ íà �4, ïîýòîìó èçìåíèì çíàê
÷èñåë â ñòîëáöå è íàïèøåì åãî ÷åòûðå
ðàçà. ×åòâåðòûé ñòîëáåö íàïèøåì 1 ðàç.
Ïîëó÷èì:

�1 �1 �1 �1 �1 1  1  1  1  1
1  1  1 �1 �1  0  0  0  0 �1

�1 �1 �1  0 0  1  1  1  1 �1
Ýòî ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò

ïðàâèëüíîé ñåðèè âçâåøèâàíèé. Åñëè áû
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî åå ñòîëáöîâ äà-
âàëî â ñóììå íóëåâîé ñòîëáåö, ýòî îçíà-
÷àëî áû, ÷òî åñòü áîëåå ìàëåíüêàÿ öåëî-
÷èñëåííàÿ íóëåâàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàòðèöû.

Íàì ïîâåçëî, â ìàòðèöå îêàçàëîñü 10
ñòîëáöîâ, çíà÷èò, ìû ïðèäóìàëè àëãîðèòì
âçâåøèâàíèÿ äëÿ 10 ìîíåò:

[1,2,3,4,5][6,7,8,9,10]
[4,5,10][1,2,3]
[1,2,3,10][6,7,8,9]

Ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå èñõîäíîé ìàò-
ðèöû ñòîëáöîâ îêàçàëîñü áû ìåíüøå. Ïî-
ýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íóæíî óñòðî-
èòü ïåðåáîð ìàòðèö n íà n + 1 ñ ðàíãîì n.
Îêàçûâàåòñÿ, ìàòðèöû, ïî êîòîðûì ñòðî-
ÿòñÿ ìàòðèöû ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòîëá-
öîâ, íàõîäÿòñÿ áûñòðî, è ìîæíî áûñòðî
ïîäîáðàòü õîðîøåå ðåøåíèå ê çàäà÷å.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî îïèñàííûé
ìåòîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü õîðîøèå ðåøå-
íèÿ, íî íå ïîçâîëÿåò ïåðåáðàòü âñå âîç-

Ïîñîâ Èëüÿ Àëåêñàíäðîâè÷,
àññèñòåíò êàôåäðû ÂÌ�2
ÑÏáÃÝÒÓ «ËÝÒÈ».

ìîæíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ òðåõ âçâåøèâàíèé
íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ïåðåáðàòü âñå âîçìîæ-
íûå ìàòðèöû è óáåäèòüñÿ, ÷òî áîëüøå 10
ìîíåò ñ èõ ïîìîùüþ ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Òåì
íå ìåíåå, ýòî íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì
òîãî, ÷òî ñ ïîìîùüþ òðåõ âçâåøèâàíèé
ñðàâíèòü áîëåå 10 ìîíåò íåâîçìîæíî.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå [1] ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî
ìåòîäà äîêàçàíà óæå ïðèâåäåííàÿ ðà-
íåå ôîðìóëà, ÷òî m(n) = n(1/2 + o(1))n. Â
÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî, ÷òî m(4) ≥ 30 (ýòî
ìû âèäåëè ñàìè), m(10) ≥ 259606,
m(15) ≥ 2132870658. Çàäà÷ó íà ïðîâåðêó
ðàâåíñòâà ìîíåò â íàáîðå ìîæíî îáîá-
ùèòü. ×òî, åñëè åñòü íå äâà òèïà ìîíåò, à
òðè è áîëåå? Ïóñòü, èìååòñÿ k òèïîâ ìî-
íåò. Îáîçíà÷èì çà m(n, k) ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî ìîíåò, êîòîðûå ìîæíî ñðàâ-
íèòü ñ ïîìîùüþ n âçâåøèâàíèé. Â òîé æå
ñòàòüå ïðîâåðåíî, ÷òî m(n, k) ðàñòåò ñî-
âñåì íå òàê áûñòðî ïðè k ≥ 3 êàê ïðè
k = 2. Ñóùåñòâóþò àáñîëþòíûå êîíñòàí-
òû c è C, òàêèå, ÷òî

c ⋅ n log n / log k ≤ m(n, k) ≤ C ⋅ n log n / log k.

Òî åñòü m(n, k) ðàñòåò ñ òîé æå ñêîðî-
ñòüþ, ÷òî è n ⋅ log n / log k. Íàäî çàìåòèòü,
÷òî ôîðìóëà âåðíà òîëüêî ïðè n + 1 ≥ k.
Â êà÷åñòâå çàêëþ÷èòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ
÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
m(n, k) = n + 1 ïðè k > n + 1.
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