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Èâàíîâ Ñåðãåé Ãåîðãèåâè÷,
Ðûæèê Âàëåðèé Èäåëüåâè÷

ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÉ ÏÅÐÅÍÎÑ (ÑÄÂÈÃ)

ÂÄÎËÜ ÎÑÈ ÎÐÄÈÍÀÒ

Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðèåíòèðî-
âî÷íûé ñöåíàðèé çàíÿòèÿ, êîòîðûì ó÷èòåëü
ìîæåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ïî ñâîåìó óñìîòðå-
íèþ, èñïîëüçóÿ ìàòåðèàëû íà äèñêå. Ñöå-
íàðèé ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå ïåðåíî-
ñà âäîëü îñè îðäèíàò, íî àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî çàíÿòèå è ïî
èíûì âèäàì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

Ó÷èòåëü ìîæåò ïî ìàòåðèàëàì ýòîãî çà-
íÿòèÿ ïðîâåñòè îäèí èëè íåñêîëüêî ïîâòî-
ðèòåëüíûõ óðîêîâ. Ìîæíî òàêæå âûáðàòü
÷àñòè ýòîãî çàíÿòèÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ óðîêîâ
ïî òåêóùåìó ìàòåðèàëó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ñîäåðæàíèå çàíÿòèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü òî
èëè äðóãîå êàê â îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ, òàê
è â ïðîôèëüíûõ êëàññàõ, â òîì ÷èñëå è
ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïî ìàòåìàòèêå.

ÖÅËÜ ÇÀÍßÒÈß

1. Îáîáùèòü ñâåäåíèÿ î ïàðàëëåëüíîì
ïåðåíîñå (ñäâèãå) íà ïëîñêîñòè, ïîëó÷åí-
íûå ó÷åíèêàìè â ðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
äèñöèïëèíàõ.

2. Íàïîìíèòü ãðàôèêè îñíîâíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

3. Íàïîìíèòü ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ðå-
øåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé, íåðà-
âåíñòâ, ñèñòåì ñ ïàðàìåòðàìè.

ÏËÀÍ ÇÀÍßÒÈß

1. Îáùåå ïîíÿòèå î ñäâèãå.
2. Ñäâèã â êîîðäèíàòíîé ôîðìå.
3. Ñäâèã ãðàôèêà ôóíêöèè âäîëü îñè

îðäèíàò.
4. Êîîðäèíàòíàÿ ôîðìà ñäâèãà ãðàôèêà

ôóíêöèè âäîëü îñè îðäèíàò.
5. Ïðèìåðû ñäâèãà ãðàôèêà ôóíêöèè

âäîëü îñè îðäèíàò.
6. Óïðàæíåíèÿ.
7. Ñåìåéñòâî êðèâûõ, ïîëó÷åííûõ ñäâè-

ãîì äàííîé êðèâîé.
8. Ïðèìåðû çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì.
9. Óïðàæíåíèÿ.
10. Êîíòðîëüíîå çàäàíèå â òåñòîâîé

ôîðìå.

ÕÎÄ ÇÀÍßÒÈß

1. Îáùåå ïîíÿòèå î ñäâèãå ôèãóðû íà
ïëîñêîñòè

Ðàññêàç ó÷èòåëÿ:
Ñäâèã (ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ èëè ïðî-

ñòî ïåðåíîñ) ôèãóðû ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì.
Ïîýòîìó îí ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñî-
îòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè. Êàê è âñÿêîå
äâèæåíèå, îí ñîõðàíÿåò ïðÿìîëèíåéíîñòü
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê, âåëè÷èíû óãëîâ, à
ïîòîìó ïàðàëëåëüíîñòü è ïåðïåíäèêóëÿð-
íîñòü ïðÿìûõ.

Ñäâèã ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè
è íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê � ýòè äâà
ñâîéñòâà âïîëíå åãî õàðàêòåðèçóþò ñðåäè
äðóãèõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè.

Ñäâèã ôèãóðû, â òîì ÷èñëå è ãðàôèêà
ôóíêöèè, çàäàåòñÿ âåêòîðîì.

Ïóñòü íàì äàí âåêòîð AB
uuur

 è ôèãóðà M
(ðèñ. 1).Ðèñ. 1
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Â ðåçóëüòàòå ñäâèãà ôèãóðû M
íà âåêòîð AB

uuur

 îíà ïåðåõîäèò â ôè-
ãóðó N (ðèñ. 2).

Ïðè ýòîì ñäâèãå êàæäàÿ òî÷êà X
ôèãóðû M ïåðåõîäèò â òàêóþ òî÷êó
Y ôèãóðû N, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî: XY AB=

uuur uuur

 (ðèñ. 3).
Ñäâèã ôèãóðû ìîæåò îñóùåñòâ-

ëÿòüñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ è íà
ðàçíûå ðàññòîÿíèÿ.

2. Ñäâèã íà ïëîñêîñòè â êîîðäèíàòíîé
ôîðìå

Ðàññêàç ó÷èòåëÿ:
Íà ïëîñêîñòè âåêòîð â ñèñòåìå êîîð-

äèíàò çàäàåòñÿ ïàðîé ñâîèõ êîîðäèíàò.
Ïóñòü êîîðäèíàòàìè âåêòîðà AB

uuur

 ÿâëÿåòñÿ
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ÷èñåë (p, q). Ýòî çà-
ïèñûâàåòñÿ òàê: AB

uuur

 = (p, q).
Ôîðìóëà äëÿ ñäâèãà íà âåêòîð (p, q):

x2 = x1 + p, y2 = y1 + q. (1)

Çäåñü (x1, y1) � êîîðäèíàòû èñõîäíîé
òî÷êè, (x2, y2) � êîîðäèíàòû òî÷êè, ïîëó-
÷åííîé â ðåçóëüòàòå ñäâèãà.

3. Ñäâèã ãðàôèêà ôóíêöèè âäîëü îñè
îðäèíàò

Ðàññêàç ó÷èòåëÿ:
Íà ýòîì çàíÿòèè ìû ïîâòîðèì ñäâèãè

âäîëü îñè y. Ïðè ýòîì ñäâèãå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé âåêòîð ëèáî ñîíàïðàâëåí ñ îñüþ y, ëèáî
íàïðàâëåí ïðîòèâîïîëîæíî îñè y (ðèñ. 4).

Ïîñìîòðèòå, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ãðàôè-
êîì ôóíêöèè ïðè òàêîì ñäâèãå, íàïðèìåð
ñ ãðàôèêîì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.

Ïðî òàêîé ãðàôèê ãîâîðÿò, ÷òî îí ïîä-
íèìàåòñÿ ââåðõ èëè îïóñêàåòñÿ âíèç íà âå-
ëè÷èíó, ðàâíóþ äëèíå âåêòîðà. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî îðäèíàòà êàæäîé òî÷êè ãðàôèêà èç-

ìåíÿåòñÿ íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó, óâåëè-
÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåòñÿ.

4. Êîîðäèíàòíàÿ ôîðìà ñäâèãà ãðàôè-
êà ôóíêöèè âäîëü îñè îðäèíàò

Ðàññêàç ó÷èòåëÿ:
Åñëè ñäâèã èäåò âäîëü îñè y, òî ñîîò-

âåòñòâóþùèé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû
(0, a). (Ïðè ýòîì åñëè ãðàôèê ïîäíèìàåò-
ñÿ, òî a > 0, à åñëè îí îïóñêàåòñÿ, òî a < 0.
Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè a > 0, òî ãðàôèê
ïîäíèìàåòñÿ, à åñëè a < 0, òî îí îïóñêà-
åòñÿ).

Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè òî÷êè è êî-
îðäèíàòàìè å¸ îáðàçà ïðè ïàðàëëåëüíîì
ïåðåíîñå: ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (1), ìû ïî-
ëó÷àåì äëÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1)
òàêèå íîâûå êîîðäèíàòû (x2, y2):

x2 = x1, y2 = y1 + a. (2)

Ïðè ýòîé çàïèñè ìû åùå ðàç óáåæäàåì-
ñÿ â òîì, ÷òî ïðè ñäâèãå ãðàôèêà âäîëü îñè
y àáñöèññà ëþáîé åãî òî÷êè íå ìåíÿåòñÿ, à
îðäèíàòà èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó a: óâåëè-
÷èâàåòñÿ ïðè a > 0 è óìåíüøàåòñÿ ïðè
a < 0. Ïîëåçíî òàêæå çàïèñàòü, êàê ñòàðûå
êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûå:

x1 = x2, y1 = y2 � a. (3)

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó ñäâè-
ãîì ãðàôèêà ôóíêöèè è óðàâíåíèåì ôóíê-
öèè.

Ïóñòü íàì áûëà äàíà ôóíêöèÿ y = f (x).
Åñëè ìû ãðàôèê ñäâèãàåì âäîëü îñè y

íà âåêòîð (0, a), òî óðàâíåíèå íîâîé ôóíê-
öèè, ãðàôèê êîòîðîé ìû ïîëó÷èëè, áóäåò
òàêîé: y = f (x) + a. À äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà-
ôèêà ôóíêöèè y = f (x) + a, ñíà÷àëà ñòðî-
èì ãðàôèê y = f (x), à çàòåì ïîäíèìàåì åãî
èëè îïóñêàåì íà âåëè÷èíó a: ïîäíèìàåì
ïðè a > 0 è îïóñêàåì ïðè a < 0. Íà ïðàê-
òèêå óäîáíî íà÷àòü ðèñîâàíèå ñ òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà èñõîäíîé ôóíêöèè ñ
îñÿìè êîîðäèíàò èëè òî÷åê ýêñòðåìóìà
(åñëè îíè ñóùåñòâóþò), òî åñòü ñíà÷àëà íà-
ðèñîâàòü îáðàçû èìåííî ýòèõ òî÷åê.

Íà ïðàêòèêå ìû â ïåðâóþ î÷åðåäü äîë-
æíû ÿñíî ïîíèìàòü ñëåäóþùåå: êîãäà ìû
âèäèì óðàâíåíèå âèäà y = f (x) + a, òî ýòî
çíà÷èò, ÷òî ïðîèçîøåë ñäâèã ãðàôèêà ôóí-
êöèè f íà âåëè÷èíó a.

Îáúÿñíåíèå òîìó î÷åíü ïðîñòîå. Ìû
äîêàæåì, ÷òî ïðè îäíîé è òîé æå àáñöèññå
ðàçíîñòü îðäèíàò ðàâíà à.

Ïóñòü áûëà òî÷êà (x1, y1) íà ãðàôèêå
ôóíêöèè f. Íî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî y1 = f (x1). Òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷-
êà (x2, y2), ïðèíàäëåæàùàÿ ãðàôèêó ôóíê-
öèè y = f(x) + a, òî åñòü òàêàÿ, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî y2 = f (x2) + a. Ïîëó÷àåò-
ñÿ, ÷òî y2 = f (x1) + a = y1 + a, òî åñòü âñå
ñîîòâåòñòâóþùèå (îäíîé è òîé æå àáñöèñ-
ñå) îðäèíàòû ãðàôèêà ïåðâîé ôóíêöèè èç-
ìåíèëèñü íà âåëè÷èíó a. Òåì ñàìûì ïðî-
èçîøåë ñäâèã ãðàôèêà âäîëü îñè y.

Àíàëîãè÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ
ìíîæåñòâàìè íà ïëîñêîñòè è óðàâíåíèÿìè,
çàäàþùèìè ýòè ìíîæåñòâà, áóäåò è òîãäà,
êîãäà äàíî óðàâíåíèå f (x, y) = 0. Åñëè ìû
êðèâóþ, çàäàííóþ ýòè óðàâíåíèåì, ñäâèãà-
åì âäîëü îñè y íà âåêòîð (0, a), òî óðàâíåíèå
íîâîé êðèâîé áóäåò òàêèì: f (x, y � a) = 0.

Óðàâíåíèå f (x, y � a) = 0 ìîæíî îáî-
ñíîâàòü, íàïðèìåð, òàê. Â ñëó÷àå ÿâíîé çà-
âèñèìîñòè y = g (x) ìû èìååì óðàâíåíèå
 f (x, g(x)) = 0. Ïîñëå ñäâèãà ãðàôèêà ôóíê-
öèè y = g (x) íà âåêòîð (0, a) ìû ïîëó÷èì
ãðàôèê çàâèñèìîñòè y = g (x) + a. Òîãäà
y � a = g (x), è óðàâíåíèå f (x, g (x)) = 0
ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ f (x, y � a) = 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâîé, çàäàííîé óðàâ-
íåíèåì f (x, y � a) = 0, ñíà÷àëà ñòðîèì êðè-
âóþ, çàäàííóþ óðàâíåíèåì f (x, y) = 0, à çà-
òåì ïîäíèìàåì åå èëè îïóñêàåì íà âåëè÷è-
íó a: ïîäíèìàåì ïðè a > 0 è îïóñêàåì ïðè
a < 0.

Ðàçóìååòñÿ, âìåñòî ñäâèãà ôèãóðû ìû
ìîæåì ñäâèãàòü îñü x, íàïðèìåð, âìåñòî
ïîäúåìà ôèãóðû íà 2 ìîæíî íàðèñîâàòü
íîâóþ îñü x, îïóùåííóþ ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñòàðîé îñüþ x íà 2.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

5. Ïðèìåðû íà ñäâèã âäîëü îñè y

Êîììåíòàðèé:
Ó÷èòåëü âûáèðàåò ïðèìåð èç ïðèâåäåí-

íîãî ñïèñêà. Îí ïîêàçûâàåò ýòè ïðèìåðû
ñàì, ëèáî ðàçáèðàåò èõ âìåñòå ñ êëàññîì.

Â ïåðâîé ñåðèè ïðèìåðîâ ïðåäëàãàåòñÿ
íàïèñàòü óðàâíåíèå (íåðàâåíñòâî), êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû òî÷åê ôèãóðû,
ïîëó÷åííîé èç äàííîé ñäâèãîì âäîëü îñè y.

Â ïðèíöèïå, ýòà ñåðèÿ íå îáÿçàíà áûòü
ïåðâîé ïî ñ÷åòó. Îíà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ è
òðåòüåé ïî ñ÷åòó, è äàæå âîîáùå åþ ìîæíî
íå çàíèìàòüñÿ.

Ñåðèÿ 1

1. Äàíà ôóíêöèÿ y = x. Åå ãðàôèê ñäâè-
íóëè íà âåêòîð (0, 1). Êàêîâî óðàâíåíèå äëÿ
íîâîé ôóíêöèè?

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (3):
x1 = x2, y1 = y2 � 1. Òàê êàê y1 = x1, òî
y2 � 1 = x2. Îòñþäà y2 = x2 + 1. Ïîëó÷àåì òà-
êîå óðàâíåíèå äëÿ íîâîé ôóíêöèè: y = x + 1.Ñäâèã... ôèãóðû...
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2.  Äàíà ôóíêöèÿ y = x2 � 1. Åå ãðàôèê
îïóñòèëè íà 2. Êàêîâî óðàâíåíèå äëÿ íî-
âîé ôóíêöèè?

Ðåøåíèå. Âåêòîð ñäâèãà (0, �2). Âîñïîëü-
çóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (3): x1 = x2, y1 = y2 + 2.
Òàê êàê y1 = x1

2 � 1 , òî y2 + 2 = x2
2 � 1.

Îòñþäà y2 = x2
2 � 3. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

äëÿ íîâîé ôóíêöèè: y = x2 � 3.

3. Äàíà ôóíêöèÿ y = lg x. Åå ãðàôèê ïîä-
íÿëè íà 10. Êàêîâî óðàâíåíèå äëÿ íîâîé
ôóíêöèè?

Ðåøåíèå. Âåêòîð ñäâèãà (0, 10). Âîñïîëü-
çóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (3): x1 = x2, y1 = y2 � 10.
Òàê êàê y1 = lg x1, òî y2 � 10 = lg x2. Îòñþäà
y2 = lg x2

 + 10. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ
íîâîé ôóíêöèè: y = lg x + 10.

4. Äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è ðàäèóñîì 1. Åå ïîäíÿëè íà 1.
Êàêîâî óðàâíåíèå äëÿ íîâîé êðèâîé?

Ðåøåíèå. Âåêòîð ñäâèãà ðàâåí (0, 1).
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (3):
x1 = x2, y1 = y2 � 1. Òàê êàê x1

2 + y1
2 = 1, òî

x2
2 + ( y2 � 1)

2 = 1.
Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: x2 + ( y � 1)2 = 1.

5. Ôèãóðà íà ïëîñêîñòè çàäàíà íåðàâåí-
ñòâîì x + y ≤ 2. Åå îïóñòèëè íà 2. Êàêèì
íåðàâåíñòâîì çàäàåòñÿ ïîëó÷åííàÿ ôèãóðà?

Ðåøåíèå. Âåêòîð ñäâèãà ðàâåí (0, �2).
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (3):
x1 = x2, y1 = y2 +2. Òàê êàê x1 + y1 ≤ 2, òî
x2

 + (y2 + 2) ≤ 2 èëè x2
 + y2 ≤ 0. Ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî: x + y ≤ 0.

Ñåðèÿ 2

Êîììåíòàðèé:
Âî âòîðîé ñåðèè ïðèìåðîâ ïðåäëàãàåò-

ñÿ íàðèñîâàòü ôèãóðû, êîòîðûå ïîëó÷àþò-
ñÿ èç äàííîé ñäâèãîì âäîëü îñè y.

Íàðèñîâàòü ôèãóðû, êîòîðûå çàäàþòñÿ
òàêèìè óñëîâèÿìè:

1. y = 1 � 2x;
2. y = x2 + x � 1;
3. y = (x + 1) / x;
4. y = � 1 � x ;
5. y = lg 10x;
6. |x| + |y � 1| = 1;
7. y < 2x + 1.

Ñåðèÿ 3

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè,
êîòîðàÿ ïîñëå ñäâèãà ãðàôèêà ââåðõ íà 1,
ïîëîæèòåëüíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè, ó
êîòîðîé ïîñëå ñäâèãà ãðàôèêà âíèç íà 2
÷èñëî íóëåé óâåëè÷èâàåòñÿ.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè,
÷òî ïðè ëþáîì ñäâèãå ãðàôèêà âäîëü îñè y
îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ.

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè
f (x), ÷òî f (�x) � 1 > 0.

5. Íàðèñóéòå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ
÷èñåë z òàêèõ, ÷òî |z + i | ≤ 3.

6. Íàðèñóéòå èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, êî-
òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y′ = y è ïðî-
õîäèò ÷åðåç òî÷êó (0,�1).

7. Ìîæíî ëè ñäâèãîì âäîëü îñè y ïîëó-
÷èòü èç ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 � x ãðàôèê
ôóíêöèè y = x2 + x?

8. Ãðàôèê ïðîèçâîäíîé îäíîé ôóíêöèè
ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà ïðîèçâîäíîé äðóãîé
ôóíêöèè ñäâèãîì âäîëü îñè y. Áóäåò ëè ýòî
âåðíî äëÿ ãðàôèêîâ ñàìèõ ôóíêöèé?

9. Ñóùåñòâóåò ëè ñäâèã, â ðåçóëüòàòå
êîòîðîãî êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì
y = 1 / (x2 + 1 ) ïåðåéäåò â êðèâóþ, çàäàí-
íóþ óðàâíåíèåì y = �x2/(x2 + 1)?

...ñäâèã âäîëü îñè y...
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10. Êðèâàÿ, óðàâíåíèå êîòîðîé
y = log2 (�2x) ïîëó÷åíà ñäâèãîì íà âåêòîð
(0, 1). Èç êàêîé êðèâîé?

6. Óïðàæíåíèÿ íà ñäâèã âäîëü îñè y

Ñåðèÿ 4

Êàêèì óñëîâèåì çàäàåòñÿ ôèãóðà, ïîëó-
÷åííàÿ ñäâèãîì âäîëü îñè y:

1) ãðàôèêà ôóíêöèè y = 1/x íà âåêòîð
(0, �5);

2) ãðàôèêà ôóíêöèè y = sin x íà âåêòîð
(0, 1);

3) êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì y � |x | = 0
è ïîäíÿòîé íà 3;

4) ôèãóðû, çàäàííîé íåðàâåíñòâîì
x2 + y2 ≤ 1 è îïóùåííîé íà 4.

Ñåðèÿ 5
Íàðèñóéòå ôèãóðû, êîòîðûå çàäàþòñÿ

òàêèìè óñëîâèÿìè:
1) y = �1 � 0,5x;
2) y = � x2 + x + 1;
3) y = (1 � x) / x;
4) y = |1 � x |;
5) y = � lg2 (4x);
6) |x| + |y + 1| ≥ 3;
7) sin x � sin y = 0;
8) cos (x + y) = 0.

7. Ñåìåéñòâî êðèâûõ, ïîëó÷åííûõ
ñäâèãîì äàííîé êðèâîé

Ðàññêàç ó÷èòåëÿ:
Òåïåðü ìû ìîæåì òðàêòîâàòü óðàâíåíèå

âèäà y = f (x) + a, ãäå a � ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî, êàê óðàâíåíèå ôèãóðû, ïîëó÷åííîé
èç ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x) â ðåçóëüòàòå
ñäâèãà íà âåêòîð (0, a), èíà÷å ãîâîðÿ � êàê
ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x), ïîäíÿòûé èëè
îïóùåííûé íà âåëè÷èíó a âäîëü îñè y. (Àíà-
ëîãè÷íî ìîæíî òðàêòîâàòü íåðàâåíñòâà âèäà
y > f (x) èëè óðàâíåíèÿ âèäà f (x, y) = 0).
Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè a ìû áóäåì ïîëó÷àòü
êîíêðåòíóþ êðèâóþ. Âñå âìåñòå îíè îáðà-
çóþò ñåìåéñòâî êðèâûõ, ïîëó÷åííûõ èç äàí-
íîé ñäâèãîì âäîëü îñè y.

ßñíî, ÷òî âñå ñåìåéñòâî êðèâûõ íàðè-
ñîâàòü â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî, òàê êàê
îíî áåñêîíå÷íî.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷åðåç òî÷êó íà
ïëîñêîñòè ìîæåò ïðîõîäèòü òîëüêî îäíà
êðèâàÿ èç äàííîãî ñåìåéñòâà. Ýòà ñèòóàöèÿ

õîðîøî èçâåñòíà, íàïðèìåð, ïðè íàõîæäå-
íèè ïåðâîîáðàçíîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè.

Èìåÿ ðàâåíñòâî ( ) ( )f x dx F x C= +∫ , ìû

òîëêóåì åãî òàê: äëÿ äàííîé ôóíêöèè f(x)
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðâî-
îáðàçíûõ. Âñå îíè îòëè÷àþòñÿ îò êàêîé-
ëèáî îäíîé èç íèõ íà ïîñòîÿííóþ C. Ýòî
êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèêè âñåõ ïåð-
âîîáðàçíûõ ïîëó÷åíû èç êàêîãî-òî îäíîãî
ñäâèãîì âäîëü îñè y. Òàê, íàïðèìåð, âñå
ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè y = x2 èìåþò
âèä y = (1/3)x3 + C.

Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ñ ïîìîùüþ
ñäâèãà ïîçâîëÿåò ðàçîáðàòüñÿ â ðåøåíèè è
èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ, ñèñ-
òåì ñ ïàðàìåòðîì.

8. Ïðèìåðû çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a
îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ x2 � x � a = 0
áîëüøå 1, à äðóãîé ìåíüøå 1?

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â òà-
êîì âèäå: x2 = x + a.

Íàðèñóåì ãðàôèê ôóíêöèè â ëåâîé ÷àñ-
òè: y = x2. Íà ýòîì æå ðèñóíêå íàðèñóåì
íåñêîëüêî êðèâûõ èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà: y = x + a.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè a < 0 îáà êîð-
íÿ óðàâíåíèÿ, åñëè îíè åñòü, îòâå÷àþò óñ-
ëîâèþ çàäà÷è. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çà-
äà÷è äàåò íàì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáîèõ êîðíåé:
a > �1/4.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a = 0. Âèäèì, ÷òî
óñëîâèþ çàäà÷è îòâå÷àåò îäèí êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a > 0. Óñëîâèþ çà-
äà÷è îòâå÷àåò îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îòâåò íà
ïîñòàâëåííûé âîïðîñ: óðàâíåíèå èìååò îáà
êîðíÿ, îòâå÷àþùèå óñëîâèþ çàäà÷è, ïðè
0 > a > �1/4.

2. Ìîæåò ëè íåðàâåíñòâî |1 � |x || < a � x
èìåòü ðåøåíèåì ñèììåòðè÷íûé ïðîìåæóòîê?

3. Ìîæåò ëè óðàâíåíèå lg (ax) = x èìåòü
äâà ðåøåíèÿ?

4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a

ñèñòåìà 




+=
+=

ayx

axy
2

2

 èìååò îäíî ðåøåíèå?
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9.  Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a

ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà x a x≥ −  ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîìåæóòîê [1, 2] ?

2. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå
sin x � x = a ?

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a

ñèñòåìà 




=+
=+
1

122

ax

yx
 èìååò îäíî ðåøåíèå?

4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à

ñèñòåìà 




>+
=+

ayx

yx

2

1
 èìååò ðåøåíèÿ â òðå-

òüåé ÷åòâåðòè?
5. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà





=−
=+

1)(sin

1)(sin

yx

yx
, åñëè 0 ≤ x ≤ 2π, 0 ≤ y ≤ 2π?

6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è
b ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà x2 + a > x + b ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê [�1, 1]?

10. Êîíòðîëüíîå çàäàíèå (â òåñòîâîé
ôîðìå)

Êîììåíòàðèé:
Ó÷åíèêàì ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî óòâåð-

æäåíèé. Íà êàæäîå èç íèõ îòâåò äàåòñÿ ëèáî
â óòâåðäèòåëüíîé ôîðìå («äà»), ëèáî â îò-
ðèöàòåëüíîé ôîðìå («íåò»).

Òåñòèðîâàíèå ïðîõîäèò â êëàññå. Èç
ïîñëåäóþùåãî ñïèñêà ó÷èòåëü ìîæåò âûá-
ðàòü ëþáûå çàäàíèÿ.

Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî:
1. Â ðåçóëüòàòå ñäâèãà íà âåêòîð (0, �1)

ãðàôèê ôóíêöèè y = lg x ïåðåõîäèò â ãðà-
ôèê ôóíêöèè y = lg (x/10). (Äà)

2. Ñóùåñòâóåò ñäâèã âäîëü îñè y, â ðå-
çóëüòàòå êîòîðîãî ãðàôèê ôóíêöèè
y = (õ � 1) / x ïåðåõîäèò â ãðàôèê ôóíêöèè

 y = (2x � 1) / x. (Äà)
3. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ åäèí-

ñòâåííûé íóëü, è òàêàÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå
ëþáîãî ñäâèãà âäîëü îñè y îíà èìååò åäèí-
ñòâåííûé íóëü. (Äà)

4. Ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåò-
ðà a, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà óðàâíåíèé
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 èìååò áîëüøå äâóõ ðåøåíèé.

(Íåò)
5. Åñëè ïåðâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøå âòîðîé,

òî è ïåðâîîáðàçíàÿ ïåðâîé ôóíêöèè áîëü-
øå. (Íåò)

6. Åñëè äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè èìåþò
îäèí è òîò æå óãëîâîé êîýôôèöèåíò, òî èõ
ãðàôèêè ñîâìåùàþòñÿ ñäâèãîì. (Äà)

7. Ñóùåñòâóåò ñäâèã, â ðåçóëüòàòå êîòîðî-
ãî ôèãóðà, çàäàííàÿ íåðàâåíñòâîì x2 + y2 ≤ 1
ïåðåõîäèò â ôèãóðó, çàäàííóþ íåðàâåíñòâîì
x2 + (y � 1)2 ≥ 1. (Íåò)

8. Ñóùåñòâóåò ñäâèã, â ðåçóëüòàòå êîòî-
ðîãî ôèãóðà, çàäàííàÿ íåðàâåíñòâîì
|x � y | ≤ 1 ïåðåõîäèò â ôèãóðó, çàäàííóþ
íåðàâåíñòâîì y � 4 ≤ x ≤ y � 2. (Íåò)


