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â òåõíîëîãè÷åñêóþ ýðó

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðèíöèïû è ñòàíäàðòû äëÿ øêîëüíîé
ìàòåìàòèêè [3], ïîääåðæèâàþò åäèíûé
ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ,
âêëþ÷àþùèé ðàçëè÷íûå ãðóïïû òåìàòè÷åñ-
êè ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòîâ. Îñî-
áîå ìåñòî â ñòàíäàðòàõ NCTM îòâåäåíî
ãðóïïå, ñâÿçàííîé ñ ðàññóæäåíèåì è äîêà-
çàòåëüñòâîì, ÷òî ïîä÷åðêèâàåò åå ðîëü â
êóðñå ìàòåìàòèêè.

Ðàññóæäåíèå è äîêàçàòåëüñòâî � ýòî íå
òå âèäû äåÿòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ îòâî-
äèòñÿ ñïåöèàëüíîå âðåìÿ èëè ñïåöèàëüíûå
òåìû â êóðñå ìàòåìàòèêè. Îíè äîëæíû áûòü
åñòåñòâåííûì ýëåìåíòîì ïðè îáñóæäåíèè
â êëàññå ëþáîé òåìû. Â ïðîäóêòèâíîé ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè ñðåäå îæèäàåòñÿ,
÷òî ó÷àùèåñÿ îáúÿñíÿò è ïðîâåðÿò ñâîè
âûâîäû  [3].

Òåì íå ìåíåå,  â áîëüøèíñòâå àìåðè-
êàíñêèõ øêîë, åñëè ãäå-ëèáî ó÷àùèåñÿ ñòàë-
êèâàþòñÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëü-
ñòâàìè, òî òîëüêî â êóðñå ãåîìåòðèè.

Öåëü äàííîé ñòàòüè � ïîêàçàòü, êàê ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíà íîâàÿ ïðîãðàììà
ñèìâîëüíîé ãåîìåòðèè, Geometry Expressions
(http://saltire.com/), â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà-

÷àõ íà äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëàãàþòñÿ äâà
ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ïðè èñïîëüçîâàíèè
ïðîãðàììû äëÿ äîêàçàòåëüñòâ. Ïåðâûé ïîä-
õîä � «Äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå êîì-
ïüþòåð» � ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà ïðîãðàììà
ïîìîãàåò ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå è
ñïëàíèðîâàòü åãî äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîé ïîä-
õîä  � «Êîìïüþòåðíîå äîêàçàòåëüñòâî» � ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå îáùåãî õà-
ðàêòåðà ïîäòâåðæäàåòñÿ ñàìîé ïðîãðàììîé,
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïðîãðàììà ðàáîòàåò
òàêæå ñ îáúåêòàìè îáùåãî âèäà.

Îáà ýòèõ ïîäõîäà áóäóò äàëåå ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàíû äîâîëüíî ïðîñòûìè ïðèìåðà-
ìè. Ïåðâûé ïðèìåð, êàñàþùèéñÿ  ïëîùà-
äåé òðàïåöèè è òðåóãîëüíèêà, òèïè÷åí äëÿ
ïåðâîãî ïîäõîäà. Âòîðîé ïðèìåð êàñàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôèêà ôóíêöèè è òèïè-
÷åí äëÿ âòîðîãî ïîäõîäà. Äðóãèå ïðèìåðû
èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììû  Geometry Expres-
sions â çàäà÷àõ ðàçíîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè
êóðñà ìàòåìàòèêè äëÿ ñòàðøèõ êëàññîâ
èìåþòñÿ â [2].

Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ýòè ïðèìå-
ðû, îáñóäèì íåêîòîðûå âàæíûå èäåè, êàñà-
þùèåñÿ ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ è îáîáùå-
íèÿ, è êàê ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì
óïîìÿíóòîé âûøå ïðîãðàììû.
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Îäíî è âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ñîñòîèò â ðàçâèòèè
ó ó÷àùèõñÿ ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ. Ñàì
ïðîöåññ äîêàçàòåëüñòâà ïîçâîëÿåò ó÷àùåìóñÿ
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñâîþ ñïîñîáíîñòü ìûñ-
ëèòü ëîãè÷åñêè. Èìåííî â ïðîöåññå äîêà-
çàòåëüñòâà ó÷àùåìóñÿ òðåáóåòñÿ îïðàâäûâàòü
êàæäûé øàã ñâîèõ ðàññóæäåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâà â øêîëüíîì êóðñå ìàòå-
ìàòèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ â îñíîâíîì â êóð-
ñå ãåîìåòðèè. Â ñòàðøèõ êëàññàõ àìåðè-
êàíñêîé øêîëû  â êóðñå àëãåáðû è íà÷àë
àíàëèçà ïî÷òè íåò äîêàçàòåëüñòâ. Ïîñêîëü-
êó ãåîìåòðèÿ çàíèìàåò òîëüêî íåáîëüøóþ
÷àñòü êóðñà, ïîíÿòíî,  ïî÷åìó ðàçâèòèå ëî-
ãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ è óìåíèÿ ðàññóæäàòü
ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îñîáîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ñâÿçè ìåæäó ëîãè-
÷åñêèì ìûøëåíèåì è ñïîñîáíîñòüþ ê îáîá-
ùåíèþ. Ó÷àùèåñÿ äîëæíû óìåòü ëèáî îò-
âåðãíóòü ëèáî èçìåíèòü ðàññìàòðèâàåìóþ ãè-
ïîòåçó. Ïðèâîäÿ êîíòðïðèìåð,  íóæíî ëî-
ãè÷åñêè êîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàòü îòðè-
öàíèå, à äëÿ ýòîãî ïîëíîñòüþ ïîíÿòü ëîãè-
÷åñêóþ ñòðóêòóðó óòâåðæäåíèÿ.

Îáîáùåíèå � ýòî ïðîöåññ ïåðåõîäà îò
÷àñòíîãî óòâåðæäåíèÿ ê îáùåìó, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî ïåðâîå ñòàíîâèòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì âòîðîãî. Îáîáùåíèå â  ìàòåìàòèêå è
â îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì
ýòàïîì ïðè âûäâèæåíèè ãèïîòåç. Ïðåæäå
÷åì äîêàçûâàòü ÷òî-ëèáî, ó÷àùåñÿ äîëæíû
÷åòêî ñôîðìóëèðîâàòü äîêàçûâàåìîå óòâåð-
æäåíèå. Ôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû åñòü ðå-
çóëüòàò ðàçëè÷íûõ ìûñëèòåëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, â òîì ÷èñëå è îáîáùåíèÿ.

Òèïè÷íûå ïðèìåðû îáîáùåíèÿ ìîæíî
íàéòè â ïðîãðàììå ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñòàð-
øèõ êëàññîâ Ðîññèéñêèõ  øêîë [6]:

• Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè êàê
ìåòîä îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë, íà âñå ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

• Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ äåéñòâèé ñ
âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, îñíîâàííîå íà
ñâîéñòâàõ äåéñòâèé ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñ-
ëàìè.

• Ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà � îáîá-
ùåíèå ïîíÿòèÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà.

• Ïåðåõîä îò äâóìåðíûõ âåêòîðîâ ê
òðåõìåðíûì � îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ðàçìåð-
íîñòè.

• Ïåðåõîä îò ÷èñëîâîé ïåðåìåííîé ê
ñèìâîëüíîé.

Î÷åíü ÷àñòî îáùåå óòâåðæäåíèå äîêà-
çûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ÷àñòíîå. Áî-
ëåå òîãî, èíîãäà åãî äîêàçàòåëüñòâî äàæå
ïðîùå. Ïðèìåðû ýòîãî õîðîøî èçâåñòíû.
Âåëèêàÿ Òåîðåìà Ôåðìà è ãèïîòåçà Ïóàí-
êàðå áûëè äîêàçàíû ïîñëå íåñêîëüêèõ âå-
êîâ áåçóñïåøíûõ ïîïûòîê òîëüêî òîãäà,
êîãäà áûëè ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû
áîëåå îáùèå óòâåðæäåíèÿ  [4, 5].

Ôîðìóëèðîâêà îáîáùåíèÿ � íåòðèâèàëü-
íàÿ çàäà÷à. Íàïðèìåð, ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ
ìíîãîãðàííèêîâ [1] áûëà äîêàçàíà òîëüêî
ïîñëå òîãî, êàê áûëî äàíî òî÷íîå îïðåäå-
ëåíèå ìíîãîãðàííèêà è óêàçàíû îãðàíè÷å-
íèÿ ïðè êîòîðûõ ôîðìóëà âåðíà. Äëÿ ýòîãî
ïîíàäîáèëîñü íåñêîëüêî âåêîâ.

Ôîðìóëèðîâêà êîððåêòíîãî îáùåãî óò-
âåðæäåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü äîêàçàíî,
ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäíîé çàäà÷åé äëÿ ó÷à-
ùåãîñÿ. Ýòîò ïðîöåññ òðåáóåò íå òîëüêî
òâîð÷åñêîãî, íî è ðàçâèòîãî ëîãè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ.  Ïðîãðàììà ñèìâîëüíîé ãåî-
ìåòðèè Geometry Expressions ïîìîãàåò ó÷à-
ùèìñÿ â ôîðìóëèðîâàíèè îáùèõ óòâåðæ-
äåíèé, ïðîâåðêå èõ ñïðàâåäëèâîñòè è äî-
êàçàòåëüñòâå èõ.

Îáîáùåíèå � ýòî ïðîöåññ ïåðåõîäà îò ÷àñòíîãî
óòâåðæäåíèÿ ê îáùåìó...
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Ðèñ. 1. Çàäà÷à ñ òðàïåöèåé � ôîðìóëèðîâêà ãèïîòåçû

ÂÊËÞ×ÅÍÈÅ
ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ

Â ÏÐÎÖÅÑÑ ÎÁÓ×ÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

«Ñóùåñòâîâàíèå, ìíîãîîáðàçèå  è ìîùü
òåõíîëîãèè ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ïå-
ðåñìîòðà òîãî, ÷òî äîëæíû èçó÷àòü ó÷àùè-
åñÿ è êàêîâû íàèëó÷øèå ìåòîäû èçó÷åíèÿ.
...Ïðè íàëè÷èè òåõíîëîãè÷åñêèõ èíñòðóìåí-
òîâ ó÷àùèéñÿ ìîæåò ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà
ïðèíÿòèè ðåøåíèé, ðàññóæäåíèÿõ è ðåøå-
íèè çàäà÷» [3].

Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíî-
ëîãèé ìîæåò ïîìî÷ü ó÷àùåìóñÿ â ñîçäàíèè
äîêàçàòåëüñòâ â êóðñå ìàòåìàòèêè, âêëþ÷àÿ
êóðñû àëãåáðû è íà÷àëà àíàëèçà. Äàëåå äå-
ìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðîãðàììû
Geometry Expressions. Ýòà ïðîãðàììà � ïåð-
âàÿ èç íîâîãî êëàññà ïðîãðàìì äëÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ çàäà÷: èíòåðàêòèâíàÿ ïðîãðàììà
ñèìâîëüíîé ãåîìåòðèè.  Îíà èìååò äâà ïðèí-
öèïèàëüíûõ îòëè÷èÿ îò èìåþùèõñÿ ïðî-
ãðàìì äèíàìè÷åñêîé ãåîìåòðèè:

1) îíà â áîëüøåé ñòåïåíè îñíîâàíà íà
ãåíåðàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ  âûðàæåíèé, ÷åì
íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ;

2) îíà ñêîðåå ñèìâîëüíàÿ, ÷åì ÷èñëåí-
íàÿ.

Geometry Expressions ìîæåò, â îòëè÷èå
îò äðóãèõ èíòåðàêòèâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñèñòåì, àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðîâàòü àëãåá-
ðàè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè ôèãóðàìè. Â Geometry
Expressions âñòðîåíà ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñ-
êàÿ ñèñòåìà.  Îáîáùåíèå è óïðîùåíèå âû-
ðàæåíèé è ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â ñàìîé ïðîãðàììå

Geometry Expressions.
Ðàññìîòðèì äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê

èñïîëüçîâàíèþ  Geometry Expressions â äî-
êàçàòåëüñòâàõ.

I. Äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå êîì-
ïüþòåð

Çäåñü ìû ïîêàæåì,  êàê Geometry
Expressions ìîæåò ïîìî÷ü ó÷àùåìóñÿ ñôîð-
ìóëèðîâàòü ãèïîòåçó è ñïëàíèðîâàòü äîêà-
çàòåëüñòâî â ñëåäóþùåé çàäà÷å: â òðàïåöèþ
ñ îñíîâàíèÿìè  a è b è âûñîòîé h âïèñàí
òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îäíà ñòîðîíà ñî-
âïàäàåò ñ áîêîâîé ñòîðîíîé òðàïåöèè, à
âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé äðóãîé áî-
êîâîé ñòîðîíû. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå ïëî-
ùàäåé òðåóãîëüíèêà è òðàïåöèè?

Ó÷àùèéñÿ ñòðîèò ïðîèçâîëüíóþ òðàïå-
öèþ ABCD è îáîçíà÷àåò îñíîâàíèÿ è âûñî-
òó ÷åðåç a, b è h ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ çàäà÷è, îí ñòðîèò òðåóãîëüíèê è
èçìåðÿåò ïëîùàäè òðàïåöèè è òðåóãîëüíè-
êà. Ïðîãðàììà ñîçäàåò ñèìâîëüíèå âûðàæå-
íèÿ äëÿ ýòèõ ïëîùàäåé (ðèñ. 1).

Ñðàâíåíèå ýòèõ âûðàæåíèé íåìåäëåí-
íî ïðèâîäèò ê ãèïîòåçå, ÷òî ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùà-
äè òðàïåöèè:

 
( ) 1 ( ) 1

4 2 2 2CDE ABCD

h a b h a b
A A

+ += = = .

Äàëåå ïðîãðàììà ìîæåò ïîìî÷ü ïðî-
äåëàòü íåñêîëüêî øàãîâ, êîòîðûå â
ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò äîêàçàòåëü-
ñòâî.  Î÷åâèäíî,

( )CDE ABCD ADE BCEA A A A= − + .

×òîáû îáîñíîâàòü âûðàæåíèå äëÿ
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà CDE, ó÷àùèé-
ñÿ ìîæåò çàïðîñèòü âûðàæåíèÿ äëÿ

×åìó ðàâíî îòíîøåíèå ïëîùàäåé
òðåóãîëüíèêà è òðàïåöèè?
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ïëîùàäåé  ADE è BCE  è íàéòè
ñóììû ýòèõ ïëîùàäåé (ðèñ. 2).

Îñíîâûâàÿñü íà âûðàæåíèÿõ,
ñîçäàííûõ ïðîãðàììîé, ó÷àùèéñÿ
íàõîäèò:

 
( ) ( ) ( )
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Äëÿ èõ îáîñíîâàíèÿ ó÷àùèéñÿ ìî-
æåò èñïîëüçîâàòü  ôîðìóëû äëÿ
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà. Îñíîâàíèÿ
ðàâíû  b è a ñîîòâåòñòâåííî, òàê
÷òî òðåáóåòñÿ íàéòè òîëüêî âûñî-
òó. Ó÷àùèéñÿ ìîæåò çàïðîñèòü ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè E äî îñíîâàíèÿ êàæäîãî èç òðåó-

ãîëüíèêîâ è ïðîãðàììà äàåò âûðàæåíèå 
2

h

(ðèñ. 3).
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ íóæ-

íî ëèøü âñïîìíèòü, ÷òî E � ýòî ñåðåäèíà
ñòîðîíû AB, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîñëåäèì õîä âñåé ðàáîòû. Çàäà÷à äàíà
ó÷àùåìóñÿ â îáùèõ òåðìèíàõ. Ó÷àùèéñÿ
ñòðîèò ÷åðòåæ ñ ñèìâîëüíûìè ïàðàìåòðà-
ìè, â äàííîì ñëó÷àå îñíîâàíèÿìè  a è b è
âûñîòîé h. Çàòåì îí èçìåðÿåò èíòåðåñóþ-
ùèå åãî âåëè÷èíû è ïîëó÷àåò äëÿ íèõ ñèì-
âîëüíûå âûðàæåíèÿ.  Ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå ïðîãðàììîé, ïîìîãà-
þò ó÷àùåìóñÿ ñôîðìóëèðîâàòü
ïîäëåæàùóþ äîêàçàòåëüñòâó ãèïî-
òåçó. Âíèìàíèå ó÷àùåãîñÿ îáðàùå-
íî íà äðóãèå îáúåêòû ÷åðòåæà
(òðåóãîëüíèêè ADE è BCE), ïî-
ìîãàþùèå ñïëàíèðîâàòü äîêàçà-
òåëüñòâî ãèïîòåçû. È, íàêîíåö,
÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî,
ó÷àùèéñÿ äîëæåí îáîñíîâàòü ôîð-
ìóëû, ïîëó÷åííûå ïðîãðàììîé.

II. Êîìïüþòåðíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî

Â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè â
ñòàðøèõ êëàññàõ èìååò ñìûñë íà-

÷èíàòü äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ðàññóæäåíèÿ
ñ êîíêðåòíîãî ïðèìåðà, òàê êàê îí ìîæåò
áûòü ëåãêî ñìîäåëèðîâàí  è çàòåì îáîá-
ùåí. Êîíêðåòíûå óñëîâèÿ òàêæå îáëåã÷à-
þò ó÷àùåìóñÿ ïîíèìàíèå çàäà÷è. Ïðîãðàì-
ìà  Geometry Expressions ïîìîãàåò ïåðåé-
òè îò ÷àñòíûõ óñëîâèé ê îáùåìó ñëó÷àþ,
íàïðèìåð îò çàäà÷è ñ ÷èñëîâûìè çíà÷åíè-
ÿìè ïàðàìåòðîâ  ê çàäà÷å ñ ñèìâîëüíûìè
ïàðàìåòðàìè.

Èìåííî òàê ìû áóäåì äåéñòâîâàòü â íà-
øåì âòîðîì ïðèìåðå. Íåêîòîðîå ñâîéñòâî
ôóíêöèè áóäåò ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàòüñÿ äëÿ
êîíêðåòíîé ôóíêöèè y = x2. Ýòî ñâîéñòâî
áóäåò çàòåì îáîáùåíî íà ïðîèçâîëüíóþ

Ðèñ. 2. Ïóòü ê äîêàçàòåëüñòâó �
îòûñêàíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïëîùàäÿìè

Ðèñ. 3. Ïîñëåäíèé øàã â äîêàçàòåëüñòâå �
îïðåäåëåíèå ïëîùàäåé ADE è BCE
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ôóíêöèþ y = f (x), ïðè÷åì äëÿ ïðîñòîòû
åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà f (x) � ýòî
íåïðåðûâíîñòü. Ýòî îáîáùåíèå åñòåñòâåí-
íî, êîððåêòíî è íåñëîæíî äëÿ ó÷àùåãîñÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð: äîêàçàòü, ÷òî ïðè
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè x ãðàôèê ôóíê-
öèè y = f (x) ïðåîáðàçóåòñÿ â ãðàôèê ôóíê-
öèè y = � f (x). Äàëåå îïèñûâàþòñÿ øàãè
«êîìïüþòåðíîãî äîêàçàòåëüñòâà» ñ ïîìî-
ùüþ ïðîãðàììû Geometry Expressions.

Ó÷àùèéñÿ ââîäèò ôóíêöèþ  y = x2 è
îòìå÷àåò òî÷êó A íà ãðàôèêå ôóíêöèè. Ïðî-
ãðàììà îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû A â âèäå

(x, x2). Ó÷àùèéñÿ çàòåì îòðàæàåò òî÷êó îò-
íîñèòåëüíî  îñè x è èçìåðÿåò êîîðäèíàòû
òî÷êè A′: (x, �õ2) (ðèñ. 4).

Òàê êàê òî÷êà A ïðîèçâîëüíàÿ, òî ýòî
ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî
âñå òî÷êè A′  ïðèíàäëåæàò ãðàôèêó ôóíê-
öèè  y = � x 2. Îäíàêî, ïî íàøåìó ìíåíèþ,
äîêàçàòåëüñòâî â êóðñå øêîëüíîé ìàòåìà-
òèêè ñîäåðæèò åùå è «÷åëîâå÷åñêèé ôàê-
òîð» � ýòî ìåòîä óáåæäåíèÿ. Äëÿ ìàòåìàòè-
êà òîò ôàêò, ÷òî òî÷êà  (x, x2) ïåðåõîäèò
ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî îñè x â òî÷êó
(x, �x2) , ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì àðãóìåíòîì
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ãðàôèêè ôóí-
êöèé  y = x2 è y = � x2 ñèììåòðè÷íû îòíî-
ñèòåëüíî îñè õ. Íî äëÿ øêîëüíèêà ðàññìîò-
ðåíèå îäíîé òî÷êè íà êðèâîé ìîæåò áûòü
íåäîñòàòî÷íûì. Íà ýòîì øàãå øêîëüíèê ìî-
æåò ïîïðîñèòü ïðîãðàììó ïîñòðîèòü ìíî-
æåñòâî âñåõ òî÷åê A′, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè
äâèæåíèè A ïî ãðàôèêó y = x2 (ðèñ. 5) è
çàòåì ãðàôèê ôóíêöèè y = � x2.

Åñëè ãðàôèê y = � x2 ïîëíîñòüþ ñîâïà-
äåò ñ ïîñòðîåííûì ìíîæåñòâîì,  ñâîéñòâî
áóäåò ñ÷èòàòüñÿ äîêàçàííûì (ðèñ. 6).

Î÷åâèäíîñòü óñèëèâàåòñÿ áëàãîäàðÿ âîç-
ìîæíîñòè ïåðåìåùàòü òî÷êó A âäîëü ãðà-
ôèêà y = x2 è íàáëþäàòü äâèæåíèå òî÷êè A′
âäîëü ãðàôèêà y = � x2.

Òåïåðü øêîëüíèê ñìîæåò îáîáùèòü ýòî
ñâîéñòâî äàííîé ôóíêöèè è âûäâèíóòü ãè-
ïîòåçó, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) ïðåîá-

Ðèñ. 4. Îòðàæåíèå òî÷êè îòíîñèòåëüíî îñè õ Ðèñ. 5. Ìíîæåñòâî òî÷åê A′

Ðèñ. 6. Ãðàôèê ôóíêöèè y = � x2

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê A′
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ðàçóåòñÿ â ãðàôèê ôóíêöèè y = � f (x) ïðè
îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî îñè õ. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà  ýòîãî óòâåðæäåíèÿ øêîëüíèê ìî-
æåò ââåñòè  f (x) âìåñòî x2 è � f (x) âìåñòî �
x2 è óâèäåòü ðåçóëüòàò çàìåíû íà ýêðàíå
êîìïüþòåðà (ðèñ. 7).

Geometry Expressions ïîñòðîèò ïðîèç-
âîëüíóþ ôóíêöèþ. Êîîðäèíàòû òî÷êè A è
îòðàæåííîé òî÷êè A′ áóäóò èìåòü âèä
(x, f (x)) è (x, � f (x)) ñîîòâåòñòâåííî. Ãðà-
ôèê ôóíêöèè  y = � f (x) â òî÷íîñòè ñîâïà-
äàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê A′, ÷òî è äîêàçû-
âàåò ñâîéñòâî ñèììåòðèè äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè y = f (x).

ÅÙÅ Î ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÌ
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÅ

Â êàêîé ñòåïåíè ïîëó÷åííûé âûøå ðå-
çóëüòàò ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äîêàçà-
òåëüñòâî? Çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñî ñòà-
ðûì âîïðîñîì: ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü êîì-
ïüþòåðíûå äîêàçàòåëüñòâà â øêîëüíîé ìà-
òåìàòèêå è, åñëè äà, òî â êàêèõ ñëó÷àÿõ è
êàêèìè îíè äîëæíû áûòü?

Àâòîðàì õîòåëîñü áû äàòü  ïîëîæèòåëü-
íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ñîïðîâîäèâ åãî
ñëåäóþùèì ðàññóæäåíèåì. Â êîíêðåòíîé
ïåäàãîãè÷åñêîé ñèòóàöèè (ðåøåíèå êîíê-

ðåòíîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíêðåò-
íîé  ïðîãðàììû) ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé íà
êîìïüþòåðå, ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâîì.

Ïîÿñíèì ýòó òî÷êó çðåíèÿ. Äîêàçà-
òåëüñòâî èëè îáîñíîâàíèå â ìàòåìàòèêå �
ýòî ïðîöåññ, ìûñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà. Â
ýòîì ïðîöåññå íå ó÷àñòâóþò ññûëêè íè
íà àâòîðèòåò íè íà ìíåíèå áîëüøèíñòâà.
Åñëè ó÷àùèéñÿ âèäèò òîëüêî êîíå÷íûé ðå-
çóëüòàò � èç ñïðàâî÷íèêà, èç ó÷åáíèêà èëè
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû � òîãäà îí íå ïî-
ëó÷àåò äîêàçàòåëüñòâà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
ïðîãðàììû Geometry Expressions óòâåðæäå-
íèå ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàííûì, åñëè:

� ðåçóëüòàò ñíà÷àëà ïîëó÷åí â ÷àñòíîì
ñëó÷àå;

� îáîáùåíèå ñôîðìóëèðîâàíî íà îñíî-
âå ýòîãî ðåçóëüòàòà;

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ â äîêàçà-
òåëüñòâå îáîáùåííîãî óòâåðæäåíèÿ òàêàÿ
æå, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ;

� ñèòóàöèÿ, ñìîäåëèðîâàííàÿ â ïðîãðàì-
ìå, àäåêâàòíî îòðàæàåò  óñëîâèÿ, êîòîðûå
ñîäåðæàòñÿ â îáîáùåííîì óòâåðæäåíèè;

� èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû ïîçâîëÿåò
ó÷àùåìóñÿ ïðîâåðèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëü-
òàò â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ñëó÷àåâ.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ñ ñèììåòðèåé
ôóíêöèè ðåçóëüòàò áûë ñíà÷àëà ïîëó÷åí äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèè y = x2 è çàòåì
áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå äëÿ ïðîèçâîëü-

Ðèñ. 7. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà ñèììåòðèè äëÿ y = f(x)

...ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
îñè x ãðàôèê ôóíêöèè  y = f (x)
ïðåîáðàçóåòñÿ â ãðàôèê ôóíêöèè
y = - f (x).
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íîé ôóíêöèè y = f (x). Ïðè ýòîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òàêèõ øàãîâ, êàê âûáîð òî÷êè íà
ãðàôèêå ôóíêöèè, èçìåðåíèå åå êîîðäèíàò,
ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè õ, ïîñòðîåíèå
ìíîæåñòâà òî÷åê îáðàçà, çàòåì ãðàôèêà ôóí-
êöèè y = � f (x) è åãî ñðàâíåíèå ñ ýòèì
ìíîæåñòâîì, áûëà â òî÷íîñòè òàêîé æå, ÷òî
è äëÿ ôóíêöèè y = x2. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîëíîñòüþ ñîîòâåò-
ñòâóåò óñëîâèÿì îáîáùåíèÿ. Áåñêîíå÷íîå
÷èñëî âàðèàíòîâ ðåàëèçóåòñÿ äâóìÿ ñïîñî-
áàìè. Ïðåæäå âñåãî, ÷èñëî òî÷åê (x, f (x))
áåñêîíå÷íî. Âî-âòîðûõ, ãðàôèê, ãåíåðèðó-
åìûé ïðîãðàììîé, íå ñâÿçàí ñ êàêîé-òî îï-
ðåäåëåííîé ôóíêöèåé è ïðè êàæäîì íîâîì
çàïðîñå ãåíåðèðóåòñÿ  çàíîâî.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñ áûñòðûì ðàçâèòèåì êîìïüþòåðíûõ
òåõíîëîãèé èõ âëèÿíèå íà ïðåïîäàâàíèå
ìàòåìàòèêè â ñòàðøèõ êëàññàõ ñòàíîâèòñÿ
âñå áîëåå çíà÷èòåëüíûì. Òàêàÿ ïðîãðàììà
êàê Geometry Expressions  ñòàâèò ïåðåä ìà-
òåìàòè÷åñêèì ïåäàãîãè÷åñêèì ñîîáùåñòâîì
íîâûå çàäà÷è è âîïðîñû. Îäèí èç íèõ �
êàêèì äîëæíî áûòü äîêàçàòåëüñòâî â øêîëü-
íîì êóðñå ìàòåìàòèêè? Â íàñòîÿùåé ñòà-
òüå äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïðåäëîæèòü îäèí èç
âîçìîæíûõ îòâåòîâ íà  ïîñòàâëåííûé âîï-
ðîñ. Ìû íàäååìñÿ íà ïðîäîëæåíèå ðàçãîâî-
ðà ñ òåìè, êòî, êàê àâòîðû ýòîé ñòàòüè, ñòðå-
ìÿòñÿ ïî-íîâîìó îñìûñëèòü ïðîöåññ ïðå-
ïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â íàøó òåõíîëîãè-
÷åñêóþ ýðó.


