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Â ýòîé ñòàòüå ìû îáñóäèì çàäà÷ó «Êà-
÷åëè», êîòîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà íà åæå-
ãîäíîì êîíêóðñå «Êîíñòðóèðóé! Èññëå-
äóé! Îïòèìèçèðóé! � 2008». Ó÷àñòíèêè
óïðàâëÿëè ðîáîòîì, ñèäÿùèì íà êà÷åëÿõ,
è òðåáîâàëîñü íàïèñàòü ïðîãðàììó, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîé ðîáîò ðàñêà÷àåò êà÷åëè
è ñäåëàåò íà íèõ ïîëíûé îáîðîò êàê ìîæ-
íî áûñòðåå.

ÓÑËÎÂÈÅ ÇÀÄÀ×È

Â çàäà÷å «Êà÷åëè» ó÷àñòíèêàì òðåáî-
âàëîñü íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ ðîáîòà, ñè-
äÿùåãî íà êà÷åëÿõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé
îí ñìîæåò êàê ìîæíî áûñòðåå ðàñêà÷àòü
êà÷åëè è ñäåëàòü íà íèõ ïîëíûé îáîðîò.
Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí èíòåðôåéñ ïðîãðàì-
ìû, êîòîðóþ ó÷àñòíèêè èñïîëüçîâàëè äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è. Îñíîâíóþ ÷àñòü ýêðàíà
çàíèìàþò êà÷åëè ñ ðîáîòîì. Êà÷åëè ñî-
ñòîÿò èç äâóõ íîæåê, êîðçèíû ñ ðîáîòîì
è äåðæàòåëÿ, íà êîòîðûé ïîäâåøåíà êîð-
çèíà. ×òîáû ðîáîòó áûëî ïðîùå ðàñêà-
÷àòü êà÷åëè, íà äðóãîé ñòîðîíå äåðæàòåëÿ
íàõîäèòñÿ ïðîòèâîâåñ, åãî ìàññà ñîèçìå-
ðèìà ñ ìàññîé êîðçèíû è ðîáîòà.

Äëÿ ðàñêà÷èâàíèÿ ðîáîò èñïîëüçóåò
ïðîãðàììó, åå ìîæíî ðåäàêòèðîâàòü è ïðî-
ñìàòðèâàòü â îáëàñòè ýêðàíà, ðàñïîëîæåí-

íîé ïîä êà÷åëÿìè. Â ïðîãðàììå èñïîëü-
çóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ f1, f2, w1, w2.
f1 îáîçíà÷àåò óãîë îòêëîíåíèÿ äåðæàòåëÿ
îò âåðòèêàëè, f2 � ýòî óãîë íàêëîíà êîð-
çèíû ê äåðæàòåëþ. Ïàðàìåòðû wi ñîîò-
âåòñòâóþò ñêîðîñòÿì èçìåíåíèÿ óãëîâ fi.

«Â òåíè êîñìàòîé åëè,
Íàä øóìíîþ ðåêîé
Êà÷àåò ÷åðò êà÷åëè
Ìîõíàòîþ ðóêîé».

Ô. Ñîëîãóá
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Â áîëåå ïðîñòîì âàðèàíòå óñëîâèÿ çàäà-
÷è, ïðåäëîæåííîì ó÷àñòíèêàì ïåðâîãî
óðîâíÿ, ïàðàìåòðû wi îòñóòñòâîâàëè.

Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç ïðàâèë, ïðèìåð
ïðàâèë ìîæíî óâèäåòü íà ðèñóíêàõ 2  è 3.
Êàæäîå ïðàâèëî ñîäåðæèò â ñåáå óñëîâèå
íà ïàðàìåòðû è ïîçèöèþ ðîáîòà â êîðçè-
íå, êóäà åìó íóæíî ïåðåìåñòèòüñÿ, åñëè
óñëîâèÿ âûïîëíèëèñü. Â êàæäûé ìîìåíò

âðåìåíè ðîáîò ïðîñìàòðèâàåò ïðàâèëà îò
ïåðâîãî äî ïîñëåäíåãî (òî åñòü ñíèçó
ââåðõ) è èùåò ïåðâîå èç íèõ, â êîòîðîì
óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè
òàêîå ïðàâèëî íàøëîñü, îí ïåðåìåùàåòñÿ
â óêàçàííóþ â íåì ïîçèöèþ. Åñëè íè îäíî
èç ïðàâèë íå ïîäîøëî, ðîáîò îñòàåòñÿ â
òîé æå ïîçèöèè, â êîòîðîé áûë.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ Ó×ÀÑÒÍÈÊÎÂ

Çíà÷åíèÿ ìàññ, ðàññòîÿíèé, ìîìåíòîâ
èìïóëüñîâ äëÿ êà÷åëåé áûëè ïîäîáðàíû òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ñäåëàòü íà íèõ ïîëíûé

îáîðîò îêàçàëîñü íåñëîæíî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ñ ýòèì ñïðàâèëîñü
áîëüøèíñòâî ó÷àñòíèêîâ. Ïðèìå-
ðîì ïðîñòîé ïðîãðàììû, âñåãî èç
äâóõ ïðàâèë, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü ïîëíûé îáîðîò äîñòàòî÷-
íî áûñòðî (23 ñåêóíäû) ìîæåò
áûòü ïðîãðàììà, èçîáðàæåííàÿ íà
ðèñ. 2.

Ðåêîðä ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ïåð-
âîãî óðîâíÿ � ïîëíûé îáîðîò çà
16,57 ñåêóíäû. Ðåêîðä äëÿ âòî-

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 1
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ðîãî óðîâíÿ � ïîëíûé îáîðîò çà 16,34 ñå-
êóíäû. Ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ ýòîò ðå-
çóëüòàò, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.

Êàê âèäíî, â ïðîãðàììå íå èñïîëüçó-
þòñÿ ïàðàìåòðû wi, òî åñòü òåîðåòè÷åñêè
ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîãëè ïîëó÷èòü è ó÷àñò-
íèêè ïåðâîãî óðîâíÿ.

Ðàñïðåäåëåíèå ðåçóëüòàòîâ ó÷àñòíèêîâ
ïðèâåäåíî â òàáëèöå 1.

ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È

Ïðîâåñòè â ýòîé çàäà÷å èññëåäîâàíèå,
íàéòè îïòèìàëüíóþ ïðîãðàììó èëè õîòÿ
áû òîëüêî îöåíèòü ìèíèìàëüíîå âîçìîæ-
íîå âðåìÿ îáîðîòà ñîâñåì íå ïðîñòî. Ñè-
òóàöèÿ îñëîæíåòñÿ òåì, ÷òî ó÷àñòíèêè ðå-
øàëè çàäà÷ó íå ïðî èäåàëüíóþ ôèçè÷åñ-
êóþ ìîäåëü êà÷åëåé, à ïðî êîíêðåòíóþ
ðåàëèçàöèþ ýòîé ìîäåëè íà êîìïüþòåðå
ñî âñåìè åå ïðîáëåìàìè â âû÷èñëåíèÿõ,
òàêèìè êàê îøèáêè îêðóãëåíèÿ è íåòî÷-
íîñòü ñàìîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ïîëî-
æåíèÿ êà÷åëåé. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íà
êîìïüþòåðå êà÷åëè äâèæóòñÿ íå íåïðåðûâ-
íî, èõ ïîëîæåíèå ïåðåâû÷èñëÿåòñÿ êàæ-
äóþ ñîòóþ äîëþ ñåêóíäû. Êî âñåìó ïðî-
÷åìó, ó÷àñòíèêàì äàæå íå áûëè ïðåäîñ-
òàâëåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êà÷åëåé,
òàêèõ êàê ìàññû è ìîìåíòû èíåðöèè ðàç-
ëè÷íûõ ÷àñòåé êîíñòðóêöèè. Ðåøàòü çàäà-
÷ó ïðåäïîëàãàëîñü ñ ïîìîùüþ îáùèõ çíà-
íèé èç æèçíåííîãî îïûòà î òîì, êàê íàäî
ðàñêà÷èâàòü êà÷åëè. Íàïðèìåð, ìû çíàåì,
÷òî ïðè ðàñêà÷èâàíèè ïîäòàëêèâàòü êà÷å-
ëè ñòîèò â òîò ìîìåíò, êîãäà îíè ïðàêòè-
÷åñêè îñòàíàâëèâàþòñÿ, äîñòèãíóâ íàèâûñ-
øåé òî÷êè òðàåêòîðèè. Íà ýòîé èäåå îñ-
íîâàíû ðåøåíèÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ, ïîëó-
÷èâøèõ õîðîøèå ðåçóëüòàòû, è, â ÷àñòíî-
ñòè, ïðèâåäåííîå âûøå ðåøåíèå ñ ëó÷-
øèì ðåçóëüòàòîì.

Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé ìîã ó ìíî-
ãèõ ïîÿâèòüñÿ: ïî÷åìó êà÷åëè ðàñêà÷èâà-
þòñÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ê íèì íå ïðèëî-
æåíà íèêàêàÿ âíåøíÿÿ ñèëà? Íå êðîåòñÿ
ëè çäåñü ïðîòèâîðå÷èå ñ çàêîíîì ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè? Êîãäà âû ñàäèòåñü íà êà÷åëè
è íà÷èíàåòå ðàñêà÷èâàòüñÿ, ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ñèñòåìû óâåëè÷èâàåòñÿ, è èñòî÷-
íèêîì ÿâëÿåòåñü âû ñàìè, à òî÷íåå, õèìè-
÷åñêèå ïðîöåññû, â âàñ ïðîèñõîäÿùèå.

Ïðîöåññ ðàñêà÷èâàíèÿ êà÷åëåé ñâÿçàí
ñ ÿâëåíèåì ðåçîíàíñà, òî åñòü ðåçêîãî óâå-
ëè÷åíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñèñòåìû
âñëåäñòâèå óäà÷íîãî ïðèëîæåíèÿ âíåøíåé
ñèëû èëè èçìåíåíèÿ âíóòðåííèõ ïàðàìåò-
ðîâ ñèñòåìû. Êëàññè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîç-
íèêàåò, êîãäà ÷àñòîòà âûíóæäàþùåé ñèëû
ïðèáëèæàåòñÿ ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êî-
ëåáàíèé ñèñòåìû. Â ñëó÷àå ðàñêà÷èâàíèÿ
êà÷åëåé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèêëàäûâàòü ñèëó
íàäî ñ òîé æå ÷àñòîòîé, ñ êîòîðîé îíè ñî-
âåðøàþò îäíî êà÷àíèå âïåðåä-íàçàä.

Åñëè íà êà÷åëÿõ ìû ðàñêà÷èâàåìñÿ áåç
÷üåé-ëèáî ïîìîùè, òî åñòü áåç ïðèëîæå-
íèÿ âíåøíåé ñèëû, òî êîãäà ìû áîëòàåì
íîãàìè èç ñòîðîíû â ñòîðîíó, ìû òåì ñà-
ìûì èçìåíÿåì ïàðàìåòðû ñèñòåìû, è îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåë¸ííûõ óñëîâè-
ÿõ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ òàê íàçûâàåìûé ïà-
ðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Ýòîò ðåçîíàíñ
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èçìåíåíèé, ïðîèñõî-
äÿùèõ â ñàìîé ñèñòåìå, áåç âíåøíåãî âîç-
äåéñòâèÿ. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ðàç-
áåð¸ì ïðîñòîé, íî ñîäåðæàòåëüíûé ïðè-
ìåð. Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì óðàâíåíèå ôè-
çè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

02 =+ θωθ&& , (1)

I

mga=2ω ,

ãäå θ  � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà, m �
ìàññà, g = 9,8 ì/ñ2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíî-

Ñåêóíäû 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25�29 30�... Áåç  
ðåçóëüòàòà 

Âñåãî 

Óðîâåíü I 2 10 5 1 6 14 12 3 13 13 54 111 244 

Óðîâåíü II 14 9 6 1 13 6 7 5 8 14 28 28 139 

Òàáëèöà 1
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ãî ïàäåíèÿ, I � ìîìåíò èíåðöèè îòíîñè-
òåëüíî îñè âðàùåíèÿ, a � ðàññòîÿíèå îò
îñè âðàùåíèÿ äî öåíòðà ìàññ. Êàê îòðà-
çèòü â ýòîì óðàâíåíèè «áîëòàíèå íîãàìè»?
Ñ ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíî îçíà÷à-
åò ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ìîìåíòà I è
ðàññòîÿíèÿ a äî öåíòðà ìàññ, òî åñòü ïåðè-
îäè÷åñêîå, ñ ïåðèîäîì T èçìåíåíèå ω :

0)( 2 =+ θωθ t&& ,  )()( tTt ωω =+ .

Èç îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè
(ñì., íàïðèìåð êíèãó Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà
«Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ»), èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî âûáðàòü äâà
ðåøåíèÿ )(,)( 21 tt θθ  (ó ëèíåéíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-îãî ïîðÿäêà
åñòü ðîâíî 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèÿ, è ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ èõ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé), òàêèõ, ÷òî,

)()(),()( 222111 tFTttFTt T
t

T
t

µθµθ =+=+ ,

ãäå  )(1 tF , )(2 tF  � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

ñ ïåðèîäîì T. Ïðè ýòîì 1µ  è 2µ  ìîãóò

îêàçàòüñÿ êîìïëåêñíûìè. Îêàçûâàåòñÿ,

÷òî 1µ  è 2µ  ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ýòîé çàâèñèìîñòè âûïèøåì
äâà òîæäåñòâà:

0)( 1
2

1 =+ θωθ t&& ,

0)( 2
2

2 =+ θωθ t&& .

Äàëåå óìíîæèì ïåðâîå íà 2θ , à âòî-

ðîå íà 1θ  è âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî:

0)( 12211221 =−=− θθθθθθθθ &&&&&&

dt

d
,

îòêóäà const=− 1221 θθθθ && .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åí-

íîãî ðàâåíñòâà óìíîæàåòñÿ íà 21µµ  ïðè

óâåëè÷åíèè âðåìåíè íà Ò, ïðàâàÿ æå îñ-

òà¸òñÿ áåç èçìåíåíèé, òî åñòü 21µµ = 1.

Îòñþäà ñëåäóþò äâà ñëó÷àÿ, ëèáî
121 == µµ  ëèáî ,11 >µ  12 <µ  (èëè

,11 <µ   12 >µ ). Âî âòîðîì ñëó÷àå 1θ  (èëè

2θ ) ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò, ýòî è åñòü

ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ! Ìîæíî ñïðî-
ñèòü, à ÷òî ïðîèçîéä¸ò, åñëè ìû äîáàâèì

â ñèñòåìó òðåíèå? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíîì ðàñêà÷èâàíèè
òðåíèå íå ïîìåõà è ïàðàìåòðè÷åñêèé ðå-
çîíàíñ òàêæå èìååò ìåñòî áûòü, íî, ðà-
çóìååòñÿ, ðàñêà÷èâàíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü
ãîðàçäî ìåäëåííåå.

Ñåé÷àñ ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ âàìè ñ åù¸
îäíèì âèäîì ðåçîíàíñà � ïàðàìåòðè÷åñ-
êèì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñòü åù¸ è äðóãèå
âèäû ðåçîíàíñà, íàïðèìåð, òàê íàçûâàå-
ìûé ñòîõàñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ñëîæíóþ íåëèíåéíóþ
ñèñòåìó, íà êîòîðóþ ìû ïîäà¸ì ñëàáûé
ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë, è íàáëþäàåì çà
îòêëèêîì íà íåãî ñèñòåìû. Òàê âîò, îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî â îïðåäåë¸ííûõ óñëîâèÿõ
ñèãíàë ìîæåò àíîìàëüíî óñèëèâàòüñÿ, åñëè
ìû äîáàâèì ê íàøåìó ïåðèîäè÷åñêîìó
âõîäíîìó ñèãíàëó áåëûé øóì äîñòàòî÷íî
âûñîêîé ìîùíîñòè! Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî
êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì: êàê øóì ìîæåò
óñèëèòü ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë?! Äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì ñåáå ñèñòåìó òèïà
«òðèããåðà» � îíà ìîæåò ïåðåêëþ÷àòüñÿ
ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, åñëè âõîäíîé
ñèãíàë äîñòàòî÷íî ñèëüíûé. Ñëàáûé ïå-
ðèîäè÷åñêèé ñèãíàë íå â ñîñòîÿíèè ïåðå-
âåñòè ñèñòåìó èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðó-
ãîå, ïðîñòîé æå øóì çàñòàâëÿåò ñèñòåìó
ïåðåñêàêèâàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåæäó
ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè. Åñëè æå òåïåðü ïî-
äàòü ñóììó øóìà è ïåðèîäè÷åñêîãî ñèã-
íàëà, òî øóì ýôôåêòèâíî êàê áû óâåëè-
÷èò àìïëèòóäó ñëàáîãî ïåðèîäè÷åñêîãî
ñèãíàëà è òåïåðü îí ñìîæåò ïåðåêëþ÷àòü
ñèñòåìó èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.
Òàêèì îáðàçîì, øóì ìîæåò íå òîëüêî «çà-
òèðàòü» äèíàìèêó, íî è óñèëèâàòü å¸. Áî-
ëåå ïîäðîáíî îá ýòîì èíòåðåñíîì ÿâëå-
íèè âû ñìîæåòå óçíàòü èç ñòàòüè Èãîðÿ
Èâàíîâà http://elementy.ru/lib/164581

Âîîáùå, çàäà÷à, êîòîðóþ âàì ïðåäëà-
ãàëîñü ðåøèòü, îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷
íà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå: òðåáóåòñÿ
íàéòè òàêîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ñèñ-
òåìû ñî âðåìåíåì, ÷òîáû êàêîé-òî ôóí-
êöèîíàë äîñòèã ñâîåãî ýêñòðåìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ. Âàì ïðåäëàãàëîñü ìèíèìèçèðî-
âàòü âðåìÿ äî ïåðåâîðîòà, èçìåíÿÿ ïîëî-
æåíèå ðîáîòà íà êà÷åëÿõ. Òî åñòü íà âõîä
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Ïîñîâ Èëüÿ Àëåêñàíäðîâè÷,
àñïèðàíò ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ,
Ñîáêî Åâãåíèé Ìèõàéëîâè÷,
àñïèðàíò ÔÒÈ èì. À.Ô. Èîôôå.

øëà ôóíêöèÿ � óïðàâëåíèå, à íà âûõîäå
ìû èìåëè ÷èñëî � âðåìÿ äî ïåðåâîðîòà.
Çàäà÷è òàêîãî ñîðòà âñòðå÷àþòñÿ ïîâñå-
ìåñòíî â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ: â êà-
êîì ðåæèìå äîëæíû ðàáîòàòü äâèãàòåëè
ñàìîë¸òà, ÷òîáû îí ïåðåëåòåë èç îäíîãî
ãîðîäà â äðóãîé çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ,
ïðè÷¸ì åñòü îãðàíè÷åíèå ïî çàïàñàì òîï-
ëèâà, åãî ðàñõîäó è óñêîðåíèþ, êîòîðîå
ìîæåò èìåòü ñàìîë¸ò; èëè æå êàê íàäî
ìåíÿòü ñî âðåìåíåì êîëè÷åñòâî àêöèé òåõ
èëè èíûõ êîìïàíèé â ñâî¸ì èíâåñòèöè-

îííîì ïîðòôåëå, ÷òîáû ïðèáûëü çà ãîä
áûëà ìàêñèìàëüíà? Òåîðèÿ îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ èíòåðåñíà íå òîëüêî ñâî-
èìè ïðàêòè÷åñêèìè ïðèìåíåíèÿìè, íî è
òåñíûìè ñâÿçÿìè ñ äðóãèìè ðàçäåëàìè ìà-
òåìàòèêè. Íåäàâíî ïîÿâèëàñü çàìå÷àòåëü-
íàÿ êíèãà À.À. Àãðà÷åâà è Þ.Ë. Ñà÷êî-
âà «Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ»,
ïî êîòîðîé âû ñìîæåòå ïîáëèæå ïîçíà-
êîìèòüñÿ ñ òåîðèåé îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ è óçíàòü î å¸ òåñíûõ ñâÿçÿõ ñ ãåî-
ìåòðèåé.


