
3

Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

Ãîðåëèê Ëþäìèëà Áîðèñîâíà

ËÀÁÎÐÀÒÎÐÍÛÅ ÐÀÁÎÒÛ

 Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû ìîãóò áûòü ïî-
ëåçíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èç èíòåðàêòèâíûõ
ìèíèçàäà÷íèêîâ ïî îäíîèìåííîé òåìå, ïî-
ìîãàþò îòûñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è èëè ïðî-
âåðèòü  óæå íàéäåííîå, ïîçâîëÿþò áûñòðî
ïåðåáðàòü âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â îáùåì âèäå
(ñ ïàðàìåòðàìè). Â ýòîì è ñîñòîèò ðîëü êîì-
ïüþòåðíûõ èíñòðóìåíòîâ, êîòîðûìè ñíàá-
æåíà êàæäàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà.

Íî ïåðåáîð âàðèàíòîâ íå äîëæåí áûòü
õàîòè÷íûì. Äàæå åñëè ïîâåçåò, è ó÷åíèê
ñëó÷àéíî íàéäåò íóæíîå ñî÷åòàíèå ïàðà-
ìåòðîâ, îí íå áóäåò óâåðåí, ÷òî ýòî ïîëíîå
ðåøåíèå. Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü çàäà÷ó, íàäî
ñîñòàâèòü õîòÿ áû ïðèìåðíûé ïëàí, êîòî-
ðûé ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ âïåðåä áóäåò óòî÷-
íÿòüñÿ. Ïëàí äàñò óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî
íè÷åãî íå óïóùåíî, âñå ñëó÷àè ðàññìîòðå-
íû, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ðåøåíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäíó èç
ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ÷àñòè÷-
íîìó èññëåäîâàíèþ ôóíêöèé.

1. ËÀÁÎÐÀÒÎÐÍÀß ÐÀÁÎÒÀ

«ÔÓÍÊÖÈß ÂÈÄÀ cxbxay −+−=

Â êàæäîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå âûäåëÿ-
åòñÿ ïðîáëåìà, êîòîðóþ íóæíî ðåøèòü.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòàíîâêè ïðîáëåìû
(öèòèðóåì ó÷åáíèê):

«Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû.  Ïåðåä ðåøå-
íèåì çàäà÷ èç èíòåðàêòèâíîãî çàäà÷íèêà
«Ôóíêöèè âèäà  cxbxay −+−= »  íåîá-
õîäèìî ïðåäñòàâèòü îñîáåííîñòè ôóíêöèé
äàííîãî âèäà. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ âû-

ïîëíèòü íåñêîëüêî êîíñòðóêòèâíûõ çàäà-
íèé íà äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, ãäå êàæäûé
ïàðàìåòð ìîæíî ìåíÿòü â íåáîëüøèõ ïðå-
äåëàõ».

Ïëàí èññëåäîâàíèÿ ïîìîãóò ñîñòàâèòü
ñëåäóþùèå ïðåäâàðèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ.

• Ïðè ðàâåíñòâå ïàðàìåòðîâ b è c â çà-
ïèñè ôóíêöèè îñòàëñÿ áû òîëüêî îäèí ìî-
äóëü ñ êîýôôèöèåíòîì (à + 1). Ãðàôèê òà-
êîé ôóíêöèè � ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ
çâåíüåâ, ñ âåðøèíîé â òî÷êå ñ àáñöèññîé,
ðàâíîé b, è îðäèíàòîé, ðàâíîé 0. Â çàâèñè-
ìîñòè îò çíàêà (à + 1) ëó÷è áóäóò íàïðàâ-
ëåíû ëèáî ââåðõ, ëèáî âíèç.

• Åñëè b ≠ ñ, òî ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè �
ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ çâåíüåâ,  âåð-
øèíû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ ñ àáñ-
öèññàìè b è c.

• Åñëè áû ïàðàìåòð à, ñòîÿùèé
ïåðåä ïåðâûì ìîäóëåì â çàïèñè
ôóíêöèè, áûë ðàâåí 1, òî ïàðà-
ìåòðû b è c âõîäèëè áû â ôîð-
ìóëó ðàâíîïðàâíî. Çíà-
÷èò, íóæíî âûäå-
ëèòü ýòîò ñëó-
÷àé. Ïðè îñ-

...âûäåëÿåòñÿ ïðîáëåìà, êîòîðóþ íóæíî ðåøèòü.

ÈÓÌÊ   «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ   Â   ØÊÎËÅ   �   XXI   ÂÅÊ
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òàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ñëåäóåò
ó÷åñòü îòíîøåíèå ïîðÿäêà äëÿ b è c, òî
åñòü ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà b < c,
b = c è  b > c.

• Ïðè à = 0 îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí ìî-
äóëü, ïîýòîìó ðàññìîòðèì îòäåëüíî à = 0.

• Ïðè à = �1 êðàéíèå çâåíüÿ ëîìàíîé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçêè, ïàðàëëåëüíûå
îñè àáñöèññ. Íèæå áóäåò ïðèâåäåíî äîêàçà-
òåëüñòâî, íî äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâî-
ëèò íà ïðàêòèêå óáåäèòüñÿ â ýòîì. Âûäåëÿ-
åì ýòîò ñëó÷àé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûäåëèëè îòäåëüíî
ñëó÷àè, êîãäà   à = �1,  à = 0  è  à = 1. Ïðè
ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ b è c ìîãóò íà-
õîäèòüñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ îòíîøå-
íèé: b < c, b = c è b > c.

Çíà÷åíèÿ �1, 0 è 1 äåëÿò ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà à íà 4 ïðî-
ìåæóòêà. Ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîé ìîäå-
ëè ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëþáîå êîíê-
ðåòíîå çíà÷åíèå à, âçÿòîå â îäíîì èç ýòèõ
ïðîìåæóòêîâ, áóäåò âåäóùèì äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè. Çíà÷èò, êðî-
ìå  �1, 0 è 1, ðàññìàòðèâàåì êàêîå-íèáóäü
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà à â óêàçàííûõ ïðîìå-
æóòêàõ.

Ïëàí ïåðåáîðà âàðèàíòîâ ãîòîâ. Ïîëüçó-
ÿñü äâèæêàìè, ïîçâîëÿþùèìè âàðüèðîâàòü
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, çàïîëíÿåì òàáëèöó 1.

Ïåðåáðàâ âñå ñëó÷àè ñî÷åòàíèÿ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ, âûïîëíèì çàäàíèÿ èç ëà-
áîðàòîðíîé ðàáîòû.

1. Ïîëîæèòå  a = 0.  Ïîñòðîéòå ãðà-
ôèê ôóíêöèè ñ ìèíèìóìîì â òî÷êå  x = 1. 
Ïðè êàêîì çíà÷åíèè  c  îí äîñòèãàåòñÿ?

2. Ïîëîæèòå  c = 0.  Ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè ñ ìàêñèìóìîì â òî÷êå  x = 1.  Ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ  a  è  b  îí äîñòèãàåòñÿ?

3. Ïîëîæèòå  a = 1.  Ïîñòðîéòå ãðà-
ôèê ôóíêöèè ñ ìèíèìóìîì â òî÷êå  x = 1. 
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ  b  è  c  îí äîñòèãà-
åòñÿ?

4. Ïîëîæèòå  a = �1.  Ïîñòðîéòå ãðà-
ôèê âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè. Ïðè êàêèõ çíà-
÷åíèÿõ  b  è  c  ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò?

5. Ïîëîæèòå  a = �1,  b = �1.  Ïðè êà-
êèõ çíà÷åíèÿõ  c  êîðåíü ôóíêöèè ïîëîæè-
òåëåí? Îòðèöàòåëåí?

6. Ïîëîæèòå  a = �1.  Ïîñòðîéòå ãðà-
ôèê ÷¸òíîé ôóíêöèè. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ 
b  è  c  ôóíêöèÿ ÷¸òíàÿ?

7. Ïîëîæèòå  a = �2.  Ïîñòðîéòå ãðà-
ôèê ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì 1 ïðè  x = 0.

Ðèñ. 1



5

Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

Òàáëèöà 1

a < �1

a = �1

�1< a < 0

a = 0

a = 1

a > 1

0 < a < 1

b = cb < c b > c
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Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ  b  è  c  ôóíêöèÿ ÷¸ò-
íàÿ?

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî çàäàíèÿ âûáè-
ðàåì èç òàáëèöû ñòðîêó ñ óñëîâèåì a = 0  è
íàõîäèì â íåé òðåáóåìûé ãðàôèê. Ïîä íèì
óêàçàíî çíà÷åíèå c, ïðè êîòîðîì îí äîñòè-
ãàåòñÿ.

×òîáû îòâåòèòü íà âòîðîé âîïðîñ, âû-
áèðàåì èç òàáëèöû 1 ãðàôèêè òåõ ôóíê-
öèé, â êîòîðûõ åñòü ìàêñèìóì. Îí äîñòèãà-
åòñÿ ïðè óñëîâèè a < �1 ëèáî â òî÷êå a,
ëèáî â òî÷êå b. Çíà÷èò, ïðè b < c ìàêñè-
ìóì â òî÷êå x = 1 ïîëó÷àåòñÿ ïðè b = 1, â
ñëó÷àå b = c  ïðè b = c  = 1. Åñëè æå b > c,
òî òî÷êà ìàêñèìóìà ðàâíà 1 ïðè c  = 1.

Ïðè îòâåòå íà òðåòèé âîïðîñ îáðàùà-
åì âíèìàíèå íà çíà÷åíèå a = 1 (øåñòàÿ
ñòðîêà òàáëèöû). Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
b = c  = 1.

Îòâåòèì íà âîïðîñ ¹ 4. Êàê âèäíî èç
òàáëèöû, íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ äàííàÿ ôóíêöèÿ íå áûâàåò ñòðîãî âîç-
ðàñòàþùåé. Ïðè à = � 1 è b ≥ c èññëåäóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ � íåóáûâàþùàÿ.

Ïðè îòâåòå íà âîïðîñ ¹ 5 îáðàòèì âíè-
ìàíèå íà ñòðî÷êó òàáëèöû ñ óñëîâèåì
à = � 1. Ïðè òàêîì óñëîâèè ãðàôèêè ôóíê-
öèé ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè

2

cb
x

+= ,  y = 0  è ïåðåñåêàþò îñü àáñöèññ

â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé 
2

cb
x

+= . Ïîýòîìó

ïðè b = �1 êîðåíü ïîëîæèòåëåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà  0,5 (�1 + c) > 0, òî åñòü
ïðè c > 1. Ïðè c < 1 êîðåíü ôóíêöèè îòðè-
öàòåëåí.

 Îòâå÷àÿ íà âîïðîñ ¹ 6  (ñòðî÷êà òàá-
ëèöû ñ óñëîâèåì à = � 1), îáðàòèì âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî ïðè b = c ãðàôèê ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ y = 0, ñèììåòðè÷íóþ
îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Òîëüêî â ýòîì
ñëó÷àå ôóíêöèÿ áóäåò ÷åòíîé.

 Íàêîíåö, ïîñëåäíèé âîïðîñ. Âûáèðà-
åì íóæíóþ ñòðî÷êó òàáëèöû: à < �1. Â ýòîì
ñëó÷àå  ôóíêöèÿ èìååò íàèáîëüøåå çíà÷å-
íèå â òî÷êå ìàêñèìóìà. Ñ ïîìîùüþ äèíà-
ìè÷åñêîé ìîäåëè ïîäáèðàåì çíà÷åíèÿ b è
ñ: b = 0, ñ  = 1 èëè ñ = �1.

Ïîñëå îòâåòîâ íà âñå âîïðîñû ëàáîðà-
òîðíîé ðàáîòû ïîëåçíî ïðîñìîòðåòü çàäà-
÷è èç èíòåðàêòèâíîãî ìèíèçàäà÷íèêà íà ýòó
òåìó. Êñòàòè, ðåøåíèå çàäà÷ â ýòîì ñëó÷àå
ñòàíîâèòñÿ ïðèÿòíûì äåëîì: îòâåòû ìû
ïðîñòî ñ÷èòûâàåì ñ òàáëèöû è ïåðåâîäèì
èõ íà ÿçûê èíòåðàêòèâíîãî çàäà÷íèêà.

 Íî ìîæíî ïîéòè äðóãèì ïóòåì. Îñòà-
âèì íà âðåìÿ çàäà÷íèê. Ïîäóìàåì íàä òåì,
÷òî ñäåëàíî. Âñå çàäàíèÿ âûïîëíåíû, ãðà-
ôèêè ïîñòðîåíû. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïîë-
íîñòüþ. Íî, êàê íè ñòðàííî, ìû ïî÷åìó-òî
îùóùàåì íåêîòîðîå ðàçî÷àðîâàíèå, ÷óâñòâóÿ
íåïîëíîòó è îòðûâî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ çíà-
íèé. Ìû íå ìîæåì ïîíÿòü çàìûñëà àâòîðà,
çàäàþùåãî èìåííî ýòè âîïðîñû. Îíè êà-
æóòñÿ íàì ñëó÷àéíûìè, áåññèñòåìíûìè.
Êñòàòè, òàêîå âïå÷àòëåíèå ñêëàäûâàåòñÿ
âñåãäà, êîãäà ìû åùå íå ñîñòàâèëè ñåáå
ïîëíîé êàðòèíû ïî òåìå. Çàðàíåå ñïåøèì
ñêàçàòü, ÷òî ïîñëå òîãî, êàê ìû ïðîâåäåì
äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ, ýòè âîïðî-
ñû íàì óæå íå áóäóò êàçàòüñÿ ñëó÷àéíûìè.

×òî ìîæíî áûëî áû åùå óçíàòü î äàí-
íîé ôóíêöèè? Êàêèå ïðîáëåìû âîçíèêëè â
ñâÿçè ñ âûïîëíåíèåì ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû?

Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò óâèäåòü
òîëüêî ñõåìó ãðàôèêà, ïîýòîìó íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ôóíêöèè ïîêà ñêðûòû îò íàñ.
Îùóùåíèå òîãî, ÷òî ìû âñå-òàêè ÷òî-òî
óïóñòèëè, âîçíèêàåò ïðè ñðàâíåíèè ãðàôè-
êîâ âòîðîé è ÷åòâåðòîé êîëîíêè íàøåé òàá-
ëèöû (óñëîâèÿ b < c è b > c). Ìåíÿÿ ìåñòà-
ìè çíà÷åíèÿ b è c èëè äåëàÿ èõ ðàâíûìè,
ìû âèäåëè, ÷òî óãëû íàêëîíà ëó÷åé îñòà- ...âûïîëíèì çàäàíèÿ èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû.
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þòñÿ òåìè æå, ìåíÿåòñÿ òîëüêî íàêëîí ñðåä-
íåãî îòðåçêà (åñëè îí åñòü). Ýòî íàâîäèò íà
ìûñëü î òîì, ÷òî ïðè îäíîì è òîì æå çíà-
÷åíèè ïàðàìåòðà à óãëîâûå êîýôôèöèåíòû
ëåâîãî è ïðàâîãî ëó÷åé íà îäíîì è òîì æå
ãðàôèêå îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì, à èõ
ìîäóëè ðàâíû. Òàê ëè ýòî íà ñàìîì äåëå? Â
ýòîì ñëó÷àå äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü íå ïî-
ìîùíèê. Íóæíî áðàòüñÿ çà ïåðî è áóìàãó.

Êðîìå òîãî, îêíî, â êîòîðîì ïîÿâëÿåò-
ñÿ ãðàôèê, íå ìîæåò âìåùàòü åãî òàê, ÷òî-
áû ìû óâèäåëè âñå äåòàëè. Íàïðèìåð, ìû
íå ñîâñåì óâåðåíû, ÷òî ïðè b ≠ c îäèí èç
ëó÷åé ëîìàíîé íå áóäåò ëåæàòü íà îäíîé è
òîé æå ïðÿìîé ñî ñðåäíèì îòðåçêîì, îáðà-
çóÿ ïðè ýòîì ëîìàíóþ èç äâóõ, à íå èç òðåõ
çâåíüåâ. Êàê âû÷èñëèòü óãëû íàêëîíà çâå-
íüåâ ëîìàíîé? Êàêèå ïàðàìåòðû âëèÿþò íà
èõ âåëè÷èíó?

Åùå îäèí âîïðîñ. Âñÿêàÿ ëè ëîìàíàÿ,
ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ èëè òðåõ çâåíüåâ, áó-
äåò ãðàôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè âèäà

cxbxay −+−= . Êàêèå îãðàíè÷åíèÿ
íóæíî íàëîæèòü íà ôîðìó ëîìàíîé, ÷òîáû
îíà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ãðàôèê èìåííî òà-
êîé ôóíêöèè?

Ïîãîâîðèì òåïåðü î ôîðìå. Ñîñòàâëÿÿ
òàáëèöó, ìû âèäåëè, ÷òî îíà âî ìíîãîì çà-
âèñèò îò ïàðàìåòðà à. Òîãäà âîçíèêàåò âîï-
ðîñ: «óäåðæèâàåò» ëè ôîðìó ëîìàíîé çà-
äàííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà à? Êàêóþ ðîëü
â «ôîðìîîáðàçîâàíèè» èãðàþò ïàðàìåòðû
b è c? Ñïîñîáíû ëè îíè èçìåíèòü ôîðìó
ãðàôèêà ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè à?

Íà ýòè âîïðîñû íåëüçÿ îòâåòèòü, ïîëüçó-
ÿñü òîëüêî òåì êîìïüþòåðíûì èíñòðóìåí-
òîì, êîòîðûì îáîðóäîâàíà ëàáîðàòîðèÿ.
Ïðèäåòñÿ ïðîèçâåñòè íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ.

Çäåñü íàïðàøèâàåòñÿ íåáîëüøîå îò-
ñòóïëåíèå. Íóæíî ñäåëàòü ïîÿñíåíèå ïî
ïîâîäó ïðèâåäåííîãî ñïèñêà âîïðîñîâ. Íà
ñàìîì äåëå âîïðîñû íå ïðèõîäÿò âíåçàïíî
è âñå ñðàçó. Êàê ïðàâèëî, îíè ïîÿâëÿþòñÿ
áëàãîäàðÿ îøèáêàì, êîòîðûå ìû äåëàåì,
ïûòàÿñü ÷òî-òî äëÿ ñåáÿ óÿñíèòü, âû÷èñ-
ëèòü, äîêàçàòü. Íàøè îøèáêè � èñòî÷íèê
çíàíèÿ! Â ýòîì îòëè÷èå èõ ñòàòóñà ïðè
òðàäèöèîííîì è èííîâàöèîííîì îáó÷åíèè.
Â ïåðâîé ïàðàäèãìå îáó÷åíèÿ  ó÷åíèê íå
èìååò ïðàâà íà îøèáêó. Ïå÷àëüíûé çíàê

çàïðåòà íà íåå � ñíèæåíèå îöåíêè  çà ðàáî-
òó. Íàïðîòèâ, â òîé ñèñòåìå îáó÷åíèÿ, ãäå
ïîçâîëÿåòñÿ ïðîâîäèòü îïûòû, ñòàâèòü
ýêñïåðèìåíòû, äåëàòü âûâîäû ïðè ðåøåíèè
ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïðîáëåì, îøèáêè, âî-
ïåðâûõ, íåèçáåæíû, âî-âòîðûõ � äà çäðàâ-
ñòâóþò îøèáêè!

È åùå îäíî çàìå÷àíèå. Êàæäûé âîïðîñ
èç íàøåãî ñïèñêà èìååò äëÿ íàñ ñìûñë, åãî
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íàñóùíîé ïðîáëåìîé
(èíà÷å ÷óâñòâî áåñïîêîéñòâà íå äàñò íàì
ñïàòü). Ñîãëàñèòåñü, ÷òî ýòî ñîâñåì èíîå,
÷åì ðåøàòü çàäà÷è, ñîñòàâëåííûå êåì-òî.
Íåîòâÿçíîå «ïóñòü èõ ðåøàåò òîò, êòî
ñîñòàâèë» è ãëóõîå ñîïðîòèâëåíèå íåèçáåæ-
íîìó çëó ñîïðîâîæäàåò ïî÷òè âñåãäà ðå-
øåíèå çàäà÷ èç øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ è çà-
äà÷íèêîâ. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê îëèìïèàäíûì
çàäà÷àì. Îòêóäà âçÿëàñü òà èëè èíàÿ çà-
äà÷à? ×òî ïîäâèãëî àâòîðà íà åå ñîñòàâ-
ëåíèå? Îòâåòîì íà êàêóþ ïðîáëåìó áóäåò
åå ðåøåíèå? Ïîäóìàåì íàä ýòèì è âïðåäü
ïîñòàðàåìñÿ ïðåäâàðÿòü êàæäóþ çàäà÷ó,
èìåþùóþ ñìûñë (âñåì èçâåñòíî, ÷òî åñòü
çàäà÷è ñî ñìûñëîì, à åñòü è áåññìûñëåííûå,
êàêèõ âåëèêîå ìíîæåñòâî â øêîëüíûõ çàäà÷-
íèêàõ), íåîáõîäèìûìè ïîÿñíåíèÿìè, ðàññóæ-
äåíèÿìè. Ðàçäóìüÿ íàä çàäà÷åé äî åå ðåøå-
íèÿ � ñèëüíûé ñòèìóë ê ðàáîòå íàä íåé.

Èòàê, âîçâðàùàåìñÿ ê íàøèì ïðîáëå-
ìàì è âûïîëíÿåì àíàëèòè÷åñêóþ ÷àñòü ðà-
áîòû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëîâ íàéäåì çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè cxbxay −+−=  â òî÷êàõ b è c
è â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà ëó÷àõ ëîìàíîé è
îòëè÷íûõ îò àáñöèññ èõ íà÷àëà.

Ïóñòü b < c. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t > 0
òî÷êà c àáñöèññîé b � t ëåæèò íà ëåâîì
ëó÷å, à ñ àáñöèññîé c + t íà ïðàâîì ëó÷å
ëîìàíîé.

tabcctbbtbatby )1()( ++−=−−+−−=− ,

bñcbby −=−=)( ,

)()( bcabcacy −=−= ,

tabcactcbtcatcy )1()()( ++−=−++−+=+ .

Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü óãëîâûå êî-
ýôôèöèåíòû ëó÷åé è îòðåçêà. Ïóñòü α1 � óãîë
íàêëîíà ëåâîãî ëó÷à ê îñè àáñöèññ, α2 � óãîë
íàêëîíà ñðåäíåãî îòðåçêà ëîìàíîé, à α3 �
óãîë íàêëîíà ïðàâîãî ëó÷à, òîãäà
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)1(
)(

)()(
1 +−=

−−
−−= a
tbb

tbyby
tgα ,

1
)()(

2 −=
−
−= a

bc

bycy
tgα ,

1
)()(

3 +=
−+
−+= a

ctc

cytcy
tgα .

Ýòî ïåðâàÿ íàãðàäà çà íàø òðóä: òàí-
ãåíñ óãëà íàêëîíà çâåíüåâ ëîìàíîé, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé ãðàôèê èçó÷àåìîé ôóí-
êöèè, çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà à.
Âïðî÷åì, ìû òàê è ïðåäïîëàãàëè. Äèíàìè-
÷åñêàÿ ìîäåëü ëàáîðàòîðèè ïîçâîëèëà íàì
ïðåäâîñõèòèòü ýòîò ðåçóëüòàò.

Êàêîé âêëàä âíîñÿò òîãäà â ôîðìó ãðà-
ôèêà äàííîé ôóíêöèè ïàðàìåòðû b è c?

Ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé óêàçàííûõ ïà-
ðàìåòðîâ èçìåíÿþòñÿ íå óãëû, à äëèíà ñðåä-
íåãî îòðåçêà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôîðìà ãðàôè-
êà îñòàåòñÿ ïðåæíåé. Êàêèå ñëó÷àè âîçìîæ-
íû ïðè ýòîì? Ãðàôèêè ìîãóò áûòü ðàâíû-
ìè, ïîäîáíûìè èëè ãîìîòåòè÷íûìè ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè ôèãóðàìè. Ïîïðîáóåì íàéòè
öåíòð ãîìîòåòèè è âûÿñíèì, ïðè êàêèõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îí áóäåò ñóùåñòâîâàòü.

Ïóñòü äàíû äâå ôóíêöèè ñ îäíèì è òåì
æå çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà à:

111 )( cxbxaxy −+−= ,

222 )( cxbxaxy −+−= .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì 11 cb <  è

22 cb < . Òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî óãëîâûå êî-
ýôôèöèåíòû ëó÷åé è îòðåçêîâ ãðàôèêîâ
ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé çàâèñÿò òîëüêî
îò à, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ñâÿçûâàþùåãî ãðàôèêè, äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü â êàæäîì ãðàôèêå òîëüêî ñðåä-
íþþ ÷àñòü ëîìàíîé, òî åñòü îòðåçêè B1C1

è B2C2, ãäå B1(b1; c1 � b1), C1(c1; a(c1 � b1)),
B2(b2; c2 � b2), C2(c2; a(c2 � b2)).

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîòî-
ðîì B1 ïåðåõîäèò â B2, à Ñ1 â Ñ2. Åñëè
ïðÿìûå B1B2 è Ñ1Ñ2 ïåðåñåêóòñÿ, òî òî÷êà
èõ ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò öåíòðîì ãîìîòåòèè.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò
ëèáî äâèæåíèåì, ëèáî ïîäîáèåì.

Ïðîèçâåäÿ íåñêîëüêî ïðîá, ìû ñ óäèâ-
ëåíèåì îáíàðóæèâàåì, ÷òî, åñëè ïðÿìûå

Â1Â2 è Ñ1Ñ2  ïåðåñåêàþòñÿ, òî òî÷êà èõ ïå-
ðåñå÷åíèÿ ëåæèò íà îñè àáñöèññ! Îñòàåòñÿ
îòâåòèòü íà âîïðîñ: âñåãäà ëè áóäåò òàê,
èëè íàì î÷åíü âåçåò, è ìû âñå âðåìÿ âûáè-
ðàåì èìåííî òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè
êîòîðûõ îðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ óêà-
çàííûõ ïðÿìûõ ðàâíà 0?

Íà äàííîì ýòàïå ðàáîòû âàæíî, ÷òî-
áû ó÷àùèåñÿ îñîçíàëè äâà ìîìåíòà: âî-ïåð-
âûõ, âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðíîãî èíñòðó-
ìåíòà, ïîçâîëÿþùåãî îòêðûòü íåèçâåñò-
íûé ôàêò; âî-âòîðûõ, íåäîñòàòî÷íîñòü
äàæå î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ïðîá äëÿ òîãî,
÷òîáû ýòîò ôàêò ñ÷èòàòü äîñòîâåðíûì,
òî åñòü èñòèííûì ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïå-
ðåìåííûõ, äàþùèõ ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ Â1Â2
è Ñ1Ñ2.

Èòàê, âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ
ïðÿìûå Â1Â2 è Ñ1Ñ2 ïåðåñåêàþòñÿ, è âû-
÷èñëèì êîîðäèíàòû öåíòðà ãîìîòåòèè. Äëÿ
ýòîãî ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ.

Â1Â2: )(

)(

2211

22

21

2

bcbc

bcy

bb

bx

−−−
−−=

−
−

,

Ñ1Ñ2:  )()(

)(

2211

22

21

2

bcabca

bcay

cc

cx

−−−
−−=

−
−

,

ãäå  çíàìåíàòåëè ìîãóò áûòü ðàâíûìè íóëþ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå çíàìåíàòåëè
îòëè÷íû îò 0, òîãäà

B1Â2: ))((
1

12212211

21

cbcbxbcbc
bb

y −++−−
−

= ,

Ñ1Ñ2:  ))(( 12212211

21

cbcbxbcbc
cc

a
y −++−−

−
= .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àáñöèññû òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ðåøèì óðàâíåíèå:

))((
1

12212211

21

cbcbxbcbc
bb

=−++−−
−

))(( 12212211

21

cbcbxbcbc
cc

a −++−−
−

= ,

èëè

0))((
1

12212211

2121

=−++−−





−

−
−

cbcbxbcbc
bbcc

a
.

Ñëó÷àé 1.

0
1

2121

=
−

−
− bbcc

a
,  èëè, òàê êàê ïî

ïðåäïîëîæåíèþ, çíàìåíàòåëè íå ðàâíû



9

Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

íóëþ, 
21

21

bb

cc
a

−
−= . Ñíà÷àëà  âûÿñíèì êàê

ïðè ýòîì ðàñïîëîæåíû ïðÿìûå Â1Â2 è Ñ1Ñ2.

Ïîêà ó íàñ íåò íèêàêèõ ïðåäïîëîæå-
íèé, íî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè äèíàìè-
÷åñêàÿ ìîäåëü. ïîñòðîèì íåñêîëüêî ãðà-

ôèêîâ ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ 
21

21

bb

cc
a

−
−= .

Êàê ìû óâèäèì, îòðåçêè Â1Â2 è Ñ1Ñ2 ðàñ-

ïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé!
Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïàòü ê äîêàçàòåëü-

ñòâó.
Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïðÿìîé Â1Ñ1 ñ óã-

ëîâûì êîýôôèöèåíòîì 
21

21

bb

cc
a

−
−= ,  çíàÿ

êîðäèíàòû  òî÷êè Â1 (b2; c2 � b2), ïðèíàä-

ëåæàùåé ýòîé ïðÿìîé:

  
21

2112

21

2121

bb

bcbc
x

bb

bbcc
y

−
−+

−
+−−= .     (1)

Åñëè êîîðäèíàòâ òî÷êè Â2(b2; c2 � b2)
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1), òî òî÷êà Â2

ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé. Ïðîâåðèì ýòî.

21

2112
2
2212221

22 bb

bcbcbbbbcbc
bc

−
−++−−=− ,

21

2122
22

))((

bb

bbbc
bc

−
−−=− ,

2222 bcbc −=− .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èñòèííî, ÷òî îç-
íà÷àåò, ÷òî îòðåçêè Â1Â2 è Ñ1Ñ2 ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèêè ôóí-
êöèé ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè ôèãóðàìè.

Ñëó÷àé 2.

2121

1

bbcc

a

−
−

−
 îòëè÷íî îò íóëÿ, òîãäà

)( 2211

2112

bcbc

bcbc
x

−−−
−= .

Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â óðàâíåíèå
ïðÿìîé Â1Â2  è ïîëó÷èì y = 0.

Ãîðåëèê Ëþäìèëà Áîðèñîâíà,
ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè
ÌÎÓ ëèöåé ¹ 102 ã. ×åëÿáèíñêà.

Òàêèì îáðàçîì, âî âòîðîì ñëó÷àå îðäè-
íàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ Â1Â2 è Ñ1Ñ2
ðàâíà 0, òî åñòü öåíòð ãîìîòåòèè äåéñòâè-
òåëüíî ëåæèò íà îñè àáñöèññ.

Ñëó÷àé 3.
Ïóñòü òåïåðü b1 � b2 = 0, íî ïðè ýòîì

ñ1 ≠ ñ2. Ìîæíî óáåäèòüñÿ ñíà÷àëà ñ ïîìî-
ùüþ äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, à çàòåì äîêà-
çàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ãîìîòå-
òèÿ ñ öåíòðîì â òî÷êå O (b2; 0). È ñíîâà
ìû óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ýòà òî÷êà ëåæèò
íà îñè Îõ.

Ñëó÷àé 4.
Åñëè c1 � c2 = 0, íî b1 � b2 ≠ 0, òî öåíòð

ãîìîòåòèè èìååò êîîðäèíàòû: x = c2, y = 0.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå öåíòð ëå-
æèò íà îñè àáñöèññ.

Ñëó÷àé 5.
c1 = c2, b1 = b2. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèêè ñîâïàäóò.

Ïîñëå òàêîé òùàòåëüíî ïðîäåëàííîé
ðàáîòû ó ó÷åíèêîâ ñîñòàâëåíî ÷åòêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î ñâîéñòâàõ èññëåäóåìîé ôóíê-
öèè. Ìîæíî ëè áûëî ñäåëàòü òî æå ñàìîå
áåç êîìïüþòåðíîãî èíñòðóìåíòà? Âîïðîñ
ðèòîðè÷åñêèé.

Ïîñëå òàêîé òùàòåëüíî ïðîäåëàííîé ðàáîòû
ó ó÷åíèêîâ ñîñòàâëåíî ÷åòêîå ïðåäñòàâëåíèå î
ñâîéñòâàõ èññëåäóåìîé ôóíêöèè.


