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ÈËÈ ÂÎÇÂÎÄÈÌ ÄÂÎÉÊÓ Â ÑÒÅÏÅÍÜ

Öåëü ðàáîòû. Íà ïðèìåðå îäíîé çàäà÷è
îáñóäèòü èäåþ ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ p, îïå-
ðàöèþ óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p, öèêëè÷-
íîñòü ýòîé îïåðàöèè ïðè ïðîñòîì p è â
ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàòü êîìïüþòåðíûé ïå-
ðåáîð äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðûõ ðåøåíèé
èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âîçüìåì n êàìóø-
êîâ, ãäå n � íåêîòîðîå íå÷åòíîå ÷èñëî, è
ðàçëîæèì èõ â äâå êó÷êè. Â îäíîé èç êó÷åê
îáÿçàòåëüíî ïîëó÷èòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî êàìóø-
êîâ. Èç ýòîé êó÷êè ïåðåëîæèì ïîëîâèíó
êàìóøêîâ â äðóãóþ. Ïðîäîëæèì ïðîöåññ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîé èãðå äëÿ îäíîãî
ó÷àñòíèêà ìû âûèãðàëè, åñëè â íåêîòîðûé
ìîìåíò â îäíîé èç êó÷åê îñòàíåòñÿ ðîâíî
îäèí êàìóøåê. Âàøà çàäà÷à, âûÿñíèòü, ïðè
êàêèõ n ìû ïîáåäèì, íåçàâèñèìî îò ðàçáè-
åíèÿ íà êó÷êè. ×èñëà n, îáëàäàþùèå óêà-
çàííûì ñâîéñòâîì, áóäåì íàçûâàòü õîðîøè-
ìè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âàì
ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîäñêàçêè ìóä-
ðåöîâ è ïîìîùü êîìïüþòåðà.

Ïîäñêàçêè ìóäðåöîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â íåêîòîðûé ìîìåíò êîëè÷åñòâî êàìóøêîâ
â ïåðâîé êó÷êå ðàâíî k, à ÍÎÄ(n, k) > 1.

Îò ðåäàêöèè. Â ýòîì íîìåðå ïîìåùåíà ñòàòüÿ Ë.Á. Ãîðåëèê îá èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîòàõ
â ÈÓÌÊ «Ìàòåìàòèêà â øêîëå � XXI âåê». Êîãäà ñ ýòèìè èññëåäîâàòåëüñêèìè ðàáîòàìè ïîçíà-
êîìèëñÿ À.Â. Ñòåïàíîâ � àâòîð ñåðèè ñòàòåé ïî ÿçûêàì ðàçìåòêè â «ïàðíîì» âóçîâñêîì æóðíà-
ëå «Êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåíòû â îáðàçîâàíèè», îí ïðåäëîæèë íåñêîëüêî ñâîèõ ðàáîò, êîòîðûå
ïîêàçàëèñü ðåäêîëëåãèè æóðíàëà íàñòîëüêî èíòåðåñíûìè, ÷òî îäíó èç íèõ ðåøèëè îïóáëèêîâàòü
â òîì æå íîìåðå æóðíàëà.

Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû íå âûèãðà-
åì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé ïî-
áåäû n, ïî êðàéíåé ìåðå, äîëæíî áûòü ïðî-
ñòûì.

Ñêîëüêî êàìóøêîâ áûëî â ïåðâîé êó÷-
êå íà ïðåäûäóùåì øàãå:

åñëè k > n/2;
åñëè k < n/2?
Çàìåòüòå, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ýòîãî

÷èñëà íà n â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèíàêîâ.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøàòü çàäà÷ó äàëüøå,
íåîáõîäèìî èìåòü íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î
ðàâíîîñòàòî÷íîñòè èëè ñðàâíèìîñòè ïî
ìîäóëþ n (ñëîâî «ìîäóëü» â ýòîì êîíòåê-
ñòå íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ àáñîëþòíîé
âåëè÷èíîé ÷èñëà). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öå-
ëûå ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n,
åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê îò
äåëåíèÿ íà n èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, a � b
äåëèòñÿ íàöåëî íà n. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì
a ≡ b mod n.

Äîêàæèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà ñðàâíèìî-
ñòè: åñëè a ≡ b mod n, à c ≡ d mod n, òî
a + c ≡ b + d mod n è ac ≡ bd mod n. Ñðàâ-
íèìîñòü ïî ìîäóëþ îáñóæäàåòñÿ âî ìíîãèõ
êíèãàõ è áðîøþðàõ.

Äîêàæèòå, ÷òî ìû âûèãðàåì çà m øàãîâ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k ≡ ±2m  mod n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé
ïîáåäû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ëþáîå ÷èñëî îò 1 äî n � 1 áûëî áû ñðàâíè-
ìî ñ ±2m ïî ìîäóëþ n. Ïðîâåðüòå ýòî ñâîé-
ñòâî äëÿ ÷èñåë n = 13 è n = 17.

Íàäåþñü, ðåøàÿ ýòó çàäà÷ó, âû îáðàòè-
ëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñü
îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ 2m íà n çàöèêëèâàåòñÿ
è âñå äåëî â äëèíå ýòîãî öèêëà. Èìååò ìå-
ñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü n � ïðîñòîå ÷èñëî, à
1 ≤ t ≤ n � 1. Ñóùåñòâóåò öåëîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî tm ≡ 1 mod n. Íàè-
ìåíüøåå òàêîå m íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ÷èñ-
ëà k ïî ìîäóëþ n. Ïîðÿäîê ëþáîãî ÷èñëà ïî
ìîäóëþ n ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà n � 1.

Äîêàæèòå, ÷òî ìû ãàðàíòèðîâàíî ïîáå-
äèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðÿäîê äâîé-
êè ïî ìîäóëþ n ðàâåí n � 1 èëè (n � 1)/2.

Äîêàæèòå, ÷òî ìû ãàðàíòèðîâàíî ïîáå-
äèì, åñëè n = 2p + 1, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à
ðåøåíà. Ìû íàó÷èëèñü îòëè÷àòü õîðîøèå
n îò ïëîõèõ è ìîæåì ïðèâåñòè äîñòàòî÷-
íîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ õîðîøèõ ÷èñåë.
Äëÿ òîãî, ÷òî âûïèñàòü ýòè ñàìûå ïðèìå-
ðû, âîñïîëüçóéòåñü ïîìîùüþ êîìïüþòåðà
è âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ.

Çàäàíèÿ
1. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âûïè-

ñûâàåò ïðîñòûå ÷èñëà n âèäà 2p + 1, ãäå p
òîæå ïðîñòîå.

2. Êàê âû âèäåëè íà ïðèìåðå èç ïóíêòà
5, íå âñå õîðîøèå ÷èñëà èìåþò âèä 2p + 1,
ãäå p ïðîñòîå. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî õîðî-
øåå ÷èñëî, áîëüøåå 1000, êîòîðîå íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â òàêîì âèäå.


