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Èññëåäîâàòåëüñêèå ðàáîòû è ïîèñêîâûå çàäàíèÿ

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

Ãîðåëèê Ëþäìèëà Áîðèñîâíà

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

È ÏÎÈÑÊÎÂÛÅ ÇÀÄÀÍÈß

ÈÓÌÊ   «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ   Â   ØÊÎËÅ   �   XXI   ÂÅÊ

Ñàìîå ÿðêîå îòëè÷èå ÈÓÌÊ îò òðà-
äèöèîííîãî ó÷åáíèêà è, ñëåäîâàòåëüíî,
îäíî èç ñàìûõ óáåäèòåëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ
èííîâàöèîííîñòè ÈÓÌÊ «Ìàòåìàòèêà â
øêîëå � XXI âåê» � íàëè÷èå ñóùåñòâåí-
íîãî ýëåìåíòà «Èññëåäîâàòåëüñêèå ðàáî-
òû è ïîèñêîâûå çàäàíèÿ». Ðàññìîòðèì
îòäåëüíî êàæäûé èç ýòèõ âèäîâ.

1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ïî÷òè âñå ìîäóëè ÈÓÌÊ ñîäåðæàò çà-
äàíèÿ íà èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ òåìîé ó÷åáíèêà. Ýòèì ïîääåðæèâà-
åòñÿ èíòåðåñ ó÷àùèõñÿ ê ìàòåìàòèêå, à
òàêæå äàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîÿâèòü òâîð-
÷åñòâî.

Îñóùåñòâëåíèå ýòîé âîçìîæíîñòè âî
ìíîãîì çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ ó÷èòåëÿ
î öåëÿõ îáó÷åíèÿ. Äëÿ èíûõ ïîäãîòîâêà ê
ÅÃÝ � âûñøàÿ öåëü, ê êîòîðîé íóæíî ñòðå-
ìèòüñÿ, íå òåðÿÿ âðåìåíè «íà ïóñòÿêè».
Æåëàíèå äðóãèõ � ðåàëèçîâàòü ñåáÿ â ñî-
âìåñòíîé òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñ ó÷à-
ùèìèñÿ. Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü ïðåèìó-
ùåñòâà è íåäîñòàòêè òîãî èëè èíîãî ñòè-
ëÿ ïðåïîäàâàíèÿ. Íàøà çàäà÷à � ïîäåëèòü-
ñÿ òåì ñêðîìíûì îïûòîì, êîòîðûé ïðè-
îáðåëè, ðàáîòàÿ ñ ÈÓÌÊ «Ìàòåìàòèêà â
øêîëå � XXI âåê».

Òåìà îäíîé èç èññëåäîâàòåëüñêèõ ðà-
áîò ó÷åáíèêà � «Î ÷èñëàõ è áóäèëüíèêàõ
(ïðîñòûå ÷èñëà)». Â ïîÿñíèòåëüíîì òåê-
ñòå äàåòñÿ ññûëêà íà êíèãó Ä.Â. Àíîñîâà
«Âçãëÿä íà ìàòåìàòèêó è íå÷òî èç íåå»,

ãäå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð «êîðîòêîé» àðèô-
ìåòèêè Ä. Ãèëüáåðòà, ïîñòðîåííîé íà ìíî-
æåñòâå ÷èñåë âèäà 4k + 1 (k � öåëîå íåî-
òðèöàòåëüíîå ÷èñëî), â êîòîðîì îïðåäå-
ëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ. Ïðîèëëþñòðè-
ðóåì âîçìîæíûé ïîäõîä ê ðàçâèòèþ òåìû.

Ïðîáëåìà, êîòîðàÿ îáíàðóæèâàåòñÿ â
ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì ýòîãî ìíîæåñòâà,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îñíîâíàÿ òåîðåìà
àðèôìåòèêè â íåì íå âûïîëíÿåòñÿ, à
èìåííî: íåêîòîðûå ÷èñëà èìåþò íåîäíîç-
íà÷íîå ðàçëîæåíèå íà «ïðîñòûå» (òî åñòü
â ýòîì ìíîæåñòâå íåðàçëîæèìûå) ìíîæè-
òåëè. Ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíèòü ñëåäóþùèå
çàäàíèÿ.

«1) Ïðèâåäèòå äðóãèå ïðèìåðû ðàçëî-
æèìûõ è íåðàçëîæèìûõ ÷èñåë âèäà  4k + 1...
Ñóùåñòâóþò ëè ðàçëîæèìûå ÷èñëà âèäà 
4k + 1, èìåþùèå åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå?

2) Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì áåñ-
êîíå÷íîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëî íåðàçëîæèìûõ ÷èñåë âèäà  4k + 1...
áåñêîíå÷íî.

3) Èññëåäóéòå äðóãèå ìíîæåñòâà ïî-
äîáíîãî âèäà, íàïðèìåð,  3k + 1».

Îòâåòèì ñíà÷àëà íà ïåðâûé âîïðîñ.
Òðóäíî îæèäàòü îò ó÷àùèõñÿ, äàæå îò ñòàð-
øåêëàññíèêîâ, «îáîáùåíèÿ ñ ìåñòà», î êî-
òîðîì ãîâîðèëè Â.Â. Äàâûäîâ [1, ñ. 152�
153] è Â.À. Êðóòåöêèé [2, ñ. 366]. Ñàìîå
ïðîñòîå ðåøåíèå � âûáðàòü òðåáóåìûå
÷èñëà èç ñïèñêà ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ìíîæåñòâà (îáîçíà÷èì åãî Ì). Íî
åñëè ñïèñîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ì ñî-
ñòàâèòü íåòðóäíî (ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîí-
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íîé òàáëèöû, êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî óñêî-
ðèò ïðîöåññ è èçáàâèò íàñ îò óñòíîãî ñ÷å-
òà), òî ðàçëîæèòü èõ â Ì íà íåðàçëîæè-
ìûå ìíîæèòåëè íå òàê ïðîñòî. Êàêîâà
ïðîöåäóðà ðàçëîæåíèÿ?

Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü ðàçëîæåíèå, ðàñ-
êðàñèì òàáëèöó. Îòìåòèì êðàñíûì öâå-
òîì ïðîñòûå ÷èñëà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì
ïðîãðàììó Maxima èëè ëþáîé äðóãîé äî-
ñòóïíûé ó÷àùèìñÿ êîìïüþòåðíûé èíñòðó-
ìåíò, ðàçëàãàþùèé ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè, íàïðèìåð âèðòóàëüíóþ ëàáîðàòî-
ðèþ «Äåëèìîñòü ÷èñåë» (ÖÎÐ «Ìàòåìàòè-
êà 5�11. Ïðàêòèêóì. Ó÷åáíîå ýëåêòðîí-
íîå èçäàíèå. 1 CD. Ì.: ÎÎÎ «ÄÎÑ»,
2003»). Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàçëîæèì
íà ïðîñòûå â N ÷èñëà. Äàëåå èñïîëüçóåì
òàêîé àëãîðèòì.

• Åñëè ðàçëîæåíèå ñîäåðæèò 2 ìíî-
æèòåëÿ, òî, ââèäó òîãî, ÷òî Ì çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî îäèí èç ìíîæèòåëåé ïðèíàä-
ëåæèò Ì (ñïèñîê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ì

äîëæåí áûòü óïîðÿäî÷åí ïî âîçðàñòàíèþ,
òîãäà ëåãêî îáíàðóæèòü ïðèíàäëåæíîñòü).

• Åñëè â ðàçëîæåíèè 3 ìíîæèòåëÿ, òî
âîçìîæíû òàêèå ñëó÷àè.

1. Îäèí èç íèõ ïðèíàäëåæèò Ì. Òîãäà
ïåðåìíîæàåì îñòàëüíûå ìíîæèòåëè. Èõ
ïðîèçâåäåíèå, îïÿòü æå â ñèëó çàìêíóòîñ-
òè ìíîæåñòâà ïî óìíîæåíèþ, áóäåò ïðè-
íàäëåæàòü Ì. Â ýòîì ñëó÷àå èç òðåõ ïðî-
ñòûõ â N ìíîæèòåëåé ïîëó÷àåòñÿ äâà ìíî-
æèòåëÿ, íåðàçëîæèìûõ â Ì.

2. Íè îäèí íå ïðèíàäëåæèò Ì. Òîãäà
÷èñëî íåðàçëîæèìî â Ì.

• Åñëè ïîëó÷þòñÿ 4 ìíîæèòåëÿ è áîëü-
øå, òî, â çàâèñèìîñòè îò èõ ïðèíàäëåæ-
íîñòè èëè íåïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó
Ì, óìíîæàåì ïîïàðíî ìíîæèòåëè, íå
ïðèíàäëåæàùèå Ì, è îñòàâëÿåì áåç èç-
ìåíåíèÿ ìíîæèòåëè, ïðèíàäëåæàùèå åìó
(åñëè îíè åñòü). Ïðè ýòîì ìîãóò ïîëó-
÷èòüñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ñî÷åòàíèÿ
ìíîæèòåëåé. Îòñþäà è íåîäíîçíà÷íîñòü
ðàçëîæåíèÿ â Ì.

Ðèñ. 1
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1  5  9  13  17  

21  25 5*5 29  33  37  

41  45 5*9 49  53  57  

61  65 5*13 69  73  77  

81 9*9 85 5*17 89  93  97  

101  105 5*21 109  113  117 9*13 

121  125 5*25 129  133  137  

141  145 5*29 149  153 9*17 157  

161  165 5*33 169 13*13 173  177  

181  185 5*37 189 9*21 193  197  

201  205 5*41 209  213  217  

221 13*17 225 5*45 = 9*25 229  233  237  

241  245 5*49 249  253  257  

261 9*29 265 5*53 269  273 13*21 277  

281  285 5*57 289 17*17 293  297 9*33 

301  305 5*61 309  313  317  

321  325 5*65 = 13*25 329  333  337  

341  345 5*69 349  353  357 17*21 

361  365 5*73 369 9*41 373  377 13*29 

381  385 5*77 389  393  397  

401  405 5*81 = 9*45 409  413  417  

421  425 5*85 = 17*25 429 13*33 433  437  

441 9*49 = 21*21 445 5*89 449  453  457  

461  465 5*93 469  473  477 9*53 

481 13*37 485 5*97 489  493  497  

501  505 5*101 509  513  517  

521  525 5*105 = 21*25 529  533  537  

541  545 5*109 581  553  557  

561 17*33 565 5*113 569  573  577  

581  585 5*117 = 13*45 589  593  597  

601  605 5*121 609 21*29 613  617  

621 9*69 625 5*125 = 25*25 629 17*37 633  637 13*49 

641  645 5*129 649  653  657 9*73 

661  665 5*133 669  673  677  

681  685 5*137 689 13*53 693 9*77 = 21*33 697 17*41 

701  705 5*141 709  713  717  

721  725 5*145 = 25*29 729  733  737  

741 13*57 745 5*149 749  753  757  

761  765 5*153 = 17*45 769  773  777 21*37 

781  785 5*157 789  793 13*61 797  

801 9*89 805 5*161 809  813  817  

821  825 5*165 = 25*33 829  833 17*49 837 9*93 

841 29*29 845 5*169 = 13*65 849  853  857  

861 21*41 865 5*173 869  873 9*97 877  

881  885 5*177 889  893  897 13*69 

901 17*53 905 5*181 909 9*101 913  917  

921  925 5*185 = 25*37 929  933  937  

941  945 5*189=21*45 949 13*73 953  957 29*33 

961  965 5*193 969 17*57 973  977  

981 9*109 985 5*197 989  993  997  

Òàáëèöà 1. Ðàçëîæåíèå ÷èñåë â Ì
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Ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû âèäåí â òàáëè-
öå 1.  Äëÿ ðàçëîæèìûõ ÷èñåë äàíî èõ ðàç-
ëîæåíèå. Ôîíîì âûäåëåíû ÿ÷åéêè, â êî-
òîðûõ ðàçëîæåíèå èìååò íåñêîëüêî âàðè-
àíòîâ.

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, èç 250 ïåðâûõ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ì òîëüêî 15 äîïóñ-
êàþò ðàçëîæåíèå íà «ïðîñòûå» â Ì ìíî-
æèòåëè (ýòî âñåãî ëèøü 6%).

Íî îòâåòèòü íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà-
íèÿ � ýòî åùå íå èññëåäîâàíèå. Áåç òàá-
ëèöû ó÷åíèêè íå ìîãóò ïðèâåñòè ïðèìå-
ðû ÷èñåë, îáëàäàþùèõ òðåáóåìûìè ñâîé-
ñòâàìè, òàê êàê íàóãàä èõ âðÿä ëè ìîæíî
âûáðàòü. Çäåñü íóæíî ñäåëàòü òåîðåòè÷åñ-
êîå îáîáùåíèå.

Èòàê, ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû
ìîæåì óêàçàòü íåîäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå
òîëüêî ïåðå÷èñëèòåëüíûì ìåòîäîì. Íî ýòî
íåðàöèîíàëüíî, òàê êàê òðåáóåò âðåìåíè.
Êðîìå òîãî, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ òàêîé ìåòîä íåèíòåðåñåí. Êàê íàéòè
áîëåå èíòåðåñíûé ñïîñîá?

Åñëè íà ýòîì ýòàïå ðàáîòû ó÷èòåëü
ïîòîðîïèòñÿ è ïîäñêàæåò îòâåò, ó÷åíèêè
íèêîãäà íå íàó÷àòñÿ ïðîâîäèòü èññëåäî-
âàíèÿ. Êàê áû äîëãî íè çàòÿíóëñÿ ïðî-
öåññ ïîèñêà, ïåäàãîã âñåìè ñïîñîáàìè
òîëüêî ïîääåðæèâàåò èíòåðåñ ê èññëåäî-
âàíèþ. Íàïðèìåð, îðãàíèçóåò îáìåí ìíå-
íèÿìè, óñòðàèâàåò áðåéí-ðèíãè, õâàëèò çà
ëþáîå ïðîäâèæåíèå âïåðåä.

Íåò ðåöåïòà óïðàâëåíèÿ äàëüíåéøåé
äåÿòåëüíîñòüþ ó÷àùèõñÿ, êðîìå ïîääåð-

æàíèÿ ìîòèâàöèè íà óðîâíå, îáåñïå÷èâàþ-
ùåì åå ïðîäîëæåíèå. Ðàáîòà íàä ïðîáëå-
ìîé ìîæåò óéòè â ïîäñîçíàíèå [3, ñ. 43�
44], òàê êàê áåñïëîäíûå ïîèñêè è óñòà-
ëîñòü íà âðåìÿ ïðåðûâàþò ñîçíàòåëüíûé
ýòàï ðåøåíèÿ ïðîáëåìû. Ïðèäåò ëè ïîñëå
îòäûõà èëè ñìåíû äåÿòåëüíîñòè îçàðåíèå,
íèêòî íå ìîæåò ñêàçàòü. Â èññëåäîâàòåëü-
ñêîé äåÿòåëüíîñòè íåò ãàðàíòèè óñïåõà.
È åñëè ìîòèâàöèÿ ïîèñêà óæå íàñòîëüêî
ñëàáà, ÷òî òåðÿåòñÿ èíòåðåñ ê çàäà÷å, òî
ó÷èòåëþ ïîðà ïðîäóìàòü ïîäñêàçêè, íàòàë-
êèâàþùèå íà îòêðûòèå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäñêàçîê ìîæåò
áûòü òàêîé.

• Âñåãäà ëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðî-
ñòûõ â N ìíîæèòåëåé ÷èñëà èç ìíîæåñòâà
Ì ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó? Êàê ýòî
ìîæíî äîêàçàòü?

• Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ó÷èòåëü íå ïî-
ëó÷àåò îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ, îí äàåò
ïîäñêàçêó â âèäå ñëåäóþùåãî: «×òî îá-
ùåãî â ýòèõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëÿõ?» (ìîæ-
íî ëè çàïèñàòü ôîðìóëó ýòèõ ÷èñåë?).

• Ïðè î÷åðåäíîé íåóäà÷å çàäàåì âîï-
ðîñ, êàêîé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 4 èìåþò
ýòè ÷èñëà. Íà ýòîò âîïðîñ òðóäíî íå îòâå-
òèòü. È åñëè ôîðìóëà ýòèõ ÷èñåë ïîëó÷å-
íà (îíè èìåþò âèä 4k + 3), òî òåïåðü óæå
ëåãêî ïåðåìíîæèòü â îáùåì âèäå äâà òà-
êèõ ÷èñëà è óáåäèòüñÿ, ÷òî èõ ïðîèçâåäå-
íèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ì.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôîðìóëà ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà â ðàçëîæåíèè íàçâàíà èñõîäÿ èç òîãî,
÷òî áûëî ïðîèçâåäåíî íåñêîëüêî ïðîá ñ
ïîìîùüþ óæå íàéäåííûõ â òàáëèöå ðàç-
ëîæåíèé. Íî íåò íèêàêîé óâåðåííîñòè â
òîì, ÷òî îñòàëüíûå ÷èñëà áóäóò èìåòü òà-
êèå æå ìíîæèòåëè â ðàçëîæåíèè: ëèáî
4k + 3, ëèáî 4k + 1. Ýòî âñåãî ëèøü ãèïî-
òåçà. Åå íóæíî äîêàçàòü.

Åñëè ó÷èòåëü â ïðîöåññå ðàáîòû íàä
çàäà÷åé íå õî÷åò âûõîäèòü çà ðàìêè ïðî-
ãðàììû, òî ìîæíî ïðåäëîæèòü ó÷åíèêàì
ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû îñòàòêîâ ïðè äå-
ëåíèè íà 4 è äîêàçàòü, ÷òî òîëüêî ÷èñëà
âèäà 4k + 3 ïðè ïîïàðíîì óìíîæåíèè äàþò
÷èñëà âèäà 4k + 1, òî åñòü èõ ïðîèçâåäå-

...åñëè ìîòèâàöèÿ ïîèñêà óæå íàñòîëüêî
ñëàáà, ÷òî òåðÿåòñÿ èíòåðåñ ê çàäà÷å, òî
ó÷èòåëþ ïîðà ïðîäóìàòü ïîäñêàçêè...
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íèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Ì. Åñëè
æå ó ó÷èòåëÿ åñòü äîñòàòî÷íûé çàïàñ âðå-
ìåíè è æåëàíèå ïîçíàêîìèòü ó÷åíèêîâ ñ
òåîðèåé, òî îí ðàññêàæåò î ïîëíîé ñèñòå-
ìå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ, ïîêàæåò, ÷òî âû-
ãîäíåå áðàòü íå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 4,
à âû÷åòû, ìîäóëü êîòîðûõ íå ïðåâîñõî-
äèò ïîëîâèíû 4, òî åñòü ÷èñëà �1, 0, 1, 2,
òàê êàê m mod13 −≡ .

Ýòî ïîäãîòîâèò ó÷àùèõñÿ ê îáîáùå-
íèþ, òàê êàê òåïåðü ëåãêî ïðîâåñòè ñëå-
äóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Â êàæäîé ñèñòåìå
âû÷åòîâ ïî ëþáîìó ìîäóëþ ò åñòü ÷èñëà
1 è �1, òî åñòü êëàññû ÷èñåë âèäà 1−mq  è

1+mq . Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âèäà 1−mq  è
òîëüêî ýòèõ ÷èñåë äàåò ÷èñëî âèäà 1+mq .
Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþ-
ùååñÿ ïðîñòûì â N, íî íåðàçëîæèìîå âî
ìíîæåñòâå ÷èñåë âèäà 1+mq , èìååò â êà-
÷åñòâå ìíîæèòåëåé ÷èñëà âèäà 1−mq . Èõ
êîëè÷åñòâî ÷åòíî. È åñëè òàêèõ ìíîæèòå-
ëåé áîëüøå äâóõ, òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü â
Ì íåîäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå.

Ñëåäóþùèé ýòàï ðàáîòû � ðàññìîòðå-
íèå ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ïðîñòûõ ìíîæè-
òåëåé: åñòü ëè ñðåäè íèõ ðàâíûå è ñêîëü-
êî èõ, êàê ýòî âëèÿåò íà ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ ðàçëîæåíèé â Ì. Ìîæíî âûâåñòè
ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæå-
íèé. Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû óæå ìîæåì áåç
òàáëèöû çàïèñûâàòü âñå âèäû ÷èñåë ìíî-
æåñòâà Ì.

È, íàêîíåö, äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷-
íîñòè ÷èñåë, íåðàçëîæèìûõ â Ì, ëåãêî
ïðîâåñòè ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíûì äîêà-
çàòåëüñòâîì áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòûõ â N
÷èñåë.

Âîçíèêàåò èíòåðåñíûé âîïðîñ: ðåøå-
íà ëè ïðîáëåìà? Ñêîðåå âñåãî, íåò. Åñëè
÷èòàòåëü ïîéäåò ïî íàøèì ñòîïàì, îí îá-
íàðóæèò åùå, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí âîï-
ðîñ, îòâåòà íà êîòîðûé ó íàñ ïîêà íåò.
Êîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü èññëåäîâàíèå çàêîí-
÷åííûì? Áóäåò ëè îòâåò îáúåêòèâíûì?

Ä.Á. Áîãîÿâëåíñêàÿ [4, ñ. 108] ãîâîðèò
îá èíòåëëåêòóàëüíîé àêòèâíîñòè êàê äå-
ÿòåëüíîñòè ïîäëèííî òâîð÷åñêîé. Îíà õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ÷åëîâåê ïî ñâîåé
èíèöèàòèâå âûõîäèò çà ðàìêè ðåøàåìîé
çàäà÷è, ñòàâèò ñâîè ñîáñòâåííûå öåëè è

ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå. Èìåííî ýòî
ïîâåäåíèå è äîëæíî áûòü ìîäåëüþ òâîð-
÷åñòâà öåëüþ âîñïèòàíèÿ ó÷åíèêîâ.

×òî äàåò ó÷àùèìñÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ
ðàáîòà? Åñëè îíè âïåðâûå ïðèñòóïàþò ê
íåé, òî âîïðîñû-ïîäñêàçêè ó÷èòåëÿ, à òàê-
æå ñîáñòâåííûå ìó÷åíèÿ â ðàçäóìüÿõ íàä
ïðîáëåìîé, ïåðåæèâàíèå íåïðèÿòíûõ ìî-
ìåíòîâ íåóäà÷, à çàòåì ðàäîñòè îòêðûòèÿ
äåìîíñòðèðóþò ñïîñîá ïîèñêîâîé äåÿòåëü-
íîñòè è îáîãàùàþò îïûò ó÷åíèêîâ. Ñî-
çäàåòñÿ, ïî ñëîâàì Ë.Ñ. Âûãîäñêîãî, «áëè-
æàéøàÿ çîíà ðàçâèòèÿ», ðàáîòà â êîòî-
ðîé ñ ïîìîùüþ ó÷èòåëÿ ñîçäàþòñÿ ïðåä-
ïîñûëêè äëÿ äàëüíåéøåé ñàìîñòîÿòåëüíîé
äåÿòåëüíîñòè.

2. ÏÎÈÑÊÎÂÛÅ ÇÀÄÀÍÈß

Óñëîâíî ìû ðàçäåëèëè ïîèñêîâûå çà-
äàíèÿ íà äâå ãðóïïû: çàäàíèÿ íà êîíñòðóè-
ðîâàíèå (ïîèñê ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ,
îáëàäàþùèõ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè) è çà-
äàíèÿ íà ïîèñê èíôîðìàöèè, â òîì ÷èñëå ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ Èíòåðíåòà.

2.1. ÇÀÄÀÍÈß ÍÀ ÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÍÈÅ

 Âîò îäèí èç ïðèìåðîâ, êîòîðûå ìû
óñëîâíî íàçâàëè çàäàíèÿìè íà êîíñòðóè-
ðîâàíèå. Ïðîöèòèðóåì ó÷åáíèê.

«Ðàññìîòðèì çàíèìàòåëüíûé ïðèìåð.
Âåðíî ëè, ÷òî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì?

22 11 xx −=− .

Â Âèêèïåäèè íàõî-
äèì îïðåäåëåíèå òîæ-
äåñòâà:

...ïåðåæèâàíèå
íåïðèÿòíûõ ìîìåíòîâ íåóäà÷,
à çàòåì ðàäîñòè îòêðûòèÿ

äåìîíñòðèðóþò  ñïîñîá ïîèñêîâîé äåÿòåëüíîñòè...
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«Òîæäåñòâî (â ìàòåìàòèêå) � ðàâåí-
ñòâî, âûïîëíÿþùååñÿ íà âñåì ìíîæåñòâå
çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ».

Â íàøåì ïðèìåðå äîïóñòèìûå çíà÷å-
íèÿ äëÿ ëåâîé ÷àñòè � ÷èñëà îò �1 äî 1, à
â ïðàâîé � ÷èñëà áîëüøå èëè ðàâíûå 1 è
ìåíüøå èëè ðàâíûå �1. Òàêèì îáðàçîì, äî-
ïóñòèìûìè äëÿ îáåèõ ÷àñòåé ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî �1 è 1. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé îáå ÷àñ-
òè óðàâíåíèÿ ðàâíû 0. Çíà÷èò, îíî ÿâëÿ-
åòñÿ òîæäåñòâîì!

Çàäàíèå. Íàéäèòå äðóãèå çàíèìàòåëü-
íûå òîæäåñòâà è äàéòå äîêàçàòåëüñòâî
èõ èñòèííîñòè».

Êàêîâà ðåàêöèÿ ó÷àùèõñÿ íà ýòî çà-
äàíèå? Îíè íà÷èíàþò ïîäáèðàòü ïðèìå-
ðû, êîòîðûå ïî êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè êîïèÿìè òîæäåñòâà, ïðèâåäåííîãî
âûøå, è áûñòðî òåðÿþò èíòåðåñ ê ðàáîòå.
Çàäàíèå íå âûçûâàåò ó íèõ óäèâëåíèÿ.
Öåëü ó÷èòåëÿ íà äàííîì ýòàïå � ðàçáóäèòü
÷óâñòâà ó÷åíèêîâ, çàñòàâèòü èõ óäèâëÿòü-
ñÿ, âîçìóùàòüñÿ, âûçâàòü ó íèõ æåëàíèå
âîçðàæàòü, ïðèâîäèòü êîíòðïðèìåðû. Êàê
ýòî ñäåëàòü?

Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íå áó-
äåì ïîêà ðàñêðûâàòü ñåêðåòà «ñòðàííîñ-
òè» ýòîãî òîæäåñòâà, à ïîïðîáóåì, íå îò-
êðûâàÿ ó÷åáíèêà, ñíà÷àëà çàäàòü òîëüêî
âîïðîñ, òîæäåñòâî ëè ýòî (íå äàâàÿ îïðå-
äåëåíèÿ òîæäåñòâà). Óâèäåâ ïðèâåäåííîå
âûøå ðàâåíñòâî, òîðîïëèâûå äåòè ñðàçó
íà÷èíàþò âîçðàæàòü. Îíè ãîâîðÿò, ÷òî ýòî
ðàâåíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì, ïîòîìó
÷òî ÷èñëà 12 −x  è 2

1 x−  ïðîòèâîïîëîæ-
íûå, ñëåäîâàòåëüíî, äðóã äðóãó ðàâíÿòüñÿ
íå ìîãóò. Ïðè ýòîì îíè çàáûâàþò è î íóëå,
è îá îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîðíåé ÷åòíîé
ñòåïåíè. Äðóãèå âîîáùå íå ïîíèìàþò, ÷åãî
îò íèõ òðåáóþò, ïîòîìó ÷òî ïðèó÷åíû ê
òàêèì çàäàíèÿì, â êîòîðûõ óæå èçâåñòíî,
÷òî äàííîå ðàâåíñòâî òîæäåñòâîì ÿâëÿåò-
ñÿ, è îñòàåòñÿ òîëüêî ýòî äîêàçàòü. Íóæíî
åùå äîáàâèòü, ÷òî àðñåíàë ñïîñîáîâ äëÿ
ïîäîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà ó íèõ î÷åíü ñêó-
äåí. Ó÷àùèåñÿ çíàþò òàêîé àëãîðèòì äåé-
ñòâèé â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ: ñ ïîìîùüþ
òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè
ëåâóþ ÷àñòü ê âèäó ïðàâîé èëè ïðàâóþ
÷àñòü ê âèäó ëåâîé. Ìîæíî ïðåîáðàçîâû-

âàòü îäíîâðåìåííî è ëåâóþ, è ïðàâóþ ÷à-
ñòè äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷àòñÿ îäèíà-
êîâûå âûðàæåíèÿ. È ýòî âñå.

Âåðíåìñÿ ê çàäàíèþ. Êàêèå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
22 11 xx −=−  ìîæíî âûïîëíèòü, ÷òîáû

ïðèâåñòè èõ ê îäíîìó è òîìó æå âèäó?
Òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íåò. Ýòî ñðàçó ñòà-
âèò ó÷àùèõñÿ â òóïèê. Íåêîòîðûå íåäî-
ëãî óäåðæèâàþò â ïàìÿòè çàäàíèå è çàìå-
íÿþò åãî «ïðèâû÷íûì»: ðåøèòü óðàâíå-

íèå 22 11 xx −=− . Âïðî÷åì, ýòî õîðî-
øåå íà÷àëî äëÿ îòâåòà íà çàäàííûé âîï-
ðîñ, äîñòàòî÷íî òîëüêî óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ ñîâïà-
äàåò ñ îáëàñòüþ åãî îïðåäåëåíèÿ. Íî ýòîò
øàã âîçìîæåí òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåøà-
þùèé ïîëíîñòüþ ïîíèìàåò çàäà÷íóþ ñè-
òóàöèþ, à íå ïðîñòî ïðèìåíÿåò çàó÷åííûå
ïðàâèëà.

Áåçäóìíîå ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ,
ôîðìóë, ïðàâèë � áîëüøàÿ áåäà øêîëüíî-
ãî îáó÷åíèÿ. Ïðîòèâ ìåõàíè÷åñêîãî çàó-
÷èâàíèÿ çíàíèé è íàòàñêèâàíèÿ ó÷àùèõñÿ
íà ðåøåíèå «íóæíûõ» çàäà÷ âîçðàæàë åùå
Ì. Âåðòãåéìåð: «...íàèáîëüøóþ îïàñíîñòü
äëÿ ðàçâèòèÿ... ïðåäñòàâëÿåò, ïðåæäå âñå-
ãî, ñëåïîå âñïîìèíàíèå, ñëåïîå ïðèìåíå-
íèå ÷åãî-òî çàó÷åííîãî, ñòàðàòåëüíîå âû-
ïîëíåíèå îòäåëüíûõ îïåðàöèé, íåñïîñîá-
íîñòü óâèäåòü âñþ ñèòóàöèþ â öåëîì...
Õîòÿ ó ìåíÿ íåò äîñòàòî÷íûõ êîëè÷åñòâåí-
íûõ äàííûõ íà ýòîò ñ÷åò, ìíå êàæåòñÿ,
÷òî ñïîñîáíîñòü ïðîäóöèðîâàòü òâîð÷åñ-
êèå ïðîöåññû ÷àñòî çíà÷èòåëüíî óìåíü-
øàåòñÿ, êîãäà øêîëüíèêè ïðèâûêàþò ê ìå-
õàíè÷åñêîìó çàó÷èâàíèþ» [5, ñ. 34].

×òî ìåøàåò ó÷åíèêó ïðîÿâèòü òâîð÷å-
ñòâî â ñâÿçè ñ ïðåäëîæåííûì åìó çàäàíè-
åì ñêîíñòðóèðîâàòü èíòåðåñíûå òîæäåñòâà?

Âî-ïåðâûõ, íóæíî îòìåòèòü íåçíàíèå
èëè íåäîñòàòî÷íîå îñîçíàíèå ïîíÿòèé
«óðàâíåíèå» è «òîæäåñòâî». Êàê ñîîòíî-
ñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé ýòè ïîíÿòèÿ? Îáúåì
êàêîãî èç íèõ øèðå? Âàðèàíò âîïðîñà:
ìîæåò ëè óðàâíåíèå áûòü òîæäåñòâîì, è â
êàêîì ñëó÷àå ýòî ïðîèñõîäèò?

Âî-âòîðûõ, íà õîðîøî íàêàòàííîì
ïóòè øêîëÿðñòâà íå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ



19

Èññëåäîâàòåëüñêèå ðàáîòû è ïîèñêîâûå çàäàíèÿ

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

ïðåäëîæåíèÿ ïðèäóìàòü ÷òî-òî ñâîå, ïðî-
ÿâèòü èíèöèàòèâó. À íàêàçàíèå â âèäå ïëî-
õîé îöåíêè çà îøèáêó íå òîëüêî îòáèâà-
åò îõîòó ê òâîð÷åñòâó, íî è ïîðîæäàåò
ñòðàõ ïåðåä íåîáõîäèìîñòüþ äåéñòâîâàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â-òðåòüèõ, ó ó÷àùèõñÿ íåò îïûòà ðàç-
âèòèÿ ñþæåòà çàäà÷è: åå îáîáùåíèÿ èëè,
íàîáîðîò, ñïåöèàëèçàöèè, ðàññìîòðåíèÿ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (òàêèõ, êàê, íàïðèìåð,
êðàéíèé èäè âåäóùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé,
÷àñòíûé ñëó÷àé-ïðåäñòàâèòåëü è ò. ä., î ÷åì
ãîâîðèë Ä. Ïîéà [6, ñ. 45�50]. Îòñóòñòâèå
ýòîãî îïûòà îáúÿñíÿåò òî, ÷òî äåñÿòè-
êëàññíèêè, ïîäáèðàÿ ïðèìåðû «ñòðàííûõ»
òîæäåñòâ, áåççàñòåí÷èâî ýêñïëóàòèðóþò
èäåè, çàëîæåííûå â èñõîäíîì òîæäåñòâå:

mn xfxf 22 )()( −= , ãäå 0 âõîäèò â îáëàñòü

çíà÷åíèé ôóíêöèè )(xfy = .
Â-÷åòâåðòûõ, â øêîëüíîé ïðàêòèêå

îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå óêîðåíèëèñü ïðåèìó-
ùåñòâåííî äåäóêòèâíûå ðàññóæäåíèÿ è,
êàê ñëåäñòâèå, îäíîçíà÷íûå îòâåòû. Ó ó÷à-
ùèõñÿ íå ðàçâèâàåòñÿ äèâåðãåíòíîå ìûø-
ëåíèå, ÷òî ñâîéñòâåííî êðåàòèâíûì ïðî-
öåññàì. Èíäóêòèâíûé ïîäõîä â ó÷åáíèêàõ
ìàòåìàòèêè âñòðå÷àåòñÿ êðàéíå ðåäêî. Íå
âûÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èÿ, íå ñòàâÿòñÿ
ïðîáëåìû. Âñå ãëàäêî, âñå ñòðîãî âûòå-
êàåò èç ïðåäûäóùåãî çíàíèÿ è íå äîïóñ-
êàåò ïðîòèâîðå÷èâûõ òîëêîâàíèé. Îäíà-
êî, ïî ìíåíèþ Ó. Áàéåðñà [7], «äâóñìûñ-
ëåííîñòü ïðèñóòñòâóåò âñåãäà, îò ñàìûõ
ýëåìåíòàðíûõ óðîâíåé ìàòåìàòèêè äî íàè-
áîëåå ïåðåäîâûõ. Ïðè èçó÷åíèè íàóêè ýòî
ñîçäàåò áîëüøèå òðóäíîñòè, â èññëåäîâà-
òåëüñêîé æå ðàáîòå äâóñìûñëåííîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì ðàçâèòèÿ, ïðîãðåññà».
È äàëåå: «Äâóñìûñëåííîñòü ÿâëÿåòñÿ îä-
íîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ».

 Â ïðèìåíåíèè ê íàøåìó çàäàíèþ ñ
òîæäåñòâîì ïîêàçàòåëåí ïðèìåð Áàéåðñà
î äâóñìûñëåííîñòè ïîíÿòèÿ «ïåðåìåííàÿ
õ»: «Â óðàâíåíèè 42 =+x  ïåðåìåííàÿ õ

îáðàùàåòñÿ ê êàêîìó-òî êîíêðåòíîìó ÷èñ-
ëó èëè ê ëþáîìó? Îòâåò áóäåò íåîäíîç-
íà÷íûì. Â íà÷àëå ðåøåíèÿ õ ìîæåò áûòü
ëþáûì ÷èñëîì, â êîíöå � òîëüêî 2. Òàêæå
â êîíöå ðàññóæäåíèé ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
ëþáîå çíà÷åíèå õ, íå ðàâíîå 2, ÿâëÿåòñÿ
íåðåøåíèåì, òî åñòü ðå÷ü ñíîâà èäåò î
ëþáîì ÷èñëå... Åñëè îñîçíàâàòü ýòî, òî
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñëîæíî íàçâàòü ÷èñòî
ìåõàíè÷åñêèìè ðàññóæäåíèÿìè. Ó÷åíèêó
íóæíî èìåòü â âèäó îáà êîíòåêñòà âûðà-
æåíèÿ è ïðèìåíÿòü íóæíûé â çàâèñèìîñ-
òè îò ñèòóàöèè» [òàì æå].

Òàêèì îáðàçîì, â òîëêîâàíèè òåðìè-
íîâ «óðàâíåíèå» è «òîæäåñòâî» îïðåäå-
ëÿþùèì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé è
«íåðåøåíèé», à âàæíîé ïðîöåäóðîé �
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî «íå-
ðåøåíèé» ïóñòî. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå-
íèå íàçûâàþò òîæäåñòâîì.

Èòàê, ïîðàáîòàâ íàä ïîíÿòèÿìè ðàâåí-
ñòâà, óðàâíåíèÿ è òîæäåñòâà, ó÷åíèêè íà-
÷èíàþò ïîíèìàòü, ÷òî ñòðàííîñòü äàííîãî
òîæäåñòâà â òîì, ÷òî îáëàñòè äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííîé åãî ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè ñîâïàäàþò â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, è â
ýòèõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñ-
òè ðàâíû. Ñðàçó æå âîçíèêàåò çðèòåëüíûé
îáðàç: åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòè ÷àñòè êàê
ôóíêöèè, òî ãðàôèê îäíîé èç íèõ ïðî-
äîëæàåò ãðàôèê äðóãîé ôóíêöèè, îáðàçóÿ
îáùóþ íåïðåðûâíóþ ëèíèþ. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ëèáî îòðåç-
êè, ëèáî çàêðûòûå ëó÷è. Ýòî îñíîâíîå
ñóæäåíèå. Âûáðàâ òàêèå ôóíêöèè1 , ìî-
æåì ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé «ñöå-
ïèòü» «êðàÿ» èõ ãðàôèêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óæå íå ñëó÷àéíîå
áëóæäàíèå â ïîèñêàõ ñòðàííûõ òîæäåñòâ.
Ïîëó÷åí îäèí èç ïðèíöèïîâ èõ ïîñòðîå-
íèÿ. È ýòî ïëîäîòâîðíàÿ èäåÿ, òàê êàê ìû
ñðàçó æå îòðûâàåìñÿ îò çàäàííîé êîíñò-
ðóêöèè èç àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé è
ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ñî÷åòàòü àëãåáðàè-
÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè, òî

1 Ýòî ìîãóò áûòü è ôóíêöèè, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ èñêóññòâåííî ðåäóöèðîâàíà ê îòðåçêó èëè

çàêðûòîìó ëó÷ó, íàïðèìåð, [ ]π,0,cos ∈= xxy . Íî èíòåðåñíåå áðàòü òàêèå ôóíêöèè, â êîòîðûõ åñòåñòâåííàÿ

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê èëè çàêðûòûé ëó÷.
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åñòü ïîëó÷àòü, íà íàø âçãëÿä, áîëåå èíòå-
ðåñíûå òîæäåñòâà.

Êàêèå æå ôóíêöèè èìåþò îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ îòðåçêè èëè çàêðûòûå ëó÷è?
Èç òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé ýòî, íàïðè-
ìåð, xarcsin  è xarccos . Èç àëãåáðàè÷åñ-
êèõ � êîðíè ÷åòíîé ñòåïåíè1 .

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé. Òå-
ïåðü ìû èìååì âîçìîæíîñòü ñ ïîìîùüþ
ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ (à, âîçìîæíî, è
äðóãèõ äâèæåíèé, íàïðèìåð ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû ïåðâîãî è òðå-
òüåãî êîîðäèíàòíîãî óãëà) è ðàñòÿæåíèé
èëè ñæàòèé ãðàôèêîâ ïîäîãíàòü èõ îäèí
ê äðóãîìó òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü íåïðå-
ðûâíàÿ ëèíèÿ2 .

Äàâàéòå îñîçíàåì, ÷òî æå ïðîèçîøëî.
Ìû ïîëó÷èëè âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ
íåïðåðûâíûõ ëèíèé èç ãîòîâûõ ÷àñòåé,
«ïåðåêëàäûâàÿ» èõ â âûáðàííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò íóæíûì îáðàçîì. Ýòî êîíñò-
ðóèðîâàíèå â ïðÿìîì ñìûñëå ñëîâà. Îíî
ëåãêî äàåòñÿ ó÷àùèìñÿ õîòÿ áû ïîòîìó,
÷òî âîçíèêàåò ïî÷òè ôèçè÷åñêîå îùóùå-
íèå ìàíèïóëèðîâàíèÿ ïðåäìåòàìè, òàê
êàê çðèòåëüíûå îáðàçû ôóíêöèé âîñïðè-
íèìàþòñÿ êàê ìàòåðèàëüíûå. Îñòàåòñÿ
òîëüêî íàó÷èòüñÿ ïåðåâîäèòü ôèçè÷åñêèå
ïåðåìåùåíèÿ â çíàêîâóþ ôîðìó. Íî ýòî
óæå äðóãàÿ òåìà, êîòîðóþ çäåñü ìû íå îá-
ñóæäàåì.

Èòàê, ïåðâûé ýòàï ðàáîòû ñî «ñòðàí-
íûìè» òîæäåñòâàìè çàêîí÷åí. Îí áûë
ïîñâÿùåí ïîäáîðó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé
ðàâåíñòâà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíîæå-
ñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè èìåëè êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî îáùèõ òî÷åê. Çàöåïèìñÿ çà ñëîâî «êî-

íå÷íîå» è ïîñëåäóåì çà áåçóìíîé èäååé
ïîëó÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òàêèõ
òî÷åê. Îêàçûâàåòñÿ, íå òàêàÿ óæ îíà è
áåçóìíàÿ. Äîñòàòî÷íî íåìíîãî èçìåíèòü
ôîðìó èñõîäíîãî òîæäåñòâà, ñ êîòîðîãî
ìû è íà÷àëè ðàáîòó. Âçÿòü, íàïðèìåð, òà-
êîå óðàâíåíèå:

( )( ) ( )nxxx =−−− ...21

( )( ) ( )nxxx −−−= ...21 ,

ãäå ï � íàòóðàëüíîå  íå÷¸òíîå ÷èñëî.

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ íà÷àëüíûé îòðåçîê ðÿäà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, êîòîðûé  ìîæíî  ñäåëàòü  ñêîëü
óãîäíî äëèííûì. Íî òàê êàê êàæäîå èç
ýòèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òàêæå è
êîðíåì äàííîãî óðàâíåíèÿ, òî îíî íå ÷òî
èíîå, êàê òîæäåñòâî.

Ïðîäîëæàÿ îáîáùàòü çàäà÷ó, ïîñòàâèì
òàêîé âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîñòðîèòü òîæ-
äåñòâî òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî çíà÷åíèé åãî
ïåðåìåííîé ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé íå äèñê-
ðåòíîå, à íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî?

Åñëè ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé èç îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþ, òî îòâåò íà âîï-
ðîñ òðèâèàëåí: ïðè íåïðåðûâíîì ìíîæå-
ñòâå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé îäíîé èç ÷àñ-
òåé ðàâåíñòâà ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâî íà

íåïðåðûâíîì ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ çíà-

÷åíèé, íàïðèìåð: ( ) 22
211 xxx ++=+ , íî

òàêèå òîæäåñòâà â íàøåì ïîíèìàíèè íå
ÿâëÿþòñÿ «ñòðàííûìè». Âîïðîñ íå â òîì,
÷òîáû ïîëó÷èòü íåñîìíåííîå òîæäåñòâî ñ
ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Òàêèì ñïîñîáîì èç àëãåáðàè÷åñêèõ ôóí-
êöèé ïîëó÷àþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå, èç òðàíñ-

1 Îòìåòèì èíòåðåñíûå ñëó÷àè «óïðàâëåíèÿ» îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé. Òàê, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ëîãàðèôìà åñòü îòêðûòûé ëó÷ (ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë), è ýòî äëÿ íàøèõ öåëåé íå
ïîäõîäèò. Íî åñëè âçÿòü êîìïîçèöèþ ôóíêöèé, òî ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîé âíóòðåííåé ôóíêöèè (èëè îãðàíè-
÷åííîé òîëüêî ñâåðõó èëè ñíèçó) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿþùåéñÿ îòðåçêîì èëè çàêðûòûì ëó÷îì, ìîæíî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âíåøíÿÿ (ëîãàðèôìè÷åñêàÿ) ôóíêöèÿ òîæå èìåëà áû îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îòðåçîê èëè

çàêðûòûé ëó÷.  Òàêîâà, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ 




 ++=

2

2
arcsinlog2

π
xy . Òåïåðü äëÿ íåå íåñëîæíî ñäåëàòü «ïîä-

ãîíêó» òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü òîæäåñòâî: 




 ++=−−

2

2
arcsinlog1 2

π
xx .

2 Èç ôóíêöèé ñ èñêóññòâåííî çàäàííîé (ðåäóöèðîâàííîé ê îòðåçêó èëè çàêðûòîìó ëó÷ó) îáëàñòüþ îïðåäåëå-

íèÿ ïîëó÷àþòñÿ òàêèå «ýêçîòè÷åñêèå» òîæäåñòâà, êàê, íàïðèìåð, [ ]π,0,cos1 ∈=−+ xxx .
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

öåíäåíòíûõ � òðàíñöåíäåíòíûå. Ïîñòàâèì
ñåáå áîëåå òðóäíóþ çàäà÷ó: ïîñòðîèòü òà-
êèå òîæäåñòâà íà íåïðåðûâíîì ìíîæåñòâå
çíà÷åíèé ïåðåìåííîé, â êîòîðûõ ñî÷åòà-
ëèñü áû àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè ñ òðàíñ-
öåíäåíòíûìè.

Îäèí èç ïóòåé ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è � èñïîëüçîâàíèå êîìïîçèöèè òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

)cos(arcsin1 2 xx =− .

Ýòî òîæäåñòâî èçâåñòíî âñåì è ïî÷å-
ìó-òî óäèâëåíèÿ íå âûçûâàåò. Òåì íå ìå-
íåå, îíî óäèâèòåëüíî, òàê êàê ñâÿçûâàåò
àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé. Òàêèå âåùè ïðîõîäÿò ìèìî âíè-
ìàíèÿ ó÷åíèêîâ, îñòàâëÿÿ èõ ðàâíîäóø-
íûìè, íå÷óâñòâèòåëüíûìè ê òîìó, ÷òî äîë-
æíî âûçûâàòü âîñõèùåíèå ñâîåé íåîæèäàí-
íîñòüþ, êðàñîòîé. Èìåííî íà òàêîì ìàòå-
ðèàëå ìîæíî áûëî áû ðàçáóäèòü ëþáîçíà-
òåëüíîñòü è âîîáðàæåíèå ó÷àùèõñÿ, ïîäêëþ-
÷èâ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè ÷óâñòâî.

Ìîæíî áûëî áû ïîêàçàòü ó÷àùèìñÿ
èëè ïîïðîñèòü èõ ñàìèõ íàéòè òîæäåñòâà,
ñâÿçàííûå ñ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. Ýòî
ðàçëîæåíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé â
ñòåïåííûå ðÿäû. Òàêîé «ýêñêóðñ â áóäó-
ùåå» ïðåäâîñõèòèò íåëåãêèé äëÿ ó÷àùèõ-
ñÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññîâ ìàòå-
ðèàë ïî ðàçëîæåíèþ ôóíêöèé â ðÿäû Òåé-
ëîðà è Ìàêëîðåíà è, ìîæåò áûòü, åùå äî
èçó÷åíèÿ òåîðèè ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü èõ
äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé è ïîëó÷å-
íèÿ ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë.

Ìû òàê ðàñøèðèëè èäåþ ïîñòðîåíèÿ
çàíèìàòåëüíûõ òîæäåñòâ, ÷òî âûøëè çà
ðàìêè îæèäàíèé àâòîðîâ çàäàíèÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, äîñòàòî÷íî áûëî áû ïðèâåñòè ïðè-
ìåðû òîæäåñòâ, èìåþùèõ â êà÷åñòâå îá-
ëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé
íåêîòîðîå êîíå÷íîå äèñêðåòíîå ìíîæå-
ñòâî. Ñíîâà ñäåëàåì îñòàíîâêó ïîðàçìûø-
ëÿåì íàä òåì, ÷òî ïîëó÷èëîñü. Ðåøàÿ çà-
äà÷ó, ñôîðìóëèðîâàííóþ êåì-òî (âíåøíÿÿ
ìîòèâàöèÿ), ìû íå îñòàíîâèëèñü íà äîñ-
òèãíóòîì è ïîøëè äàëüøå. Øàã çà øàãîì
ìû îáíàðóæèâàëè, ÷òî èññëåäîâàíèå ìîæ-
íî ïðîäîëæèòü. È ýòî óæå áûëè íàøè ñîá-
ñòâåííûå çàäà÷è (âíóòðåííÿÿ ìîòèâàöèÿ).

Îäíîé èç ÿðêèõ îñîáåííîñòåé òâîð-
÷åñêè îäàðåííûõ äåòåé ÿâëÿåòñÿ æåëàíèå
è óìåíèå ïðîäîëæàòü óæå ðåøåííóþ çàäà-
÷ó, ñòàâèòü ïåðåä ñîáîé íîâûå öåëè è äî-
áèâàòüñÿ èõ ðåàëèçàöèè [4, ñ. 129]. Ðîëü
øêîëüíîãî ó÷èòåëÿ, íà íàø âçãëÿä, è ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü ýòîò ïóòü òâîð-
÷åñòâà äðóãèì ó÷àùèìñÿ. Òåì, êîòîðûå
åùå íå ðåàëèçîâàëè ñâîé òâîð÷åñêèé ïî-
òåíöèàë. Ñíàáäèòü èõ íå òåõíèêîé ðåøå-
íèÿ çàäà÷, à òåõíîëîãèåé äåÿòåëüíîñòè.
Îñîçíàíèþ è ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû â
íåìàëîé ñòåïåíè ñïîñîáñòâóþò òå òâîð-
÷åñêèå çàäàíèÿ, êîòîðûå ïðåäëîæåíû â
ÈÓÌÊ «Ìàòåìàòèêà â øêîëå � XXI âåê».

2.2. ÇÀÄÀÍÈß ÍÀ ÏÎÈÑÊ Â ÈÍÒÅÐÍÅÒÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ôîðìèðîâàíèå íà-
âûêà èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà � îäíà èç
ñàìûõ ñëîæíûõ äëÿ ó÷èòåëÿ çàäà÷. Äåëî â
òîì, ÷òî ó ìíîãèõ ó÷àùèõñÿ óæå ñôîðìè-
ðîâàëñÿ îïûò «ñêà÷èâàíèÿ» ãîòîâûõ ðå-
ôåðàòîâ. Ïëàãèàò ïðîöâåòàåò [8, 9]. Ñàìà
ïî ñåáå (íåîáðàáîòàííàÿ) èíôîðìàöèÿ
íåéòðàëüíà ïî îòíîøåíèþ ê âîñïèòàíèþ
è ðàçâèòèþ øêîëüíèêîâ, ïîýòîìó áåçäóì-
íîå ñêà÷èâàíèå îãðîìíûõ êóñêîâ ÷óæîãî
òåêñòà, ïî ìåíüøåé ìåðå, áåñïîëåçíî. Îä-
íàêî íå ñòîèò îòêàçûâàòüñÿ îò ýòîãî âèäà
äåÿòåëüíîñòè, òàê êàê åãî ðîëü â ñàìîîá-
ðàçîâàíèè îãðîìíà. Áëàãîäàðÿ ïîèñêó è
îáðàáîòêå èíôîðìàöèè ñîçäàåòñÿ èíôîð-

Îäíîé èç ÿðêèõ îñîáåííîñòåé òâîð÷åñêè
îäàðåííûõ äåòåé ÿâëÿåòñÿ æåëàíèå è óìåíèå
ïðîäîëæàòü óæå ðåøåííóþ çàäà÷ó...
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ìàöèîííûé ôîí, «íà êîòîðîì ïðîèñõî-
äèò àääèòèâíîå âêëþ÷åíèå íîâîé èíôîð-
ìàöèè è ñîçäàâàåìûõ ðàçìûøëåíèåì íà
åå îñíîâå íîâûõ çíàíèé» [10].

Ïðèâåäåì îäèí èç ïðèìåðîâ çàäàíèé
íà ïîèñê â Èíòåðíåòå èç ÈÓÌÊ «Ìàòå-
ìàòèêà â øêîëå � XXI âåê».

Çàäàíèÿ. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäëîæåííûì
â ó÷åáíèêå ïðèìåðîì íàéäèòå èíòåðåñíûå
ïðèìåðû çàâèñèìîñòåé èç ðàçíûõ îáëàñòåé
çíàíèÿ è èõ ïðèëîæåíèé. Äàéòå èõ ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îïèñàíèå è ðàçúÿñíèòå ñìûñë
ïðèâåäåííûõ çàâèñèìîñòåé.

Äëÿ îïèñàíèÿ èñïîëüçóéòå ñëåäóþ-
ùóþ ñõåìó:

1. Êàêèå ïåðåìåííûå ó÷àñòâóþò â çà-
âèñèìîñòè? Îïèøèòå èõ ïðåäìåòíûé (íà-
ïðèìåð, ôèçè÷åñêèé) ñìûñë.

2. Êàê çàäàåòñÿ çàâèñèìîñòü: ñëîâåñ-
íî, ôîðìóëîé èëè ãðàôè÷åñêè? Ïðèâåäèòå
çàâèñèìîñòü â òîì âèäå, êàê îíà èñïîëü-
çóåòñÿ â òîé îáëàñòè çíàíèÿ, îòêóäà âû
åå âçÿëè.

3. Êàêèå èíòåðåñíûå ñâÿçè ìåæäó ïå-
ðåìåííûìè (âëèÿíèå îäíîé ïåðåìåííîé íà
äðóãóþ) ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ â çàâèñè-
ìîñòè?

Îáÿçàòåëüíî ïðèâåäèòå ññûëêó íà èñ-
òî÷íèê, îòêóäà áûëà âçÿòà èíôîðìàöèÿ.

Ñåðèÿ ïðèâåäåííûõ â ÈÓÌÊ âîïðî-
ñîâ çàäàåò íàïðàâëåíèå íå òîëüêî ïîèñêà,
íî è ðàçìûøëåíèÿ íàä íàéäåííîé èíôîð-
ìàöèåé. Ýòî äàåò íåêîòîðóþ ãàðàíòèþ òîãî,
÷òî ãîëîãî ñêà÷èâàíèÿ íå ïðîèçîéäåò.

Ïðè îòâåòå íà ïåðâûé âîïðîñ íóæíî
óïîìÿíóòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå: åñëè â
ìàòåìàòèêå ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå îáðàòíîé
ôóíêöèè, òàê êàê íåçàâèñèìàÿ è çàâèñè-
ìàÿ ïåðåìåííûå ìîãóò ìåíÿòüñÿ ìåñòàìè
áåç óùåðáà äëÿ ñìûñëà, òî â ôèçèêå òàêî-
ãî áûòü íå ìîæåò. Íàïðèìåð, âî âòîðîì
çàêîíå Íüþòîíà èìåííî óñêîðåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé îò ñèëû ïðè îïðåäåëåííîé
ìàññå êàê ïàðàìåòðå, õàðàêòåðèçóþùåì
òåëî, ê êîòîðîìó ïðèìåíåíà âíåøíÿÿ ñèëà,
ïðèâîäÿùàÿ åãî â äâèæåíèå è ñîçäàþùàÿ
óñêîðåíèå. Çäåñü óñêîðåíèå êàê ïðèçíàê
äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèìåíå-
íèÿ ñèëû, ñîîáùàþùåé ýòîìó òåëó äâè-
æåíèå, à ñèëà � ïðè÷èíîé äâèæåíèÿ ñ óñ-

êîðåíèåì. Ìåíÿòü ìåñòàìè ïðè÷èíó è ñëåä-
ñòâèå � çíà÷èò, èäòè ïðîòèâ çàêîíîâ ïðè-
ðîäû. Çàïèñü � âñåãî ëèøü ôîðìóëà, óäîá-
íàÿ äëÿ âû÷èñëåíèé, íî îíà íå ñòàâèò â
çàâèñèìîñòü ñèëó îò óñêîðåíèÿ. Åñëè ýòó
çàïèñü ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ, òî îíà
òåðÿåò ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Âòîðîé âîïðîñ èíòåðåñåí òåì, ÷òî ïðè-
âîäèò ê íåÿñíîñòè, äâóñìûñëåííîñòè â
ïîíèìàíèè çàäàíèÿ ôóíêöèè ãðàôèêîì
èëè òàáëèöåé. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ íå êàæäûé ãðàôèê çàäàåò ôóíê-
öèþ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà çàäà-
íà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïî ãðàôèêó ìîæ-
íî áûëî îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîãî çíà÷å-
íèÿ àðãóìåíòà òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè,
à ýòî âîçìîæíî äàëåêî íå âñåãäà. Äëÿ ýòî-
ãî íóæíî çíàòü ôîðìó ãðàôèêà, òî åñòü
çàäàòü åãî ôîðìóëîé, çíà÷èò, ôóíêöèÿ âñå-
òàêè çàäàåòñÿ íå ãðàôèêîì, à àíàëèòè÷åñ-
êè. ×òî êàñàåòñÿ òàáëèöû, òî îíà çàäàåò
êîíå÷íîå ÷èñëî ïàð (õ, ó), à, çíà÷èò, ëèáî
äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ, ëèáî ôóíêöèþ, êî-
òîðàÿ ïëîõî îïðåäåëåíà (åñëè ïî ñìûñëó
èìååòñÿ â âèäó íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ). Äëÿ
äîîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íóæíà èíòåðïî-
ëÿöèÿ è ýêñòðàïîëÿöèÿ, êîòîðûå ìîæíî
äåëàòü äëÿ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ áëèçêî
ê èçâåñòíûì. Íî, ïî áîëüøîìó ñ÷åòó íåò
íèêàêîé óâåðåííîñòè â òîì, ÷òî íàéäåí-
íûå òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèÿ çàäàííîé òàá-
ëèöåé ôóíêöèè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü èñ-
òèíå.

Íî îòêàçûâàòüñÿ îò ãðàôè÷åñêîãî è
òàáëè÷íîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè íåëüçÿ: â äðó-
ãèõ îáëàñòÿõ îíè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ
ðîëü, òàê êàê îïðåäåëÿþò êà÷åñòâåííóþ
çàâèñèìîñòü ìåæäó äâóìÿ âåëè÷èíàìè.
Íàïðèìåð, â ïñèõîëîãèè êîëîêîëîîáðàç-
íàÿ ëèíèÿ õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü ïðî-
äóêòèâíîñòè óìñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè îò
ñèëû ìîòèâàöèè: åñëè ìîòèâàöèÿ äåÿòåëü-
íîñòè ñëàáà, òî ïðîäóêòèâíîñòü íèçêàÿ;
ïðè ñðåäíåé âûðàæåííîñòè ìîòèâàöèè
ðàáîòîñïîñîáíîñòü îïòèìàëüíàÿ; âûñîêàÿ
æå ìîòèâàöèÿ, îêàçûâàåòñÿ, íå ïîâûøàåò
ïðîäóêòèâíîñòü, à íàîáîðîò, ìåøàåò åé.
Êðèâàÿ ïîëçåò âíèç. Òàê, íàïðèìåð, èç-
ëèøíåå âîëíåíèå íà ýêçàìåíå ìåøàåò ñî-
ñðåäîòî÷èòüñÿ.
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Òàáëè÷íîå çàäàíèå ôóíêöèè íåîáõî-
äèìî â òîì ñëó÷àå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôóí-
êöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñóùåñòâóåò, íî
ôîðìóëà åå íåèçâåñòíà. Áîëåå òîãî, èìåí-
íî ñ ïîìîùüþ òàáëèöû è ïîñòðîåíèÿ ïî
íåé ãðàôèêà ìîæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæå-
íèå î òîì, êàêîâà äîëæíà áûòü ôîðìóëà,
çàäàþùàÿ ôóíêöèþ.

Ïîèñê èíôîðìàöèè â Èíòåðíåòå ìî-
æåò áûòü ïîëåçåí åùå è âîò â êàêîì îò-
íîøåíèè: âìåñòå ñ èñêîìûì ïîíÿòèåì

ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ áëèçêèìè ïî
ñìûñëó äðóãèìè ïîíÿòèÿìè. Ñðàâíåíèå
ýòèõ ïîíÿòèé íå òîëüêî ðàñøèðÿåò êðóãî-
çîð, íî è ñïîñîáñòâóåò óòî÷íåíèþ è áî-
ëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ ïðåäìåòà ðàñ-
ñìîòðåíèÿ. Íàïðèìåð, â ñâÿçè ñ ôóíêöè-
îíàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè, ìîæíî ïîçíà-
êîìèòüñÿ ñ ðåãðåññèÿìè, è ýòî àáñîëþòíî
íåîáõîäèìî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ âåðîÿòíî-
ñòíîé êàðòèíû ìèðà.


