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Â ýòîé ñòàòüå ìû îáñóäèì çàäà÷ó «ôëè-
ïû», êîòîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà íà åæå-
ãîäíîì êîíêóðñå «Êîíñòðóèðóé, Èññëåäóé,
Îïòèìèçèðóé 2008». Óñëîâèå çàäà÷è ñâÿ-
çàíî ñ òðèàíãóëÿöèÿìè âûïóêëûõ n-óãîëü-
íèêîâ è îïòèìàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òÿìè ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó òðèàíãóëÿöè-
ÿìè. Ìû óçíàåì óñëîâèå çàäà÷è è åå ðå-
øåíèå, ïîñìîòðèì ðåçóëüòàòû ó÷àñòíèêîâ
è ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâÿçàííûå ñ çàäà-
÷åé òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

ÓÑËÎÂÈÅ ÇÀÄÀ×È

Âîçüìåì âûïóêëûé n-óãîëüíèê è ïðî-
âåäåì â íåì íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèàãîíà-
ëè òàê, ÷òîáû îíè ðàçáèëè åãî íà òðåó-
ãîëüíèêè. Òàêîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ
òðèàíãóëÿöèåé, åå ïðèìåð ìîæíî óâèäåòü
íà ðèñ. 1. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ «ôëèï»,
êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò îäíó òðèàíãóëÿöèþ
â äðóãóþ: âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ äèàãî-
íàëü, ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê, êîòî-
ðûé îáðàçóþò äâà ïðèëåãàþùèõ ê íåé òðå-
óãîëüíèêà, è çàìåíèì äèàãîíàëü âòîðîé
äèàãîíàëüþ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Íà ðèñ. 2
ìîæíî óâèäåòü ïðèìåð îïåðàöèè ôëèï â
øåñòèóãîëüíèêå. Îïðåäåëèì òàêæå ïîíÿ-
òèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òðèàíãóëÿöè-
ÿìè. Ðàññòîÿíèå � ýòî äëèíà ìèíèìàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé,  êî-
òîðàÿ ïåðåâîäèò ïåðâóþ òðèàíãóëÿöèþ âî
âòîðóþ.

Ó÷àñòíèêàì êîíêóðñà áûëè ïðåäëîæå-
íû äâà âàðèàíòà óñëîâèÿ çàäà÷è. Â óñëî-

âèè çàäà÷è ïåðâîãî óðîâíÿ òðåáîâàëîñü
íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ çàäàííû-
ìè òðèàíãóëÿöèÿìè äâåíàäöàòèóãîëüíèêà,
òî÷íåå, òðåáîâàëîñü ïîñòðîèòü êàê ìîæ-
íî áîëåå êîðîòêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùóþ ïåðâóþ
òðèàíãóëÿöèþ âî âòîðóþ. Íà ðèñ. 3 èçîá-
ðàæåíî óñëîâèå çàäà÷è Ôëèïû ïåðâîãî
óðîâíÿ.

Ó÷àñòíèêè âòîðîãî óðîâíÿ äîëæíû
áûëè ïðèäóìàòü äâå òðèàíãóëÿöèè òðèíàä-
öàòèóãîëüíèêà ñ âîçìîæíî áîëüøèì ðàñ-
ñòîÿíèåì ìåæäó íèìè. Äëÿ ýòîãî òðåáîâà-
ëîñü íàðèñîâàòü ïåðâóþ òðèàíãóëÿöèþ è
ïîòîì ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ôëèïîâ ïðèéòè êî âòîðîé. Ïðîãðàììà ïîä-
ñêàçûâàëà, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôëè-
ïîâ îêàçûâàëàñü íåîïòèìàëüíîé, òî åñòü
åñëè äâà ïîñòðîåííûõ ìíîãîóãîëüíèêà ìîã-
ëè áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà áîëåå êî-
ðîòêèì ñïîñîáîì.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
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Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí èíòåðôåéñ ïðî-
ãðàììû, êîòîðîé ïîëüçîâàëèñü ó÷àñòíèêè
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Îñíîâíîå ìåñòî íà
ýêðàíå çàíèìàåò òðèàíãóëèðîâàííûé ìíî-
ãîóãîëüíèê, ñ êîòîðûì ìîæíî ïðîèçâî-
äèòü ôëèïû, åñëè íàæèìàòü íà ðåáðà. Ñíè-
çó ýêðàíà âûâîäèòñÿ èñòîðèÿ óæå ñîâåð-
øåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èíòåðôåéñû
ïðîãðàììû äëÿ çàäà÷è ïåðâîãî è âòîðîãî
óðîâíÿ ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè÷àþòñÿ.

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×

Ñ îáåèìè çàäà÷àìè ñïðàâèëîñü äîñòà-
òî÷íîå êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ. Â çàäà÷å
ïåðâîãî óðîâíÿ 71 ó÷àñòíèê èç 244 ïîëó-
÷èëè ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò � ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ òðèàíãóëÿöèÿìè ðàâíî 14. Îñ-
òàëüíûå ðåçóëüòàòû âûãëÿäÿò òàê: 81 ÷å-
ëîâåê ïðåîáðàçîâàëè òðèàíãóëÿöèè çà 15
îïåðàöèé, 28 � çà 16, è âñåì îñòàëüíûì
ïîòðåáîâàëîñü 17 è áîëåå îïåðàöèé. Íà
ðèñ. 5 èçîáðàæåíà îäíà èç âîçìîæíûõ ìè-
íèìàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåîáðà-
çîâàíèé.

Ðåçóëüòàòû çàäà÷è âòîðîãî óðîâíÿ òà-
êîâû: 74 ó÷àñòíèêà èç 139 íàøëè äâå òðè-

àíãóëÿöèè íà ðàññòîÿíèè 16, ýòî ðåøåíèå
äåéñòâèòåëüíî îïòèìàëüíî è íå ìîæåò áûòü
óëó÷øåíî. 26 ÷åëîâåê íàøëè òðèàíãóëÿ-
öèè íà ðàññòîÿíèè 15, è 14 ÷åëîâåê � íà
ðàññòîÿíèè 14. Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíû äâå
òðèàíãóëÿöèè íà ðàññòîÿíèè 16. Êîíå÷-
íî, ýòî ðåøåíèå íå åäèíñòâåííîå.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çàäà÷à â ñâîåé
ïîñòàíîâêå äëÿ êîíêóðñà ÊÈÎ íå îêàçà-
ëàñü ñëîæíîé, îíà îñíîâàíà íà ñîäåðæà-
òåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìå, ðåøå-
íèå êîòîðîé äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî. Òðå-
áóåòñÿ ïðèäóìàòü àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ
äâóõ çàäàííûõ òðèàíãóëÿöèé ýôôåêòèâíî
îïðåäåëèò îïòèìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðåîáðàçîâàíèé ìåæäó íèìè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷ó ïåðâîãî óðîâíÿ â îá-
ùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òðèàíãóëÿ-
öèé ðåøèòü ñëîæíî.

Äàâàéòå äîêàæåì, ÷òî äâå òðèàíãóëÿ-
öèè n-óãîëüíèêà T1 è T2 âñåãäà ìîæíî ïå-
ðåâåñòè äðóã â äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ôëèïîâ, è, áîëåå òîãî, äëÿ ïåðåâîäà äîñ-
òàòî÷íî ìåíüøå, ÷åì 2n � 6, ïðåîáðàçîâà-

Ðèñ. 4
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íèé. Âûáåðåì ïåðâóþ òðèàíãóëÿöèþ T1, è
çà n � 3 ôëèïà ïðåîáðàçóåì åå â òðèàíãó-
ëÿöèþ T', ãäå âñå ðåáðà âûõîäÿò èç îäíîé
âåðøèíû. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî òðèàí-
ãóëÿöèÿ âñåãäà ñîñòîèò èç n �3 ðåáåð, è
åñëè èç âåðøèíû âûõîäèò ìåíüøå ðåáåð,
òî ìîæíî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå, êîòî-
ðûå óâåëè÷èò êîëè÷åñòâî âûõîäÿùèõ èç
íåå ðåáåð. Äàëåå, ïðåîáðàçóåì òðèàíãó-
ëÿöèþ Ò2 òîæå â T', âîñïîëüçîâàâøèñü
îïÿòü íå áîëåå ÷åì n � 3 ôëèïàìè. Òàê
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôëèïîâ îáðàòèìà,
ìû ìîæåì ïåðåâåñòè T1 â T' è äàëåå T'
îáðàòíî â T2, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî îïåðà-
öèé áóäåò íå áîëüøå ÷åì 2n � 6. Ïîïðî-
áóéòå óëó÷øèòü ýòó îöåíêó è ïîêàçàòü, ÷òî
åñëè n > 12, òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîñòà-
òî÷íî 2n � 10 îïåðàöèé. Îöåíêà 2n � 10
ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Íî çíàíèå îöåíêè íå ïî-
ìîãàåò ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ òðèàíãóëÿöèé
ñ òàêèì èëè õîòÿ áû áëèçêèì ðàññòîÿíèåì.
Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðåøàòü çàäà÷ó âòî-
ðîãî óðîâíÿ â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíî.

Ïðî îïòèìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðåîáðàçîâàíèé äâóõ òðèàíãóëÿöèé èçâå-
ñòíî íå òàê ìíîãî. Òîëüêî ÷òî ìû ïîëó÷è-
ëè îöåíêó äëÿ åå äëèíû. Ìîæíî ïðîâå-
ðèòü åùå îäèí ôàêò. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
â òðèàíãóëÿöèè T1 ñóùåñòâóåò ôëèï, êî-
òîðûé ñîçäàåò ðåáðî, ñîâïàäàþùåå ñ ðåá-
ðîì èç T2, òî ýòîò ôëèï ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â
îäíîé èç îïòèìàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé ïðåîáðàçîâàíèé T1 â T2. Òî åñòü ïðè
ïîèñêå îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âñåãäà ìîæíî ñìåëî äåëàòü ôëèï, óâåëè÷è-

âàþùèé êîëè÷åñòâî ñîâïàäàþùèõ â T1 è
T2 ðåáåð. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî è äðóãèõ
ïðèâåäåííûõ çäåñü ôàêòîâ ìîæíî íàéòè â
ñòàòüÿõ, âûíåñåííûõ â ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

Äàâàéòå ïðèâåäåì äðóãóþ îöåíêó íà
ðàññòîÿíèå ìåæäó òðèàíãóëÿöèÿìè. ×òî-
áû îöåíèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òðè-
àíãóëÿöèÿìè, íàäî íàðèñîâàòü èõ íà îä-
íîì n-óãîëüíèêå è ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî
ïåðåñå÷åíèé èõ ðåáåð. Êîëè÷åñòâî ïåðå-
ñå÷åíèé íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðè-
àíãóëÿöèÿìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óò-
âåðæäåíèÿ ïðèâåäåì àëãîðèòì, êîòîðûé ïî-
ëó÷àåò íà âõîä äâå òðèàíãóëÿöèè T1 è T2 è
èùåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôëèïîâ äëÿ ïå-
ðåâîäà ïåðâîé òðèàíãóëÿöèè âî âòîðóþ.
Ïðè ýòîì çà êàæäûé øàã àëãîðèòì íàõî-
äèò òàêîå ðåáðî, ÷òî åñëè ñîâåðøèòü ñ íèì
ôëèï, òî êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé ìåæäó
ðåáðàìè óìåíüøèòñÿ. Â êàêîé-òî ìîìåíò
ïåðåñå÷åíèé ìåæäó ðåáðàìè íå îñòàíåòñÿ,
ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî òðèàíãóëÿöèè ñî-
âïàëè, è èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôëè-
ïîâ íàéäåíà. Ýòîò àëãîðèòì ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ òðèàíãóëÿöèÿìè. Îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå îí ïîëó÷àåò íå âñåãäà [2].

1. Ò1' := T1 è Ò2' := T2. Áóäåì ïðåîáðà-
çîâûâàòü òðèàíãóëÿöèè Ò1' è Ò2' íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó, òî åñòü èíîãäà íàõîäèòü ðåáðî
äëÿ ôëèïà â ïåðâîé òðèàíãóëÿöèè, à èíîã-
äà âî âòîðîé.

2. Ïîâòîðÿé ïîêà Ò1' ≠ Ò2'
a) Åñëè T1' ñîäåðæèò ðåáðî e', òàêîå

÷òî îíî ïåðåñåêàåòñÿ ðîâíî ñ îäíèì ðåá-
ðîì e èç T2', òîãäà ñîâåðøèòü
ôëèï e → e' â T2'. Òî, ÷òî ýòîò
ôëèï âîçìîæåí, òðåáóåò îò-
äåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ïî-
âòîðÿòü ýòîò øàã íàäîäî òåõ
ïîð, ïîêà óäàåòñÿ íàõîäèòü
ðåáðà e' ñ îäíèì ïåðåñå÷åíè-
åì. Ïðè ýòîì ðîëü T1' è T2'
ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè.

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6



20

Ïîñîâ È.À.

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ØÊÎËÅ. ¹ 1, 2008 ã.
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1. Rotation Distance, Triangulations and Hyperbolic Geometry. Daniel D. Sleator, Robert E. Tarjan,
and William P. Thurston, Journal of the American Society, vol. 1, num 3, July 1988.

2. The Edge-flipping Distance of Triangulations, Sabine Hanke, Thomas Ottmann, Sven Schuierer.

b)Åñëè Ò1' ≠ Ò2', òî íàäî íàéòè ðåáðî
â T1' èëè T2', òàêîå ÷òî åñëè ñîâåðøèòü ñ
íèì ôëèï, òî êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé
ìåæäó ðåáðàìè ìàêñèìàëüíî óìåíüøèòñÿ.
Òàêîå ðåáðî îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò. Óñ-
ëîâèå ïðî ìàêñèìàëüíîñòü � ýòî âñåãî
ëèøü ýâðèñòèêà, òî åñòü ïîïûòêà ñðàâíÿòü
Ò1' è Ò2' êàê ìîæíî áûñòðåå.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýôôåêòèâíî îï-
ðåäåëèòü ïðàâèëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
òðèàíãóëÿöèÿìè íå ïîëó÷àåòñÿ, ïðîãðàì-
ìå êîíêóðñà âòîðîãî óðîâíÿ äåëàòü ýòî
íåîáõîäèìî. Èíà÷å îíà íå ñìîæåò óçíàòü,
íà êàêîì ðàññòîÿíèè íàõîäÿòñÿ äâå íàé-
äåííûå ó÷àñòíèêîì òðèàíãóëÿöèè, à çàäà-
÷à ó÷àñòíèêà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñäå-
ëàòü ýòî ðàññòîÿíèå êàê ìîæíî áîëüøå.

Ðåàëèçîâàííûé â ïðîãðàììå àëãîðèòì
èùåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òðèàíãóëÿöèÿ-
ìè òàê æå, êàê èùóò ðàññòîÿíèå â ãðà-
ôå ìåæäó âåðøèíàìè. Îïðåäåëèì ãðàô
òðèàíãóëÿöèé êàê ãðàô, âåðøèíàì êî-
òîðîãî ñîîòâåòñòâóþò âñå âîçìîæíûå
òðèàíãóëÿöèè n-óãîëüíèêà, à ðåáðàìè
âåðøèíû ñîåäèíåíû, åñëè ñîîòâåòñòâó-
þùèå òðèàíãóëÿöèè ïîëó÷àþòñÿ äðóã
èç äðóãà çà îäèí ôëèï. Íà ðèñ. 7 èçîá-
ðàæåí ãðàô òðèàíãóëÿöèé øåñòèóãîëü-
íèêà. Ñòåïåíü êàæäûé âåðøèíû ãðà-
ôà òðèàíãóëÿöèé ðàâíà n � 3.

×òîáû íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-
ìÿ òðèàíãóëÿöèÿìè T1 è T2, ìîæíî çà-
ïóñòèòü ïîèñê â øèðèíó ïî ãðàôó, íà-
÷èíàþùèéñÿ â T1. Íà ïåðâîì øàãå ïî-

èñêà áóäåò îáíàðóæåíî ìíîæåñòâî òðèàí-
ãóëÿöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç èñõîäíîé çà
îäèí øàã. Íà âòîðîì øàãå áóäåò îáíàðó-
æåíî ìíîæåñòâî òðèàíãóëÿöèé, ïîëó÷àþ-
ùèõñÿ çà äâà øàãà, è ò. ï., ïîêà íà î÷å-
ðåäíîì øàãå â ìíîæåñòâî òðèàíãóëÿöèé,
ïîëó÷àþùèõñÿ çà k øàãîâ, íå ïîïàäåò òðè-
àíãóëÿöèÿ T2. Òàêîé ïåðåáîð íåýôôåêòè-
âåí, òðåáóåò ìíîãî ïàìÿòè, òàê êàê âîç-
ìîæíûõ òðèàíãóëÿöèé î÷åíü ìíîãî. Íî äëÿ
n-óãîëüíèêîâ ïðè íåáîëüøèõ n îí âïîëíå
ðàáîòàåò, è èìåííî åãî èñïîëüçîâàëà ïðî-
ãðàììà çàäà÷íèê ÊÈÎ-2008.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì òàáëèöó ìàê-
ñèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé d(n) ìåæäó òðèàí-
ãóëÿöèÿìè n-óãîëüíèêîâ, îíà ïîñòðîåíà äëÿ
íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé n [1].

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

d(n) 0 1 2 4 5 7 9 11 12 15 16 18 20 22 24 26 

 

Ðèñ. 7

Ïîñîâ Èëüÿ Àëåêñàíäðîâè÷,
àñïèðàíò ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ.


