
52

Êîíäðàòüåâ À.Ñ., Ëÿïöåâ À.Â., Ñèòíîâà Å.Â.

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 2, 2006 ã.

Êîíäðàòüåâ Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷,
Ëÿïöåâ Àëåêñàíäð Âèêòîðîâè÷,
Ñèòíîâà Åëåíà Âëàäèìèðîâíà

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

ÏÐÈ ÈÇÓ×ÅÍÈÈ ÔÈÇÈÊÈ.

ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ
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Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷-
íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÷àñòî ñâÿçàíî ñ
ïîñòðîåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, è ïîñëåäóþùåì ÷èñëåííûì
ðåøåíèåì ýòèõ óðàâíåíèé. Ñëåäóåò ïîìíèòü,
÷òî ëþáàÿ ìîäåëü íåêîòîðîãî ðåàëüíîãî
ÿâëåíèÿ èìååò ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè.
Èíîãäà ýòè ãðàíèöû äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû
è èçíà÷àëüíî ó÷èòûâàþòñÿ ïðè ôîðìóëè-
ðîâêå ìîäåëè. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòè
ãðàíèöû îáíàðóæèâàþòñÿ ëèøü ïðè äîñêî-
íàëüíîì èññëåäîâàíèè ïîëó÷åííûõ ÷èñëåí-
íûõ ðåøåíèé.

Âìåñòå ñ òåì, â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîãóò âûÿâëÿòüñÿ íå-
êîòîðûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè, íå ïðè-
ñóùèå, êàçàëîñü áû, èñõîäíîé ñèñòåìå, íà-
ïðèìåð, ïåðèîäè÷íîñòü ðåøåíèé. ×òîáû
ïîíÿòü ýòè îñîáåííîñòè íåîáõîäèì êà÷å-
ñòâåííûé àíàëèç óðàâíåíèé, ïðè êîòîðîì
óñòàíàâëèâàþòñÿ îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè
èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ áåç ÿâíîãî ðåøåíèÿ îïè-
ñûâàþùåãî åãî óðàâíåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè
èìåííî íà ýòîì óðîâíå èçó÷åíèÿ ôèçèêè

ìîæåò â ïîëíîé ìåðå ðåàëèçîâûâàòüñÿ óêà-
çàíèå Ôåéíìàíà î ïóòÿõ ðàçâèòèÿ ôèçè÷åñ-
êîãî ìûøëåíèÿ, ñâÿçàííîå ñ êà÷åñòâåííûì
àíàëèçîì óðàâíåíèé [1].

Â äàííîé ñòàòüå ìû îïèøåì èññëåäîâà-
íèå ìîäåëè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé ðàçíîâèäíîñòü ìàøèíû
Àòâóäà â íåñòàíäàðòíûõ óñëîâèÿõ, êîãäà äâè-
æåíèå îäíîãî èç ãðóçîâ ïðîèñõîäèò íå ïî
âåðòèêàëè, à ïî ñïèðàëüíûì òðàåêòîðèÿì,
îáóñëîâëåííûì ñïåöèôèêîé íà÷àëüíûõ óñ-
ëîâèé [2�4]. Äàííûé ïðèìåð î÷åíü óäà÷íî
èëëþñòðèðóåò âîçìîæíîñòü êà÷åñòâåííîãî
èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû, ñîïðîâîæ-
äàþùåãîñÿ ñóùåñòâåííûì óïðîùåíèåì èñ-
õîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñ ïîñëåäóþùåé
ïðîâåðêîé ïîëó÷àþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ ïóòåì
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òî÷íûõ óðàâíåíèé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ.

Òÿæåëîå òåëî ìàññû M ïîäâåøèâàåòñÿ
íà ïðî÷íîé íåðàñòÿæèìîé ñòðóíå íåïîñðåä-
ñòâåííî ó áëîêà, âûïîëíåííîãî â âèäå ãîðè-
çîíòàëüíîé îñè, ÷åðåç êîòîðóþ ïåðåêèíóòà
ñòðóíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíà ìîæåò îáî-
ðà÷èâàòüñÿ âîêðóã ýòîé îñè. Ëåãêîå òåëî

ìàññû m 




 ≈ 50

m

M
, ïðèêðåïëåííîå ê äðó

ãîìó êîíöó ñòðóíû, îòâîäèòñÿ äî ãîðèçîí-
òàëüíîãî ïîëîæåíèÿ è îòïóñêàåòñÿ. Äëèíà
ñòðóíû ñîñòàâëÿåò 10 ≈r ì, êàê è âûñîòà ãî-
ðèçîíòàëüíîé îñè íàä ïîëîì.

Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíî íà÷àëüíîå ñî-
ñòîÿíèå ñèñòåìû (a) è ñîñòîÿíèå â íåêîòî-
ðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà óãîë θ ìåæäó
ãîðèçîíòîì è îòðåçêîì íèòè, èäóùèì ê ëåã-
êîìó ãðóçó, ïðèíèìàåò íåêîòîðîå ïðîèçâîëü-
íîå çíà÷åíèå (b). Îñü O, ÷åðåç êîòîðóþ ïå-

m
M

θ

r

m
M

O

Ðèñóíîê 1.

b)

a)



53

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðè èçó÷åíèè ôèçèêè.
Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè ìîäåëè è âû÷èñëåíèé

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

ðåêèíóòà íèòü, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè
ðèñóíêà. Êàê îáû÷íî, ïîëîæèòåëüíûé óãîë
îòñ÷èòûâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òàê ÷òî
íà÷àëüíûé óãîë ðàâåí �π.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî òÿæåëûé ãðóç,
ïàäàÿ, íå äîõîäèò äî ïîëà è íà÷èíàåò äâè-
æåíèå ââåðõ, â òî âðåìÿ êàê ñòðóíà íàâîðà-
÷èâàåòñÿ íà îñü, òàê ÷òî ëåãêèé ãðóç âðàùà-
åòñÿ ïî ñïèðàëè âîêðóã îñè ñ óâåëè÷èâàþ-
ùåéñÿ óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Êàê ÿñíî èç óñ-
ëîâèÿ çàäà÷è, òÿæåëûé ãðóç ìîæåò äâèãàòü-
ñÿ òîëüêî ïî âåðòèêàëè. Ñêîðîñòü ëåãêîãî
ãðóçà ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâå ñîñòàâëÿþ-
ùèå � âäîëü ñòðóíû è ïåðïåíäèêóëÿðíî åé.
Âñëåäñòâèå íåðàñòÿæèìîñòè ñòðóíû ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ñêîðîñòè ëåãêîãî ãðóçà âäîëü ñòðó-
íû ðàâíà ñêîðîñòè òÿæåëîãî ãðóçà è ðàâíà

ïðîèçâîäíîé r& .
Ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ëåãêîãî ãðóçà,

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñòðóíå, ñîîòâåòñòâóåò åãî
âðàùåíèþ âîêðóã òî÷êè O è ðàâíà θ&r . Ïî-
ýòîìó âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ñèñòåìû â ïåðåìåííûõ r è θ  çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå:

( )[ ]222

2
1 θ&& rmrmMEk ++= .

Ïðè ðàñ÷åòå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ïðèìåì çà íîëü ýíåðãèþ íà óðîâíå îñè O.
Â ñèëó íåðàñòÿæèìîñòè ñòðóíû ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ â ïåðåìåííûõ r è θ  çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå:

( )θsinmMgrEp += .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ âî âðå-
ìåíè ïîëíîé ýíåðãèè ïîëó÷èì âûðàæåíèå:

( )[ ] grmrmME +++= θ 222

2
1

&&

( ) constsinmMrg =++ θ .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü,
äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé
ýíåðãèè ñèñòåìû ïî âðåìåíè:

22 ++++ θθθ &&&&&&&& mrrmrrr)mM(

0=+++ θθθ && cosmgrr)sinmM(g . (1)

Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò äâå íåèçâåñò-
íûå âåëè÷èíû r è θ , ïîýòîìó íåîáõîäèìî
íàéòè âòîðîå íåçàâèñèìîå óðàâíåíèå. Äëÿ
ýòîãî óäîáíî èñïîëüçîâàòü çàêîí èçìåíåíèÿ

õrL ×= m . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âêëàä â âåêòîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå äàñò òîëüêî ñîñòàâëÿþ-

ùàÿ ñêîðîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñòðóíå, äëÿ
ìîäóëÿ L íàéäåì:

θ&2rmL = .

Òåïåðü çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èì-
ïóëüñà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

θθθ cosgrrrr −=+ &&&& 22 . (2)

×òîáû óïðîñòèòü óðàâíåíèå (1) ñãðóï-
ïèðóåì ñëàãàåìûå â íåì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

22 ++−+ r(mrrmrrr)mM( &&&&&&&& θθθ
0=++++ r)sinmM(g)cosgr && θθθ .

...äâèæåíèå îäíîãî èç ãðóçîâ ïðîèñõîäèò ...
ïî ñïèðàëüíûì òðàåêòîðèÿì...

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî òÿæåëûé ãðóç, ïàäàÿ, íå
äîõîäèò äî ïîëà è íà÷èíàåò äâèæåíèå ââåðõ, â
òî âðåìÿ êàê ñòðóíà íàâîðà÷èâàåòñÿ íà îñü
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Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (2), ïðèâåäåì ïîñ-
ëåäíåå óðàâíåíèå ê âèäó:

( ) ( )θθ sinmMgmrrmM +−=+ 2&&& . (3)

Óðàâíåíèÿ (2) è (3) ïðåäñòàâëÿþò çàìê-
íóòóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî èññëåäî-
âàòü ïîâåäåíèå èçó÷àåìîé ñèñòåìû.

Êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþ-
ùèå ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (2) è (3), çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïîñêîëüêó Mm <<  è óãîë θ  ñíà÷àëà (ïðè

áîëüøîì çíà÷åíèè r) ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî,
òî èç óðàâíåíèÿ (2) ñëåäóåò

gr −≈&& , (4)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó «ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ» òÿæåëîãî ãðóçà. Èç óðàâíåíèÿ (4) íå-
ìåäëåííî ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü
r(t):

( )
2

2

0

tg
rtr −≈ . (5)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìå-
ðû óñòàíîâêè ïîçâîëÿþò ìàññå M âïëîòíóþ
ïðèáëèçèòüñÿ ê ïîëó, íå êàñàÿñü åãî, ïîëó-
÷àåì äëÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè t1 ðåæèìà «ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ» îöåíêó:

g

r
t 0
1

2
≈ . (6)

Ïðè 10=g ì/ñ2, 10 =r ì íàõîäèì

44701 ,t =  ñ. Òî÷íûé ÷èñëåííûé ðàñ÷åò íà
îñíîâå óðàâíåíèé (2) è (3) ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè 10 =r ì, πθ −=0  äàåò çíà÷åíèå

45401 ,t =  ñ.
Ïðè ïàäåíèè òÿæåëîãî ãðóçà ïðîèñõî-

äèò óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ r îò ëåãêîãî
ãðóçà äî îñè ïî÷òè äî íóëÿ, ÷òî, âñëåäñòâèå
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïðèâîäèò ê óâå-
ëè÷åíèþ åãî ñêîðîñòè è ðåçêîìó óâåëè÷å-
íèþ ñèëû íàòÿæåíèÿ ñòðóíû âñëåäñòâèå
óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà âðàùåíèÿ; ýòà ñèëà
ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøå ñèë òÿæå-
ñòè. Â ðåçóëüòàòå â óðàâíåíèè (2) â ïðàâîé
÷àñòè äîìèíèðóåò ïåðâîå ñëàãàåìîå, à â
óðàâíåíèè (3) ìîæíî âîîáùå ïðåíåáðå÷ü
ïðàâîé ÷àñòüþ, è ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðè-
íèìàåò âèä:

2θ&&& mrrM ≈ , (7)

022 ≈+ θθ &&&& rrr . (8)

Èç óðàâíåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî â ïðåíåá-
ðåæåíèè ñèëàìè òÿæåñòè ñîõðàíÿåòñÿ ìî-
ìåíò èìïóëüñà. Çàïèñûâàÿ (8) â âèäå

( ) 02 =θ&r
td

d
, ïîëó÷àåì

constLmr ==θ&2 . (9)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (9), äåëàÿ çàìå-

íó ïåðåìåííîé ru 1=  è ïåðåõîäÿ ê íîâîé

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé θ , ïåðåïèñûâàåì
óðàâíåíèå (7) â âèäå:

02
2

2

=+ u
d

ud ω
θ

, (10)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

M

m=2ω . (11)

Óðàâíåíèå (10) � ýòî óðàâíåíèå ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ðåøåíèå êîòîðîãî
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

( ) ( )( )1

1

θθω
θ

−
≈

cos

r
r , (12)

ãäå 1θ  � óãîë, ïðè êîòîðîì ( )θr  äîñòèãàåò

ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ r1. Åñòåñòâåí-
íî, ðåøåíèå (12) ñïðàâåäëèâî ëèøü â îáëà-
ñòè çíà÷åíèé óãëîâ θ , äëÿ êîòîðûõ çíà÷å-

íèå êîñèíóñà ïîëîæèòåëüíî è r (θ ) < r0. Âû-
ðàæåíèå (12) îêàçûâàåòñÿ óäèâèòåëüíî òî÷-
íûì â âåñüìà øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé
óãëà θ , ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàâèëüíîñ-
òè ïðîñòûõ êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé,
ïðèâîäÿùèõ ê óðàâíåíèÿì (7) è (8). Îáî-

...ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû óñòàíîâêè
ïîçâîëÿþò ìàññå M âïëîòíóþ ïðèáëèçèòüñÿ ê
ïîëó, íå êàñàÿñü åãî...
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çíà÷èì ÷åðåç iθ  «íà÷àëüíîå» çíà÷åíèå óãëà
θ , ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ðåæèì áûñòðî-
ãî âðàùåíèÿ ëåãêîãî ãðóçà âîêðóã îñè ñ íå-
ïðåðûâíî óìåíüøàþùèìñÿ ðàäèóñîì. Ïî-
ñêîëüêó, î÷åâèäíî, ( ) 1rr i <<θ , òî ñïðàâåä-
ëèâî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

( )
21

πθθω −≈−i . (13)

×åðåç fθ  îáîçíà÷èì «êîíå÷íûé» óãîë
θ , ïðè êîòîðîì ðåæèì âðàùåíèÿ çàêàí÷è-
âàåòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî îïÿòü ( ) 1rr f >>θ , è,
ñëåäîâàòåëüíî:

( )
21

πθθω ≈−f . (14)

Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî (13) èç (14), ïîëó÷à-

åì îáëàñòü èçìåíåíèÿ óãëà θ , ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ðåæèìó âðàùåíèÿ ëåãêîãî ãðóçà

m

M
if π

ω
πθθθ∆ =≈−= . (15)

Íà ðèñóíêàõ 2�3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âåëè÷èí ( )θr , ( )tr  è

( )tθ , âûïîëíåííûõ íà îñíîâå òî÷íûõ óðàâ-
íåíèé (2) è (3).

Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ ñëó÷àÿ M/m = 50.
Íà âåðõíåì ãðàôèêå (ðèñóíîê 1), ïîìèìî
÷èñëåííî ðàññ÷èòàííîé êðèâîé ( )tr , ïðè-
âåäåíà òàêæå ïàðàáîëà, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâ-
íåíèåì (5), êîòîðàÿ äî çíà÷åíèÿ r = rmin
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ êðèâîé ÷èñëåííî-
ãî ðàñ÷åòà. Íà ñðåäíåì ãðàôèêå (ðèñóíîê
2) ïðèâåäåíà êðèâàÿ ( )tθ , çíà÷åíèÿ äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè ïðèâåäåíû â åäèíèöàõ π. Ñìûñë
êðèâîé, èçîáðàæåííîé íà íèæíåì ãðàôèêå,
ìû îáñóäèì äàëåå.

Íà ðèñóíêå 2 âåðõíèé ãðàôèê � ðåçóëü-
òàò ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà êðèâîé ( )θr , à íèæ-
íèé ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé, ïîëó÷åííîé èç
óðàâíåíèÿ (12). Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, ðå-
çóëüòàòû ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî
ðàñ÷åòà äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ
÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè.

Â ðàìêàõ ïðîâîäèìîãî êà÷åñòâåííîãî
àíàëèçà ñèñòåìû ìîæíî íàéòè âåëè÷èíó r1,
çàìåòèâ, ÷òî ìîìåíò èìïóëüñà L ñèñòåìû
ðàâåí èíòåãðàëó ïî âðåìåíè îò ãðàâèòàöèîí-
íîãî âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà N çà âðåìÿ «ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ» òÿæåëîãî ãðóçà. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïîëîæèòü

mgrN ≈ , (16)

ñ ïîìîùüþ (5) è (6) íàõîäèì:

( ) td
gt

rgmtdtNl
tt

0

2

0

0
2

11

=





−≈= ∫∫

( ) gr
m

t
3

02
3

= (17)

Â òî÷êå 1rr = , ãäå 0=r&  è äîìèíèðóåò
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ, ñ ïîìîùüþ
óðàâíåíèÿ (3) ïîëó÷àåì:

2
1

0
1

2

mr

Mgr
≈θ& , (18)

îòêóäà äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà L ñ ïîìîùüþ
(9) èìååì:

01 2mMgrrL ≈ (19)

Ñ ó÷åòîì (19) âûðàæåíèå (17) ïðèâîäèò
ê ðåçóëüòàòó 4391 ,r = ñì, â òî âðåìÿ êàê òî÷-
íûé ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äàåò çíà÷åíèå

Ðèñóíîê 2. Ðèñóíîê 3.
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4681 ,r = ñì. Òî÷íîñòü ïðèâåäåííîãî êà÷å-
ñòâåííîãî ðàññìîòðåíèÿ, êàê è ñëåäîâàëî
îæèäàòü, óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì îòíîøå-
íèÿ M/m. Íàïðèìåð, äëÿ áîëüøåãî çíà÷å-
íèÿ îòíîøåíèÿ M/m = 200 óðàâíåíèå (6) ïî-
ïðåæíåìó äàåò çíà÷åíèå 44701 ,t =  ñ, à òî÷-
íûé ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ïðèâîäèò ê ðåçóëü-
òàòó 44901 ,t =  ñ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå îçíà÷àþò
îêîí÷àíèÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ôè-
çè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû, ïîñêîëüêó ïðÿ-
ìî óêàçûâàþò íà íåêîòîðûå ìîìåíòû, êî-
òîðûå ìîãóò ïîâëèÿòü íà ãðàíèöû åå ïðè-
ìåíèìîñòè. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî òî÷íûé
÷èñëåííûé ðàñ÷åò îñíîâàí íà èñïîëüçîâà-
íèè óðàâíåíèé (2) è (3), ïðè ñîñòàâëåíèè
êîòîðûõ ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
ñòðóíà, ñâÿçûâàþùàÿ ãðóçû, âñå âðåìÿ îñòà-
åòñÿ íàòÿíóòîé. Îäíàêî, ïîñëå òîãî, êàê
òÿæåëûé ãðóç îñòàíàâëèâàåòñÿ è íà÷èíàåò
ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ, ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ëåã-
êîãî ãðóçà óáûâàåò, à äëèíà r óâåëè÷èâàåò-
ñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî â îäíîì
èç ïîëîæåíèé, êîãäà ëåãêèé ãðóç íàõîäèòñÿ
âûøå îñè, íàòÿæåíèå íèòè ìîæåò îáðàòèòü-
ñÿ â íóëü. Â ýòîò ìîìåíò ëåãêèé ãðóç íà÷-
íåò äâèãàòüñÿ ïî ïàðàáîëå â ïîëå òÿæåñòè
çåìëè, à óðàâíåíèÿ (2) è (3) ïåðåñòàíóò ñî-
îòâåòñòâîâàòü ôèçèêå ïðîèñõîäÿùåãî ïðî-
öåññà äî òåõ ïîð, ïîêà ñòðóíà, ïðèêðåïëåí-
íàÿ ê ëåãêîìó ãðóçó, ñíîâà íå íàòÿíåòñÿ.
Îáðàùåíèå íàòÿæåíèÿ ñòðóíû â íóëü ïðî-
èñõîäèò ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ:

θθ singr ≤2& . (20)

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî åñëè â
êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè tc óãëîâàÿ ñêîðîñòü
èçìåíÿåò íàïðàâëåíèå, òî åñòü 0=)t( cθ& ,
òî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè â ýòîò
ìîìåíò âðåìåíè ëåãêèé ãðóç íàõîäèòñÿ âûøå
îñè, òî åñòü ïðè 0>)t(sin cθ .

Ñèòóàöèÿ çäåñü ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íà
òîé, ñ êîòîðîé ìû ñòàëêèâàåìñÿ â àíàëî-
ãè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ çàäà÷àõ (ñì. çàäà÷à
3.3.17 èç [5]).

Ðåàëèçóåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî (20), ìîæåò
ïîêàçàòü òîëüêî ÷èñëåííûé ðàñ÷åò. Ðåçóëü-
òàòû òàêîãî ðàñ÷åòà ïðèâåäåíû íà íèæíåì
ãðàôèêå ðèñóíêà 2, ãäå èçîáðàæåíà çàâèñè-
ìîñòü ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè îò âðåìåíè ïðè
m = 1, M = 50 (ôàêòè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ âå-
ëè÷èíà θθ singr −2& ). Ïîñêîëüêó ïðè äîñ-
òèæåíèè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ r (ïðèáëè-
çèòåëüíî ïðè t = 1,34 c) ñèëà íàòÿæåíèÿ äî-
ñòèãàåò îãðîìíîé âåëè÷èíû (ïðèáëèçèòåëü-
íî 1,76·106 Í), ìàñøòàá ïî âåðòèêàëüíîé
îñè îãðàíè÷åí, ÷òîáû áûë âèäåí ïåðåõîä
÷åðåç íóëåâîå çíà÷åíèå. Êàê âèäíî èç ãðà-
ôèêà, ïðè t ≈ 0,71 c çíà÷åíèå ñèëû íàòÿæå-
íèÿ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïðè t = tc ≈ 0,71 c íèòü îñëàáíåò. Ðàñ-
÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî äîñòèãàåòñÿ íå ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè îòíîøåíèÿ M/m. Â ÷àñòíî-
ñòè, ýòî èìååò ìåñòî ïðè M/m ∈ [45, 145].
Ïðè M/m = 40 è M/m = 150 íèòü íå îñëàáå-
âàåò. Íî ïðè M/m = 220 ñíîâà ïîÿâëÿåòñÿ ìî-
ìåíò, êîãäà óñëîâèå (20) âûïîëíÿåòñÿ.

Äàííûé ïðèìåð íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ÿâëåíèÿ (óðàâíåíèÿ (2) è (3)) ôîðìàëü-
íî ñïðàâåäëèâà â áîëåå øèðîêîé îáëàñòè
èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ, ÷åì ôèçè÷åñêàÿ
ìîäåëü, óñòàíàâëèâàþùàÿ íå ôîðìàëüíóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ îáëàñòü ñïðàâåäëèâîñòè
óðàâíåíèé, à îïðåäåëÿþùàÿ ôèçè÷åñêèå
ïðè÷èíû îãðàíè÷åíèÿ ýòîé îáëàñòè. Ìîäåëü,
îñíîâàííàÿ íà óðàâíåíèÿõ (2) è (3), áûëà
áû ñïðàâåäëèâîé âñå âðåìÿ (â ïðåíåáðåæå-
íèè òðåíèåì!), åñëè áû ñòðóíà áûëà ïîäîá-
íà òâåðäîìó ñòåðæíþ íå òîëüêî ïðè ðàñòÿ-
ãèâàþùèõ åå ñèëàõ, íî è ïðè ñæèìàþùèõ.

Äàëåå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåíåáðå-
æåíèå òðåíèåì ñïðàâåäëèâî òîëüêî â óñëî-
âèÿõ, ïîêà ñòðóíà íå ñäåëàåò íåñêîëüêî
îáîðîòîâ âîêðóã îñè, íàìàòûâàÿñü íà íåå.

...èäåÿ î âîçìîæíîñòè îáðàùåíèÿ â íóëü ñèëû
íàòÿæåíèÿ ñòðóíû è ðåçêîãî âîçðàñòàíèÿ
ñèëû òðåíèÿ.



57

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðè èçó÷åíèè ôèçèêè.
Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè ìîäåëè è âû÷èñëåíèé

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

Êîíäðàòüåâ Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷,
àêàäåìèê ÐÀÎ, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
êàôåäðû «Ìåòîäèêà îáó÷åíèÿ
ôèçèêå» ÐÃÏÓ èì. À.È. Ãåðöåíà,

Ëÿïöåâ Àëåêñàíäð Âèêòîðîâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, çàâåäóþùèé êàôåäðîé
«Ìåòîäèêà îáó÷åíèÿ ôèçèêå»
ÐÃÏÓ èì. À.È. Ãåðöåíà,

Ñèòíîâà Åëåíà Âëàäèìèðîâíà,
êàíäèäàò ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò êàôåäðû «Îáùàÿ ôèçèêà»
Èâàíîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà.

Ëèòåðàòóðà

1. Feynman R. P. Pleasure of Finding Things Ont. Perseus Publ., 1999.
2. Tufillaro N. Jutegrable motion of a suinging Atwood s machine. Amer. Journ. Phys, 1986. V. 54.

P. 142�143.
3. Tufillaro N., Nunes A., Casasayas J. Unbounded orbits of a suringing  Atwood s machine. Amer.

Jour. Phys., 1988. V. 56. P. 1117�1120.
4. Griffiths D.J. Abbot T.A. Comment on «A surprising mechanics demonstration» by A.R. Marlow.

Amer. Journ. Phys. 1992. V. 60. P. 951�953.
5. Êîíäðàòüåâ À.Ñ., Óçäèí Â.Ì. Ôèçèêà. Ñáîðíèê çàäà÷. Ì: Ôèçìàòëèò, 2005.

Ïîñêîëüêó ñèëà òðåíèÿ âîçðàñòàåò ïðîïîð-
öèîíàëüíî T(exp(m ∆ j) � 1), ãäå m � êîýô-
ôèöèåíò òðåíèÿ, ∆ j  � óãîë, íà êîòîðûé íèòü
îáåðíóòà âîêðóã îñè, à T � ñèëà íàòÿæåíèÿ
íèòè, òî, êîãäà çíà÷åíèå m ∆ j ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå, íàáëþ-
äàåìàÿ êàðòèíà äâèæåíèÿ áóäåò ñóùåñòâåí-
íî îòëè÷àòüñÿ îò ïîëó÷åííîé íà îñíîâå óðàâ-
íåíèé (2) è (3): ñòðóíà ìîæåò ïåðåñòàòü ïðî-
ñêàëüçûâàòü ïî îñè, ïîñëå ÷åãî òÿæåëûé ãðóç
îñòàíîâèòñÿ.

Óìåíèå «óâèäåòü» ïåðå÷èñëåííûå îáñòî-
ÿòåëüñòâà è ïðàâèëüíî îöåíèòü èõ âëèÿíèå
íà êàðòèíó äâèæåíèÿ òàêæå õàðàêòåðèçóåò
ñòåïåíü ïàðàäîêñàëüíîñòè ìûøëåíèÿ. Îá-
ðàòèì âíèìàíèå íà ñòèëü ðàññóæäåíèé, êî-
òîðûé ìîæåò ïðèâîäèòü ê âûâîäó î íåîáõî-
äèìîñòè ó÷åòà ýòèõ ôàêòîðîâ: êàê òîëüêî â
ðàìêàõ èñõîäíîé èäåàëèçèðîâàííîé ìîäå-
ëè (2) è (3) ïîëó÷àåòñÿ âûâîä î «íàêðó÷è-
âàíèè» ñòðóíû íà îñü, ñðàçó äîëæíà âîçíè-
êàòü èäåÿ î âîçìîæíîñòè îáðàùåíèÿ â íóëü
ñèëû íàòÿæåíèÿ ñòðóíû è ðåçêîãî âîçðàñ-
òàíèÿ ñèëû òðåíèÿ.

Îöåíèâàÿ â öåëîì ýôôåêòèâíîñòü ïðè-
âåäåííîãî êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ñèñòåìû,

ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îñíîâó ýòîãî àíàëèçà
ñîñòàâëÿþò òî÷íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2)
è (3) â ðàìêàõ ìîäåëè íåðàñòÿæèìîé íåâå-
ñîìîé ñòðóíû â ïðåíåáðåæåíèè òðåíèåì.
Èìåííî íà òàêîé ïîäõîä ñëåäóåò îðèåíòè-
ðîâàòü îáó÷àåìûõ â ñëó÷àÿõ, êîãäà îòâåò íå
ìîæåò áûòü íàéäåí èç êàêèõ-ëèáî îáùèõ
ñîîáðàæåíèé, âîîáùå áåç âûïèñûâàíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Åñëè óæ ïðèõîäèòñÿ
îáðàùàòüñÿ ê óðàâíåíèÿì, òî ýòî äîëæíû
áûòü òî÷íûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìûå â ðàì-
êàõ îïðåäåëåííîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè. Äàëü-
øå íàñòóïàåò ðåêîìåíäóåìûé Ôåéíìàíîì
ýòàï èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé, ãäå ïàðàäîê-
ñàëüíîñòü ìûøëåíèÿ ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ â
óìåíèè íàéòè êðèòåðèè, êîòîðûå ïîçâîëÿ-
ëè áû ëèáî íàéòè âîçìîæíîñòü ôèçè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè èñõîäíûõ òî÷íûõ óðàâíåíèé,
ëèáî îïðåäåëèòü ðàçóìíûå ïðèáëèæåíèÿ,
ïðèâîäÿùèå ê ñóùåñòâåííîìó óïðîùåíèþ
èñõîäíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ïðàâäîïî-
äîáíûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Íàèáî-
ëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ,
êîãäà ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ
÷èñëåííûìè îöåíêàìè ôèãóðèðóþùèõ ïà-
ðàìåòðîâ èçó÷àåìîé ñèñòåìû.


