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Ïðîêîïåíêî Íèêèòà Þðüåâè÷

Â êîíöå ôåâðàëÿ ïðîøåë î÷åðåäíîé
Âñåðîññèéñêèé äèñòàíöèîííûé êîíêóðñ
ÊÈÎ�2006. Îñîáåííîñòüþ ýòîãî êîíêóðñà
ÿâëÿåòñÿ åãî ýêñïåðèìåíòàëüíûé õàðàêòåð.
Ó÷àñòíèêàì íà òðè äíÿ ïðåäëàãàåòñÿ òðè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé èëè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàíèïóëÿòîðîâ.
Çàäà÷è ýòè ñâÿçàíû ñ âàæíûìè ìàòåìàòè-
÷åñêèìè èäåÿìè, ÷àñòü èç íèõ ñôîðìóëèðî-
âàíà íà îñíîâå åùå íå ðåøåííûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ïðîáëåì. Ïîýòîìó ó÷àñòèå â êîí-
êóðñå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðâûé øàã
ê èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Êàæäàÿ
ïðåäëîæåííàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå
ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ñðàâíèâàòü ìåæ-
äó ñîáîé ïî íåêîòîðîìó ïàðàìåòðó. Ïîáåæ-
äàþò ó÷àñòíèêè, äîáèâøèåñÿ ïî ýòîìó ïðè-
çíàêó ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû
ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðâûìè, ýêñïåðèìåíòàëü-
íî ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè â ðåøåíèè
òðóäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìû. Äàëåå
èõ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îñìûñëèòü òåîðåòè-
÷åñêè, îáîáùèòü è äîêàçàòü.

Â ýòîì ãîäó áûëî ïðåäëîæåíî äâà óðîâ-
íÿ êîíêóðñà: äëÿ ìëàäøèõ è ñòàðøèõ øêîëü-
íèêîâ.

Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåííûå çàäà÷è ñ äâóõ
òî÷åê çðåíèÿ:

1) ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷,
êîòîðûå èñïîëüçîâàíû â ïðåäëîæåííûõ ëà-
áîðàòîðèÿõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ;

2) ñ òî÷êè çðåíèÿ òåõíè÷åñêîé ïîääåð-
æêè ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïåðâàÿ òî÷êà çðåíèÿ áóäåò ëþáîïûòíà
ó÷àñòíèêàì îëèìïèàäû è ó÷èòåëÿì. Âòîðàÿ
òî÷êà çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ àâ-
òîðîâ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì ó÷åáíîãî
íàçíà÷åíèÿ.

ÇÀÄÀ×À 1. ÇÀÄÀ×À ÒÎÌÑÎÍÀ
(äëÿ ñòàðøåãî âîçðàñòà)

«Äàíû 10 òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ îäíîãî çíà-
êà: äâà çàðÿäà ïî 5 êóëîíîâ, äâà � ïî 4,
äâà � ïî 3, äâà � ïî 2 è äâà � ïî 1. Âû
ìîæåòå ðàñïîëîæèòü èõ íà ñôåðå, æåñòêî
èõ çàôèêñèðîâàâ («ïðèáèòü ãâîçäèêàìè»),
÷òîáû îíè íå ïåðåìåùàëèñü.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû çàðÿäû ñìîãëè
ïåðåìåùàòüñÿ ïî ñôåðå ñâîáîäíî, òî, äåé-
ñòâóÿ äðóã íà äðóãà, îíè ðàñïîëîæèëèñü áû
òàê, ÷òîáû èõ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äîñ-
òèãëà îïðåäåëåííîãî ìèíèìóìà. Ïðè äðó-
ãîì íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè îíè ìîãëè áû
ïðèéòè â ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñ äðóãîé
ýíåðãèåé.

Âàøà çàäà÷à � íàéòè ñîñòîÿíèå ñ ìè-
íèìàëüíîé ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è
ýíåðãèåé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Âû ìîæåòå ïåðå-
ìåùàòü øàðèêè ïî ñôåðå (ëåâîé êíîïêîé
ìûøêè), ïîâîðà÷èâàòü ñôåðó (ïðàâîé êíîï-
êîé ìûøêè èëè ñ ïîìîùüþ ñòðåëîê), ñòðî-
èòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè â
çàðÿäàõ è ïðî÷åå.

Âàøèì ðåêîðäîì ñ÷èòàåòñÿ íàèìåíü-
øåå ïîëó÷åííîå Âàìè çíà÷åíèå ïîòåíöèàëü-
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íîé ýíåðãèè. Óëó÷øåíèå ðåêîðäà � óìåíü-
øåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè».

Çàìå÷àíèå.
Ïðè âûõîäå èç çàäà÷è àâòîìàòè÷åñêè

çàïèñûâàåòñÿ òåêóùåå ðåøåíèå. Îíî æå
áóäåò îòêðûòî, êîãäà Âû ñíîâà çàïóñòè-
òå çàäà÷ó. Ïðîãðàììà, ñ êîòîðîé Âû ðàáî-
òàåòå, àâòîìàòè÷åñêè ñîõðàíÿåò ëó÷øåå
ðåøåíèå» (ðèñóíîê 1).

Äàííàÿ çàäà÷à áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ïî
ìîòèâàì ñòàòüè Í.Í. Àíäðååâà è Ì.À. Êà-
ëèíè÷åíêî «Çàäà÷à Òîìñîíà», îïóáëèêîâàí-
íîé â æóðíàëå «Êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåí-
òû â îáðàçîâàíèè», ¹ 1 çà 2005 ãîä. Êëàñ-
ñè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêàÿ «Ïîìåñ-
òèì íà ñôåðó N îäèíàêîâûõ çàðÿäîâ. Ê êà-
êèì ðàñïîëîæåíèÿì áóäóò ñòðåìèòüñÿ çàðÿ-
äû, ïûòàÿñü ìèíèìèçèðîâàòü ïîòåíöèàëü-
íóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû?». Íà ñåãîäíÿ òîëüêî
íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé çàäà÷è ðå-
øåíû ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî. Äëÿ êîíêóðñà
ÊÈÎ�2006 çàäà÷à áûëà ñôîðìóëèðîâàíà
èíà÷å, áåç îãðàíè÷åíèÿ íà îäèíàêîâóþ âåëè-
÷èíó çàðÿäîâ. Ïî óñëîâèþ áûëè äàíû 10 òî-
÷å÷íûõ çàðÿäîâ îäíîãî çíàêà: äâà çàðÿäà ïî 5
êóëîíîâ, äâà � ïî 4, äâà � ïî 3, äâà � ïî 2 è
äâà � ïî 1. Èõ ìîæíî áûëî æåñòêî çàôèê-
ñèðîâàòü íà ñôåðå, ÷òîáû îíè íå ïåðåìå-
ùàëèñü. Òðåáîâàëîñü íàéòè ñîñòîÿíèå ñ ìè-
íèìàëüíîé ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è
ýíåðãèåé.

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ó÷àñòíèêàì êîíêóð-
ñà íóæíî áûëî íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè îò

20 ïåðåìåííûõ (10 çàðÿäîâ, êàæäûé èç êî-
òîðûõ èìååò äâå êîîðäèíàòû íà ñôåðå). Äëÿ
ýòîãî ó÷àñòíèêè äîëæíû áûëè âûäâèíóòü
ãèïîòåçó îòíîñèòåëüíî âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ çàðÿäîâ (òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà
ðåøåíèÿ), à çàòåì «øåâåëåíèåì» îòäåëüíûõ
çàðÿäîâ íàéòè ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Èññëå-
äîâàíèå ðåøåíèé ïîáåäèòåëåé ïîêàçàëî, ÷òî
âñå îíè ïîëó÷èëè òîïîëîãè÷åñêè ðàçíûå
êîíôèãóðàöèè (ñ÷èòàÿ çàðÿäû âåðøèíàìè
ãðàôà). Ïðèâîäèì äâà ëó÷øèõ ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå Ìèõàéëîâà Àëåêñàíäðà (I ìå-
ñòî, ýíåðãèÿ 561.129 Äæ) (ðèñóíîê 2).

Ðåøåíèå Ñóâîðîâà Àëåêñàíäðà (II ìåñ-
òî, ýíåðãèÿ 561.148 Äæ) (ðèñóíîê 3).

Çàìå÷àíèÿ ïî ðåàëèçàöèè

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðîãðàìì óäîáíûì èí-
òåðôåéñîì è êðàñî÷íûì âèçóàëüíûì îôîð-
ìëåíèåì  áûëè èñïîëüçîâàíû ñòàíäàðòíûå
ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíûõ èçîáðàæå-
íèé ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè OpenGL
(Open graphic library). Äàííàÿ áèáëèîòåêà
ïðåäîñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî øèðîêèå âîçìîæ-
íîñòè äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ òðåõ-
ìåðíûõ ñöåí, â òîì ÷èñëå òàêèå, êàê: ïîâî-
ðîò è ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïðî-
ñòðàíñòâå, íàëîæåíèå òåêñòóð, èñïîëüçîâà-
íèå ïðîçðà÷íîñòè îáúåêòîâ, ñîçäàíèå ýô-
ôåêòà îñâåùåíèÿ è ò. ä. Ãëàâíîå óäîáñòâî
èñïîëüçîâàíèÿ OpenGL çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîâ íàì ïðåäîñ-
òàâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñèñòåìà êîîð-

äèíàò è âñå âåðøèíû îáúåêòîâ çà-
äàþòñÿ â âèäå òðåõ êîîðäèíàò. Äëÿ
ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå
ñôåðû â çàäà÷å Òîìñîíà. ×òîáû
ïîñòðîèòü ðåàëèñòè÷íóþ ñôåðó,
íåîáõîäèìî ñíà÷àëà âêëþ÷èòü èñ-
ïîëüçîâàíèå îñâåùåíèÿ è çàäàòü
ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà ñâåòà, ïîñ-
ëå ýòîãî âñå îáúåêòû áóäóò êàçàòü-
ñÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íûìè. Â ïðî-
ãðàììå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ âðàùå-
íèå ñôåðû äëÿ óäîáñòâà óñòàíîâ-
êè çàðÿäîâ. Äëÿ ýòîãî â OpenGL
ïåðåä ðèñîâàíèåì íóæíî ñíà÷àëà
ïîâåðíóòü ñèñòåìó êîîðäèíàò íà
íåîáõîäèìûé óãîë è òîëüêî ïîòîì

Ðèñóíîê 1.
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îñóùåñòâëÿòü ðèñîâàíèå. Äëÿ ñîçäàíèÿ ýô-
ôåêòà ñåòêè íà ñôåðó áûëà íàëîæåíà ìåðè-
äèàííàÿ òåêñòóðà, êàæäîé êëåòêå íà ñôåðå
ñîîòâåòñòâóåò óãîë â 10 ãðàäóñîâ. Íåïîñðåä-
ñòâåííî ðèñîâàíèå ñôåðû îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïîñëå âñåõ ìàíèïóëÿöèé ñ ñèñòåìîé êîîð-
äèíàò, òåêñòóðàìè è îñâåùåíèåì âñåãî â
íåñêîëüêî ïðîãðàììíûõ ñòðîê. Äëÿ äîñòè-
æåíèÿ ýôôåêòà ïëàâíîãî âðàùåíèÿ ñôåðû
â ïðîãðàììå ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíàÿ ïå-
ðåðèñîâêà ýêðàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî òåõíè÷åñ-
êèõ ïðîáëåì, êîòîðûå íàì ïðèøëîñü ðå-
øèòü â õîäå íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû î çàäà÷å
Òîìñîíà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè íàæàòèè ìûøüþ íà
ñôåðó çàðÿä óñòàíîâèëñÿ â íóæíóþ òî÷êó,
íåîáõîäèìî áûëî ïðåîáðàçîâàòü îêîííûå
êîîðäèíàòû â ñôåðè÷åñêèå. Íèæå ïðèâåäåì
ôîðìóëû, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò äàííîå
ïðåîáðàçîâàíèå:
Px, Py � îêîííûå êîîðäèíàòû öåíòðà ýêðàíà;
X, Y � êîîðäèíàòû êóðñîðà ìûøè;
SphereRad � ðàäèóñ ñôåðû (â îêîííûõ êî-
îðäèíàòàõ);

SAngX, SAngY � èñêîìûå ñôåðè÷åñêèå óãëû
(â ðàäèàíàõ);

SAngY arcsin
Y PY−

SphereRad


      
−:= ;

SAngX arcsin
X PX−

SphereRad 1
Y PY−

SphereRad




2

−⋅









:=

×òîáû ïîëó÷èòü èñõîäíûå óãëû ïî-
ëîæåíèÿ çàðÿäà íåîáõîäèìî ê âû÷èñëåí-
íûì óãëàì äîáàâèòü òåêóùèå óãëû ïîâî-
ðîòà ñôåðû.

Äðóãîé ïðîáëåìîé, ñ êîòîðîé ïðèøëîñü
ñòîëêíóòüñÿ, áûëà ïðîáëåìà ðèñîâàíèÿ âû-
ïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà, âåðøèíàìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ çàðÿäû, íàõîäÿùèåñÿ íà ñôå-
ðå. Áûëî èñïîëüçîâàíî ñàìîå ïðîñòîå ðå-
øåíèå, èñïîëüçóþùåå ñòàíäàðòíûå ìåõàíèç-
ìû ïðîâåðêè âèäèìîñòè ýëåìåíòîâ êîíñò-
ðóêöèè � ïîñòðîåíî âñå ìíîæåñòâî òðåó-
ãîëüíèêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ìåæäó ñîáîé âñå
çàðÿäû ìåòîäîì ïåðåáîðà. Ïîëüçîâàòåëþ ïðè
ýòîì âèäíû òîëüêî «âíåøíèå» òðåóãîëüíè-
êè, êîòîðûå è îáðàçóþò âûïóêëóþ îáîëî÷-

Ðèñóíîê 2.

Ðèñóíîê 3.
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Ðèñóíîê 4.

êó. Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ
èçáûòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïîñòðîåííûõ òðå-
óãîëüíèêîâ (äëÿ 10 çàðÿäîâ èõ îáùåå ÷èñ-
ëî ñîñòàâëÿåò 120 � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç 10
ïî 3), ÷àñòü êîòîðûõ íàõîäèòñÿ âíóòðè âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè è ïîýòîìó íå âèäíà
ïîëüçîâàòåëþ.

ÇÀÄÀ×À 2. «ÏÎ×ÈÍÊÀ ÑÅÒÈ»
(äëÿ âñåõ âîçðàñòîâ)

«Äåñÿòü ïóãîâèö
êàê-òî ñîåäèíåíû ðå-
çèíêàìè. Êàê � íåèç-
âåñòíî. Èç ýòîé ïàó-
òèíû ïîî÷åðåäíî óäà-
ëÿåòñÿ êàæäàÿ ïóãî-
âèöà âìåñòå ñ ðåçèí-
êàìè, ñîåäèíÿþùèìè
åå ñ îñòàëüíîé ñåòüþ.
Ïîëó÷åííûå äåñÿòü
ñåòîê ñ äåâÿòüþ ïó-
ãîâèöàìè ïîêàçàíû â
âåðõíåé ÷àñòè ýêðàíà. Âàøà çàäà÷à � ðå-
êîíñòðóèðîâàòü èñõîäíóþ ñåòü.

Â ìàòåìàòèêå ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè íà-
çûâàþòñÿ ãðàôàìè, ïóãîâèöû � âåðøèíàìè,
ðåçèíêè � ðåáðàìè, à ïîäãðàôû, ïîëó÷åííûå
îòáðàñûâàíèåì âåðøèí è ñìåæíûõ èì ðå-
áåð, â ñîâîêóïíîñòè � êîëîäîé ãðàôà.

Èñïîëüçóÿ èíñòðóìåíòû ïîñòðîåíèÿ
âåðøèí è ðåáåð, Âû ìîæåòå ïîñòðîèòü ïðî-

èçâîëüíûé ãðàô ñ äåñÿòüþ âåðøèíàìè, à
ïîòîì ïîñòðîèòü åãî êîëîäó. Åñëè â ïîëó-
÷åííîé êîëîäå îêàæóòñÿ ïîäãðàôû, êîòî-
ðûå áûëè â êîëîäå â óñëîâèè çàäà÷è, îíè
áóäóò ïîäñâå÷åíû çåëåíûì öâåòîì.

Âàøà çàäà÷à � äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ êî-
ëîäû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñòðîåííîìó
Âàìè ãðàôó, ñ êîëîäîé çàäàííîãî ãðàôà.

Âàøèì ðåêîðäîì ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëüøåå
÷èñëî ñîâïàâøèõ ýëåìåíòîâ êîëîäû. Óëó÷øå-
íèå ðåêîðäà � óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñîâïàäåíèé».

Ìàòåìàòè÷åñêîå íàçâàíèå ýòîé çàäà÷è �
«Âîññòàíîâëåíèå ãðàôà ïî åãî êîëîäå».

Èñõîäíûé ãðàô ðàñêëàäûâàåòñÿ íà íå-
ñêîëüêî ãðàôîâ � èç èñõîäíîãî ãðàôà ïî
î÷åðåäè óäàëÿåòñÿ òîëüêî îäíà âåðøèíà âìå-
ñòå ñ ïðèìûêàþùèìè ê íåé ðåáðàìè. Ïîëó-
÷åííûå ïîäãðàôû îáðàçóþò òàê íàçûâàåìóþ
êîëîäó. ×èñëî ýëåìåíòîâ â êîëîäå ðàâíî ÷èñ-
ëó âåðøèí â èñõîäíîì ãðàôå. Äî ñèõ ïîð íå
äîêàçàíà â îáùåì âèäå ãèïîòåçà î òîì, ÷òî
ëþáîé ãðàô îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïî åãî êîëîäå.

Âîò êàê ôîðìóëèðóåòñÿ ýòà ãèïîòåçà
áîëåå ôîðìàëüíî.

Ãèïîòåçà Êåëëè�Óëàìà (Conjecture of
Kelly and Ulam)

Âñå ãðàôû ïîðÿäêà n > 2 ðåêîíñòðóèðó-
åìû. Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáîé ãðàô G = (V, E)
ñ |V| > 2 îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî
íàáîðó ïîäãðàôîâ âèäà G\v, v ∈ V.

Ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòå-
çû, èçâåñòíîé ñ 1945 ã., ïîä-
òâåðæäåíà äëÿ ãðàôîâ ñ
3 ≤ |V| ≤ 10.

Èíòåðôåéñ ïðîãðàììû
(ðèñóíîê 4) ïîçâîëÿåò íå
òîëüêî íàãëÿäíî äåìîíñòðè-
ðîâàòü ðåøåíèå, íî è èññëå-
äîâàòü êîëîäó, ïîëó÷åííóþ èç
ñîáñòâåííîãî ãðàôà âìåñòå ñ
èñõîäíîé êîëîäîé, îòñëåæè-
âàòü ñîâïàâøèå ïîäãðàôû êî-
ëîä, ðàñïîëàãàòü ýëåìåíòû
êîëîäû â óäîáíîì ïîðÿäêå.
Â îáùåì, îí îáåñïå÷èâàåò
îñìûñëåííûé ïðîöåññ ýêñïå-
ðèìåíòîâ, íå ñâîäÿùèéñÿ ê
ïðîñòîìó óãàäûâàíèþ.
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Ñòðàòåãèÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæ-
íîñòüþ èñõîäíîãî ãðàôà. Íåêîòîðûå ÷àñò-
íûå ñëó÷àè ïðè çàäàíèè óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò
ðåøèòü çàäà÷ó ìîìåíòàëüíî.

Íàïðèìåð, åñëè â èñõîäíîì ãðàôå åñòü
èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà (îòîðâàííàÿ îò ñåòè
ïóãîâèöà), òî, âçÿâ ýëåìåíò êîëîäû, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ýòîé âåðøèíå, è äîáàâèâ ê
íåìó îäèíî÷íóþ âåðøèíó, ïîëó÷èì èñõîä-
íûé ãðàô.

Èëè, íàïðèìåð, åñëè â èñõîäíîì ãðàôå
åñòü âåðøèíà, ê êîòîðîé ïðèìûêàåò òîëüêî
îäíî ðåáðî, òî, âçÿâ ýëåìåíò êîëîäû, â êî-
òîðîì ýòîé âåðøèíû íåò, ìîæíî ïîëó÷èòü
ðåøåíèå ïåðåáîðîì âàðèàíòîâ ïîî÷åðåäíî-
ãî ñîåäèíåíèÿ íîâîé âåðøèíû ñ îñòàëüíû-
ìè âåðøèíàìè ýëåìåíòà êîëîäû. Èìåííî
òàê, íàïðèìåð, ìîæíî áûëî ðåøèòü çàäà÷ó
I óðîâíÿ � äîñòàòî÷íî áûëî âçÿòü ïåðâûé
ãðàô êîëîäû, äîáàâèòü ê íåìó âåðøèíó è,
ïî î÷åðåäè ñîåäèíÿÿ åå ñ îñòàëüíûìè, ïî-
ëó÷èòü ñîâïàäåíèå âñåõ äåñÿòè ïîäãðàôîâ.
Ïðè÷åì äëÿ çàäàííîãî ãðàôà 4 èç 9 âàðèàí-
òîâ îêàçàëèñü áû óñïåøíûìè (ðèñóíîê 5).

Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè òàêæå ïîçâîëÿåò áåç òðóäà âîññòàíîâèòü
èñõîäíûé ãðàô, òàê êàê â êîëîäå îáÿçàòåëü-
íî áóäóò ýëåìåíòû, ñîäåðæàùèå êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè íåòðîíóòûìè.

«Ðàñïóòûâàíèå» ãðàôà ìîæåò ïðèâåñòè
ê òîìó, ÷òî íèêàêèå ðåáðà åãî íå áóäóò ïå-
ðåñåêàòüñÿ (òàêèå ãðàôû íàçûâàþò ïëàíàð-
íûìè). «Ðàñïóòàâ» ïëàíàðíûé ãðàô, ïîèñê
ðåøåíèÿ ìîæíî çàìåòíî óïðîñòèòü.

Çàìå÷àíèÿ ïî ðåàëèçàöèè

Ïîñëå ââîäà ó÷àñòíèêîì ãðàôà�ðåøåíèÿ
ïîëó÷àåìàÿ èç íåãî êîëîäà äîëæíà ïðîéòè
ñðàâíåíèå ñ èñõîäíîé, à èìåííî, êàæäûé
ãðàô ïîëó÷åííîé êîëîäû íóæíî ñðàâíèòü
íà ñîâïàäåíèå (èçîìîðôíîñòü) ñ ãðàôàìè
äðóãîé êîëîäû. Ïîíÿòèå èçîìîðôíîñòè íà
èíòóèòèâíîì óðîâíå îçíà÷àåò, ÷òî «ðàñïó-

òûâàíèåì è çàïóòûâàíèåì» îäíîãî ãðàôà
ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãîé. Ôîðìàëüíî ýòî îç-
íà÷àåò âîçìîæíîñòü òàê ïðîíóìåðîâàòü âåð-
øèíû îáîèõ ãðàôîâ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåá-
ðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû ñ íîìåðàìè A è
B îäíîãî ãðàôà, ó äðóãîãî ãðàôà òàêæå åñòü
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû ñ ýòèìè íî-
ìåðàìè.

Ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ âàðèàíòîâ íóìå-
ðàöèè âåðøèí ñ ïîñëåäóþùèì ñðàâíåíèåì �
îïåðàöèÿ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêàÿ, ïîýòîìó äëÿ
ñðàâíåíèÿ äâóõ ãðàôîâ íà èçîìîðôíîñòü áûëà
ðàçðàáîòàíà ôóíêöèÿ, íå èñïîëüçóþùàÿ ïîë-
íûé ïåðåáîð (ïðè ïîëíîì ïåðåáîðå äëÿ ãðà-
ôà íà äåâÿòè âåðøèíàõ íåîáõîäèìî áûëî áû
ðàññìîòðåòü 9! = 362880 âàðèàíòîâ).

Ãðàô â ïðîãðàììå çàäàåòñÿ êîëè÷åñòâîì
âåðøèí è ìàññèâîì ðåáåð (ãðàô íåîðèåí-
òèðîâàííûé, ðåáðî çàäàåòñÿ ïàðîé âåðøèí).
Ðàáîòà ôóíêöèè ñîäåðæèò íåñêîëüêî ñòà-
äèé ïðîâåðêè, ïîçâîëÿþùèõ áûñòðî îòáðî-
ñèòü ÿâíî íåèçîìîðôíûå ãðàôû.

Íà ïåðâîé ñòàäèè ïðîâåðêè ôóíêöèÿ
ïðîèçâîäèò ñðàâíåíèå ïî ÷èñëó âåðøèí è
êîëè÷åñòâó ðåáåð.

Ïðåäóñëîâèåì äëÿ âòîðîé ñòàäèè ÿâëÿ-
åòñÿ îäèíàêîâàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí êàæäî-
ãî ãðàôà (òî åñòü, íàïðèìåð, âåðøèíû îáî-
èõ ãðàôîâ íóìåðóþòñÿ îò 1 äî ÷èñëà âåð-
øèí), òàê êàê â îñíîâå ôóíêöèè ëåæèò ïî-
èñê îäèíàêîâûõ ðåáåð ïîñëå ïåðåíóìåðà-
öèè âåðøèí îäíîãî èç ãðàôîâ.

Íà âòîðîé ñòàäèè âåðøèíû ðàçáèâàþò-
ñÿ íà êëàññû � ñîðòèðóþòñÿ ïî ñòåïåíÿì
(êîëè÷åñòâó ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç äàííîé
âåðøèíû). Çàòåì ñðàâíèâàåòñÿ êîëè÷åñòâî
âåðøèí êàæäîé ñòåïåíè â îäíîì ãðàôå ñ
àíàëîãè÷íûì êîëè÷åñòâîì â äðóãîì ãðàôå.

Ïåðåä òðåòüåé ñòàäèåé îòñîðòèðîâàííûå
ïî êëàññàì âåðøèíû ïåðåíóìåðîâûâàþòñÿ
îäèíàêîâûì îáðàçîì (íàïðèìåð, îò 1 äî
÷èñëà âåðøèí). Íà òðåòüåé ñòàäèè ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïå-

Ðèñóíîê 5.
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ðåñòàíîâîê â êàæäîì êëàññå âåðøèí (âåðøèí,
èìåþùèõ îäèíàêîâûå ñòåïåíè). Ïðè ýòîì
ïîñëå ãåíåðàöèè î÷åðåäíîé ïåðåñòàíîâêè
ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå ãðàôîâ íà ñîâïàäåíèå.
Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ôóíêöèè ïðè ãåíåðà-
öèè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè òîëüêî äâà ýëåìåíòà,
äëÿ ïåðåíóìåðàöèè èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà ñî-
îòâåòñòâèÿ ìåæäó òåêóùåé è íîâîé ïåðåñòà-
íîâêàìè � ïðè òàêîé îðãàíèçàöèè óäàåòñÿ

óìåíüøèòü äàæå êîëè÷åñòâî îïåðà-
öèé ïðèñâàèâàíèÿ ïðè ïåðåíóìåðà-
öèè. Âåðøèíû íóëåâîé ñòåïåíè
ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü, òàê êàê èõ
íîìåðà íå èñïîëüçóþòñÿ â ìàññèâå
ðåáåð.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó ôóíêöèè íà
ïðèìåðå äâóõ èçîìîðôíûõ ãðàôîâ
(ñì. ðèñóíîê 6).

Î÷åâèäíî, ïåðâàÿ ñòàäèÿ ïðîâåð-
êè âûïîëíÿåòñÿ (÷èñëî âåðøèí è ðå-
áåð îäèíàêîâî).

Âòîðàÿ ñòàäèÿ òàêæå âûïîëíÿ-
åòñÿ (ãðàôû èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
âåðøèí ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè) (òàáëè-
öà 1).

Íà òðåòüåé ñòàäèè ðàáîòà ôóíêöèè âûã-
ëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (òàáëèöà 2).

Ïîñëå òîãî êàê âåðøèíû áûëè ðàçáèòû
íà êëàññû è ïåðåíóìåðîâàíû, îñòàëîñü ðàñ-
ñìîòðåòü âñåãî äâå ïåðåñòàíîâêè � ïåðåñòà-
íîâêè âåðøèí ñî ñòåïåíüþ 2.

1 2

3
4 5

6

Ãðàô 1

Ðèñóíîê 6.

Ãðàô 1 Ãðàô 2

Ñòåïåíü
âåðøèíû

Êîëè÷åñòâî âåðøèí
ñ òàêîé ñòåïåíüþ

Ñòåïåíü
âåðøèíû

Êîëè÷åñòâî âåðøèí
ñ òàêîé ñòåïåíüþ

0 2 0 2
1 1 1 1
2 2 2 2
3 1 3 1

4 0 4 0
5 0 5 0

Òàáëèöà 1.

Ãðàô 1 Ãðàô 2

Ñòåïåíü
âåðøèíû, i

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Êîëè÷åñòâî
âåðøèí
ñ òàêîé

còåïåíüþ,
m(i)

2

(íå ðàñ-
ñìàòðè-
âàþòñÿ)

1 2 1 0 0 2

(íå ðàñ-
ñìàòðè-
âàþòñÿ)

1 2 1 0 0

Íîìåð
âåðøèíû

1 2 5 3 6 4 � � 6 5 2 1 4 3 � �

Íîâûé
íîìåð

âåðøèíû

� � 1 2 3 4 � � � � 1 2 3 4 � �

Òàáëèöà 2.

5

3
2

1

Ãðàô 2
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Â îáùåì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
âàðèàíòîâ N, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðàññìîò-
ðåòü, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

∏
=

=
n

i

imN
1

))!(( ,

ãäå n � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà, m(i) � êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí ñòåïåíè i.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ïðè ïîëíîì
ïåðåáîðå òðåáîâàëîñü áû ðàññìîòðåòü íå
áîëåå 6! = 720 âàðèàíòîâ, ïðè ðàáîòå ôóí-
êöèè � ãàðàíòèðîâàíî íå áîëåå 2 âàðèàí-
òîâ. Ðàáîòà ôóíêöèè òåì ýôôåêòèâíåå, ÷åì
ðàçíîîáðàçíåå ñòåïåííîé ñîñòàâ âåðøèí è
÷åì áîëüøå âåðøèí íóëåâîé ñòåïåíè.

ÇÀÄÀ×À 3. «ÂÎÇÂÅÄÅÍÈÅ Â ÑÒÅÏÅÍÜ»
(äëÿ ìëàäøåãî âîçðàñòà)

«Èìååòñÿ êîíñòðóêòîð ñ äâóìÿ âèäà-
ìè àâòîìàòîâ.

Àâòîìàòû ïåðâîãî âèäà óìíîæàþò
âõîäíîå âûðàæåíèå íà A, à àâòî-
ìàòû âòîðîãî âèäà � âîçâîäÿò
åãî â êâàäðàò. ×èñëî àâòîìàòîâ
êàæäîãî âèäà íå îãðàíè÷åíî. Èõ
ìîæíî ïåðåòÿãèâàòü ìûøêîé íà
ðàáî÷åå ïîëå è ðàññòàâëÿòü â
óäîáíîì ïîðÿäêå. Ó êàæäîãî àâòî-
ìàòà ñëåâà èìååòñÿ âõîä, à ñïðà-
âà � âûõîä. Ïåðåòÿãèâàíèåì ìûø-
êîé ìîæíî ñîåäèíÿòü âõîä îäíîãî
àâòîìàòà ñ âûõîäîì äðóãîãî.

Âàøà çàäà÷à � ñîçäàòü èç àâ-
òîìàòîâ öåïî÷êó, êîòîðàÿ âîçâî-
äèò A â 89 ñòåïåíü.

Íå çàáóäüòå ñîåäèíèòü íà÷à-
ëî öåïî÷êè ñî âõîäîì ñõåìû íà

ëåâîé ãðàíèöå ðàáî÷åãî ïîëÿ, à êîíåö � ñ åå
âûõîäîì íà ïðàâîé ãðàíèöå.

Ïðîâåðèòü ðåçóëüòàò ìîæíî, íàæàâ ñî-
îòâåòñòâóþùóþ êíîïêó.

Âàøèì ðåêîðäîì ñ÷èòàåòñÿ íàèìåíü-
øåå ÷èñëî àâòîìàòîâ, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðûõ Âû ïîëó÷èëè çàäàííóþ ñòåïåíü. Óëó÷-
øåíèå ðåêîðäà � óìåíüøåíèå ÷èñëà àâòî-
ìàòîâ â öåïè».

Îñíîâîé êîíñòðóêòîðà áûëî íàãëÿäíîå
ïðåäñòàâëåíèå öåïî÷êè àâòîìàòîâ ñ âîçìîæ-
íîñòüþ ïîøàãîâîãî êîíòðîëÿ ðåøåíèÿ. Íà
ðàáî÷åì ïîëå ìîæíî áûëî «ñîáèðàòü» íå-
ñêîëüêî öåïî÷åê è ïîî÷åðåäíî òåñòèðîâàòü
èõ, ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàòû. Íàïðèìåð, íà ðè-
ñóíêå 7 âûäåëåí òðåòèé àâòîìàò, ïîñëå åãî
ïîäñîåäèíåíèÿ ïðè ïîøàãîâîì òåñòèðîâà-
íèè ïîëó÷åí ðåçóëüòàò A5.

Çàäà÷à äàâàëàñü ó÷àñòíèêàì ÊÈÎ�2006
I óðîâíÿ, òðåáîâàëîñü âîçâåñòè âõîäíîå âû-
ðàæåíèå A â 89 ñòåïåíü. Ìíîãèå ðåáÿòà ñïðà-
âèëèñü ñ ýòîé çàäà÷åé, ðåøèâ åå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì 9 àâòîìàòîâ. Ðàññóæäåíèÿ äëÿ îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü òàêèìè.

Âîçâîäèòü â êâàäðàò «âûãîäíåå», ïîýòî-
ìó íàäî ñòàðàòüñÿ âñåãäà, êîãäà ìîæíî âîç-
âîäèòü ðåçóëüòàò â êâàäðàò (åäèíñòâåííîå
èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ïåðâûé øàã: âîçâå-
äåíèå A â êâàäðàò èëè óìíîæåíèå A íà A
äàåò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò). Ïîýòîìó ðåøå-
íèå çàäà÷è äàåò îáðàòíûé àíàëèç:

� ïîñëåäíèé øàã íå ìîã áûòü âîçâåäå-
íèåì â êâàäðàò, òàê êàê ñòåïåíü 89 íå÷åò-
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íàÿ, çíà÷èò ýòî óìíîæåíèå íà A, òîãäà íà
âõîäå àâòîìàòà óìíîæåíèÿ íà A áûëî âûðà-
æåíèå A88;

� ñòåïåíü 88 ÷åòíàÿ, ïîýòîìó  âûðàæå-
íèå A88 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî âîçâåäåíèåì
â êâàäðàò âûðàæåíèÿ A44;

� ñòåïåíü 44 ÷åòíàÿ, ïîýòîìó  âûðàæå-
íèå A44 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî âîçâåäåíèåì
â êâàäðàò âûðàæåíèÿ A22 è ò. ä.

Ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àâòîìà-
òîâ ABBBABAB(A èëè B) èëè â ïðÿìîì ïî-
ðÿäêå: (B èëè A)BABABBBA. Ýòî è åñòü îò-
âåò (B îáîçíà÷àåò àâòîìàò âîçâåäåíèÿ â êâàä-
ðàò). Çàìåòèì, ÷òî äâà àâòîìàòà A íèêîãäà
íå èäóò ïîäðÿä â ýòîé öåïî÷êå, òàê êàê ïðè-
ìåíåíèå àâòîìàòà A ìåíÿåò ÷åòíîñòü ñòåïå-
íè, à äëÿ ÷åòíîé ñòåïåíè âûãîäíåå èñïîëü-
çîâàíèå àâòîìàòà B. Åñëè ïðîèçâåñòè ïåðå-
êîäèðîâêó îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
äâèãàÿñü ñëåâà íàïðàâî è çàìåíÿÿ AB åäè-
íèöåé, èëè, åñëè ñëåäóþùèé àâòîìàò B, òî
çàìåíÿÿ åãî íóëåì, ïîëó÷èì

100110 = (AB)(B)(B)(AB)(AB)(B).

Åñëè ïåðåâåðíóòü ïîëó÷åííóþ äâîè÷íóþ
çàïèñü è äîáàâèòü âïåðåäè 1, òî ïîëó÷èì
äâîè÷íóþ çàïèñü ñòåïåíè 89 :

 (89)10 = (1011001)2.

Îáúÿñíèòü ýòî ëåãêî. Ñôîðìóëèðîâàí-
íûé âûøå àëãîðèòì îáðàòíîãî àíàëèçà çà-
äà÷è â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó
ïåðåâîäà ñòåïåíè èç äåñÿòè÷íîé çàïèñè â
äâîè÷íóþ. Ïðè ýòîì äëÿ íå÷åòíîé ñòåïå-
íè äåëåíèå ñ îñòàòêîì íà 2 ñîîòâåòñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîìó äåéñòâèþ äâóõ àâòîìà-
òîâ:

N = 2*M + 1 ↔ AN = (AM)2*A.

Äîáàâëåíèå ïåðâîé åäèíèöû ñîîòâåòñòâó-
åò ïîëó÷åíèþ A èç 1 ïî îïèñàííîé ôîðìóëå:

A = (1)2*A.

ÇÀÄÀ×À 4. «ÏÅÐÅËÈÂÀÉÊÀ»
(äëÿ âñåõ âîçðàñòîâ)

«Èìåþòñÿ òðè âåäðà çàäàííîãî îáúå-
ìà, âìåùàþùàÿ «ñêîëüêî óãîäíî» âîäû áî÷-
êà è ìîðå. Âû ìîæåòå çà÷åðïûâàòü âîäó
âåäðàìè èç ìîðÿ è âûëèâàòü åå â áî÷êó,
âûëèâàòü âñþ âîäó èç âåäðà èëè áî÷êè â
ìîðå, íàëèâàòü âîäó èç áî÷êè â âåäðà.

Âàøà çàäà÷à � ñ ïîìîùüþ âåäåð ïîëó-
÷èòü â áî÷êå íåîáõîäèìûé îáúåì ìîðñêîé
âîäû.

Âàøèì ðåêîðäîì ñ÷èòàåòñÿ íàèìåíü-
øåå ÷èñëî õîäîâ, çà êîòîðîå áóäåò ïîëó-
÷åí íåîáõîäèìûé îáúåì âîäû â áî÷êå.
Óëó÷øåíèå ðåêîðäà � óìåíüøåíèå ÷èñëà
õîäîâ».
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ÈÍÒÅÐÍÅÒ

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñâÿçàíî ñ àëãîðèò-
ìîì Åâêëèäà (ðàñøèðåííûì àëãîðèòìîì
Åâêëèäà), êîòîðûé îáñóæäàëñÿ â ðóáðèêå
«Çàî÷íàÿ øêîëà ñîâðåìåííîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ» â æóðíàëå «Êîìïüþòåðíûå èíñò-
ðóìåíòû â îáðàçîâàíèè», ¹ 1 çà 1999 ã.) â
ñòàòüå «Àëãîðèòìû íàä öåëûìè ÷èñëàìè».
Çàäà÷è ïîäîáíîãî âèäà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó
äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Çàäà÷à «Ïåðåëè-
âàéêà» ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â ñòàòüå
À.Â. Ïàíüãèíà â ýòîì íîìåðå æóðíàëà.

ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß
Î ÏÐÎÂÅÐÊÅ ÐÅØÅÍÈÉ

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óäîáíîé ïðîâåðêè ïî-
ëó÷åííûõ îò ó÷àñòíèêîâ êîíêóðñà ðåøåíèé
áûëà íàïèñàíà îòäåëüíàÿ ïðîãðàììà, îñó-
ùåñòâëÿþùàÿ ïðîâåðêó ðåøåíèÿ ïî êàæäîé
çàäà÷å è ñîñòàâëÿþùàÿ îò÷åò. Âñå ðåøåíèÿ
ïîìåùàëèñü â îäíó ïàïêó, èç êîòîðîé ïðî-
ãðàììà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàëà êàæ-
äîå èç íèõ. Ãëàâíîé åå îñîáåííîñòüþ áûëî

òî, ÷òî èç ôàéëîâ ñ ðåøåíèÿìè îíà ñ÷èòû-
âàëà òîëüêî êîíôèãóðàöèþ, òî åñòü äëÿ çà-
äà÷è Òîìñîíà � ýòî ðàñïîëîæåíèå çàðÿäîâ,
äëÿ çàäà÷è î ãðàôàõ � èíôîðìàöèÿ î ðåá-
ðàõ, äëÿ «ïåðåëèâàéêè» � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âûïîëíåííûõ ó÷àñòíèêîì ïåðåëèâà-
íèé. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîé êîíôèãóðàöèè
ïðîãðàììà ïðîâåðÿëà åå ïðàâèëüíîñòü, íà-
ïðèìåð, äëÿ çàäà÷è Òîìñîíà ïðîâåðÿëîñü íà-
ëè÷èå âñåõ çàðÿäîâ, äëÿ «ïåðåëèâàéêè» �
âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ çàäàííûõ äåé-
ñòâèé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôàéë ñ ðåøå-
íèÿìè áûë èçìåíåí èëè ïîâðåæäåí, òî ïðî-
ãðàììà ïðîâåðêè îáÿçàòåëüíî ýòî îáíàðó-
æèò. Ïî êàæäîìó ïðèñëàííîìó ðåøåíèþ ñî-
ñòàâëÿëñÿ îò÷åò â âèäå XML ôàéëà, ñîäåð-
æàùåãî àíêåòíûå äàííûå ó÷àñòíèêà è åãî
ðåçóëüòàò ïî êàæäîé çàäà÷å. Òå ðåøåíèÿ,
êîòîðûå îêàçàëèñü èñïîð÷åííûìè, ïîìåùà-
ëèñü â îòäåëüíóþ ïàïêó. Òàê óäàëîñü áûñò-
ðî ïðîâåðèòü âñå ïðèñëàííûå ó÷àñòíèêàìè
ðåøåíèÿ.

Ëÿìîâ Àíäðåé Ãåííàäüåâè÷,
ñòóäåíò ÑÏáÃÒÝÓ (ËÝÒÈ),
Ïîçäíÿêîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷,
ïðîôåññîð êàôåäðû ÂÌ-2
ÑÏáÃÒÝÓ (ËÝÒÈ),
Ïðîêîïåíêî Íèêèòà Þðüåâè÷,
ñòóäåíò ÑÏáÃÝÒÓ (ËÝÒÈ).


