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ÑÂÎÁÎÄÍÎÅ ÂÐÀÙÅÍÈÅ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Áóòèêîâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷

Ïîä ñâîáîäíûì äâèæåíèåì òâåðäîãî òåëà
ïîíèìàþò äâèæåíèå, ïðîèñõîäÿùåå â îòñóò-
ñòâèå âíåøíèõ ñèë. Ýòîò ïðîñòåéøèé âèä
äâèæåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü «äâèæåíèåì ïî
èíåðöèè». Äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè äâèæå-
íèå ïî èíåðöèè äåéñòâèòåëüíî îêàçûâàåòñÿ
î÷åíü ïðîñòûì � ýòî ðàâíîìåðíîå ïðÿìî-
ëèíåéíîå äâèæåíèå. Íî äëÿ òâåðäîãî òåëà
òîëüêî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ïî èíåð-
öèè (òî åñòü äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì òåëî
íå âðàùàåòñÿ) áóäåò äîñòàòî÷íî ïðîñòûì.
Åñëè æå òåëî âðàùàåòñÿ, åãî äâèæåíèå äàæå
â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë ìîæåò áûòü çíà-
÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûì. Ïðîèëëþñòðèðî-
âàòü õàðàêòåðíûå ÷åðòû «âðàùåíèÿ ïî èíåð-
öèè» ïðèçâàíà íåáîëüøàÿ ìîäåëèðóþùàÿ
êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà (Java-àïïëåò), ïî-
ìåùåííàÿ íà ïðèëàãàåìîì ê æóðíàëó êîì-
ïàêò-äèñêå.

ÑÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÒÅÎÐÈÈ �
ÃËÀÂÍÛÅ ÎÑÈ ÈÍÅÐÖÈÈ ÒÅËÀ

Ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà
ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïîñòóïàòåëüíîå äâè-
æåíèå, â êîòîðîì âñå òî÷êè òåëà äâèæóòñÿ
ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ, êàê è öåíòð ìàññ
òåëà, è âðàùåíèå âîêðóã öåíòðà ìàññ. Â
îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë öåíòð ìàññ äâèæåò-
ñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî. Äëÿ àíàëè-
çà âðàùåíèÿ òåëà öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè â
ñèñòåìó öåíòðà ìàññ, òî åñòü â èíåðöèàëü-
íóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé öåíòð ìàññ
òåëà ïîêîèòñÿ, à îñè êîîðäèíàò èìåþò íåèç-
ìåííûå íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà �

ýòî âðàùåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè
(âîêðóã öåíòðà ìàññ).

Êèíåìàòèêà âðàùåíèÿ âîêðóã íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì ìãíî-
âåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω. Â êàæäûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü ëþáîé òî÷êè òâåð-
äîãî òåëà áóäåò òàêîé, êàê åñëè áû òåëî
òîëüêî âðàùàëîñü âîêðóã îñè, íàïðàâëåííîé
âäîëü âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω. Íî â
îáùåì ñëó÷àå ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ òåëà
âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ íåïðåðûâíî ìå-
íÿþò ñâîå íàïðàâëåíèå. Äàæå ïðè îòñóòñòâèè
ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë, òî åñòü ïðè âðàùå-
íèè ïî èíåðöèè, ïîâåäåíèå ìãíîâåííîé îñè
âðàùåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì. Åùå
áîëåå ñëîæíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðè ýòîì
òðàåêòîðèè îòäåëüíûõ òî÷åê òåëà.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîé êîìïüþòåðíîé
ïðîãðàììû ìîæíî ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î òîì, êàê ïðè âðàùåíèè ïî èíåð-
öèè âåäåò ñåáÿ ìãíîâåííàÿ îñü â ïðîñòðàí-
ñòâå, êàê ìåíÿåòñÿ åå ïîëîæåíèå â ñàìîì
òåëå è ïî êàêèì òðàåêòîðèÿì äâèæóòñÿ ðàç-
íûå òî÷êè òåëà. Â ïðîãðàììå ìîäåëèðóþò-
ñÿ äâèæåíèÿ íå ëþáûõ òåë, à ëèøü òàêèõ,
êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèììåòðè÷íûìè
âîë÷êàìè (ñì. íèæå).

Ïðè âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà âåêòîð
ìîìåíòà èìïóëüñà L (èíà÷å åãî íàçûâàþò
âåêòîðîì óãëîâîãî ìîìåíòà) ïðîïîðöèîíà-
ëåí ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω, íî,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ ωωωωω ïî íàïðàâ-
ëåíèþ. Ñîâïàäåíèå íàïðàâëåíèé L è ω ω ω ω ω áó-
äåò òîëüêî òîãäà, êîãäà óãëîâàÿ ñêîðîñòü
íàïðàâëåíà âäîëü îäíîé èç òðåõ âçàèìíî
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ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñåé, íàçûâàåìûõ ãëàâ-
íûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà. Äëÿ ñèììåòðè÷-
íûõ òåë èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ãëàâíûå
îñè èíåðöèè ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ñèììåòðèè
òåëà. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà ãëàâíûå îñè èíåðöèè ïðî-
õîäÿò ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ïàðàë-
ëåëüíî ðåáðàì. Ìîìåíòû èíåðöèè òåëà îò-
íîñèòåëüíî ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç öåíòð ìàññ
ãëàâíûõ îñåé íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè öåíò-
ðàëüíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè.

Ñâîáîäíîå âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà âîê-
ðóã ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè, êîãäà âåêòîðû L
è ωωωωω ñîâïàäàþò ïî íàïðàâëåíèþ, ïðîèñõî-
äèò î÷åíü ïðîñòî. Â ñàìîì äåëå, â îòñóò-
ñòâèå ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë ñîõðàíÿåòñÿ
âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà L. Îòñþäà ñðàçó
ñëåäóåò ñîõðàíåíèå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà
óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω â ïðîñòðàíñòâå è âåëè-
÷èíû óãëîâîé ñêîðîñòè. Ïîýòîìó ãëàâíûå îñè
èíåðöèè íàçûâàþò åùå îñÿìè ñâîáîäíîãî
âðàùåíèÿ. Êîãäà òâåðäîå òåëî ïðèâåäåíî âî
âðàùåíèå âîêðóã îäíîé èç ýòèõ îñåé, îíî
ïðîñòî ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè,
íàïðàâëåíèå êîòîðîé â ïðîñòðàíñòâå íå èç-
ìåíÿåòñÿ. Òðàåêòîðèÿ ëþáîé òî÷êè òåëà �
ýòî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà îñè âðàùåíèÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñâîáîäíîå âðàùå-
íèå âîêðóã îñåé ñ íàèáîëüøèì è íàèìåíü-
øèì öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè
óñòîé÷èâî. Óñòîé÷èâîñòü âðàùåíèÿ îçíà÷à-
åò, ÷òî ìàëîå îòêëîíåíèå íàïðàâëåíèÿ óã-
ëîâîé ñêîðîñòè îò ãëàâíîé îñè â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè îñòàåòñÿ ìàëûì â ïðî-
öåññå äàëüíåéøåãî ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ.
Íàïðîòèâ, âðàùåíèå âîêðóã ãëàâíîé îñè
èíåðöèè, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïðîìåæó-
òî÷íîå çíà÷åíèå ìîìåíòà èíåðöèè, íåóñòîé-
÷èâî: åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü íåìíîãî îòêëîíÿåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ
îò îñè, â äàëüíåéøåì óãîë îòêëîíåíèÿ ñòðå-
ìèòåëüíî íàðàñòàåò, è âìåñòî ïðîñòîãî ðàâ-
íîìåðíîãî âðàùåíèÿ âîêðóã íåèçìåííîãî
íàïðàâëåíèÿ òåëî íà÷èíàåò ñîâåðøàòü áåñ-
ïîðÿäî÷íîå íà âèä êóâûðêàíèå. Ïðè ýòîì
âåêòîð ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âñå
âðåìÿ èçìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå è â ñàìîì òåëå.

Ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ñâîáîäíîãî âðà-
ùåíèÿ âîêðóã ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè ëåãêî

ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî îïûòà.
Âîçüìèòå ïîëíûé ñïè÷å÷íûé êîðîáîê èëè
ëþáîé áðóñîê èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà
(äåðåâà, ïåíîïëàñòà) è ïîäáðîñüòå åãî, îä-
íîâðåìåííî çàêðóòèâ âîêðóã îäíîé èç ãëàâ-
íûõ îñåé èíåðöèè. Íàáëþäàéòå, êàê âðà-
ùàåòñÿ êîðîáîê, ïîêà îí íàõîäèòñÿ â ñâî-
áîäíîì ïîëåòå. Åñëè Âû ðàñêðóòèëè êîðî-
áîê âîêðóã îñè, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ñàìîé áîëüøîé åãî ïëîñêîñòè, òî åñòü
âîêðóã îñè ñ ìàêñèìàëüíûì ìîìåíòîì èíåð-
öèè, òî âî âðåìÿ ïîëåòà êîðîáêà ýòà îñü
ñîõðàíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå
íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê Âû íàïðàâèëè åå â
ìîìåíò áðîñàíèÿ � âåðòèêàëüíî, ãîðèçîí-
òàëüíî èëè ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì. Òî æå
ñàìîå áóäåò ïðîèñõîäèòü è òîãäà, êîãäà êî-
ðîáîê ðàñêðó÷åí âîêðóã îñè, ïàðàëëåëüíîé
ñàìîìó äëèííîìó ðåáðó, òî åñòü âîêðóã îñè
ñ íàèìåíüøèì ìîìåíòîì èíåðöèè. Äëÿ ñî-
îáùåíèÿ êîðîáêó òàêîãî âðàùåíèÿ ïðèäåò-
ñÿ íåìíîãî ïîòðåíèðîâàòüñÿ: çäåñü ïîòðå-
áóåòñÿ íåêîòîðàÿ «ëîâêîñòü ðóê». Íî ïðè
ðàñêðó÷èâàíèè âîêðóã îñè, ïàðàëëåëüíîé
ñðåäíåìó ðåáðó, êîðîáîê â ïîëåòå ïðàêòè-
÷åñêè ñðàçó íà÷èíàåò áåñïîðÿäî÷íî êóâûð-
êàòüñÿ. Êàê áû òùàòåëüíî Âû íå ñòàðàëèñü
ðàñêðóòèòü êîðîáîê òî÷íî âîêðóã çàäàííîé
îñè, èçáåæàòü êàêîãî-òî íåáîëüøîãî îòêëî-
íåíèÿ íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè îò ýòîé
îñè íå óäàñòñÿ. È åñëè â ñëó÷àÿõ âðàùåíèÿ
êîðîáêà âîêðóã îñåé ñ íàèáîëüøèì è íàè-
ìåíüøèì ìîìåíòàìè èíåðöèè ìàëîå íà÷àëü-
íîå îòêëîíåíèå âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè
îò îñè îñòàåòñÿ ìàëûì â ïðîöåññå äàëüíåé-
øåãî äâèæåíèÿ, òî äëÿ îñè ñ ïðîìåæóòî÷-
íûì ìîìåíòîì èíåðöèè íà÷àëüíîå îòêëî-
íåíèå áûñòðî âîçðàñòàåò.

ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ
È ÓÃËÎÂÀß ÑÊÎÐÎÑÒÜ

ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÂÎË×ÊÀ

Êîãäà íàïðàâëåíèå íà÷àëüíîé óãëîâîé
ñêîðîñòè îòêëîíåíî îò ãëàâíîé îñè èíåð-
öèè òåëà, ñâîáîäíîå âðàùåíèå ïðîèñõîäèò
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî äëÿ òàê íàçûâàåìîãî
ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà. Ñèììåòðè÷íûé âîë-
÷îê � ýòî òåëî, ó êîòîðîãî äâà èç òðåõ ãëàâ-
íûõ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè èìå-
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þò ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Ïðèìåðû òàêèõ òåë �
îäíîðîäíûé áðóñîê ñ êâàäðàòíûì îñíîâà-
íèåì è âîîáùå ëþáàÿ ïðèçìà èëè ïèðàìè-
äà ñ îñíîâàíèåì â âèäå ïðàâèëüíîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà (â òîì ÷èñëå è òðåóãîëüíèêà),
èçãîòîâëåííàÿ èç ìàòåðèàëà ïîñòîÿííîé
ïëîòíîñòè, êðóãîâûå äèñê, öèëèíäð èëè
êîíóñ, ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ (âûòÿíóòûé èëè
ñæàòûé ñôåðîèä) è ò. ï. Ïðè âðàùåíèè òà-
êèõ òåë âîêðóã îñè ñèììåòðèè ìîìåíò èì-
ïóëüñà òàêæå íàïðàâëåí âäîëü ýòîé îñè.
Åñëè æå âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω îòêëî-
íåí îò îñè ñèììåòðèè òåëà íà íåêîòîðûé
óãîë, òî âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà L íå ñî-
âïàäàåò ñ ωωωωω ïî íàïðàâëåíèþ, íî îáÿçàòåëü-
íî ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè ñ ωωωωω è îñüþ
ñèììåòðèè òåëà. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
ýòèõ âåêòîðîâ ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.

Ìîìåíò èìïóëüñà L îòêëîíåí îò îñè
ñèììåòðèè òåëà íà áîëüøèé óãîë, íåæåëè
âåêòîð ωωωωω, åñëè ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíî-
ñèòåëüíî ïîïåðå÷íîé îñè áîëüøå, ÷åì îò-
íîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè. Òàêîå âçàèì-
íîå ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ L è ω ω ω ω ω îòíîñè-
òåëüíî îñè ôèãóðû õàðàêòåðíî äëÿ òåë âû-
òÿíóòîé ôîðìû (ðèñóíîê 1, ñëåâà). Äëÿ
ñïëþùåííîãî âäîëü îñè òåëà âåêòîð L îò-
êëîíåí îò îñè òåëà íà ìåíüøèé óãîë, íåæå-
ëè âåêòîð ωωωωω (ðèñóíîê 1, ñïðàâà).

Ââåäåì åäèíè÷íûé âåêòîð n, ïîêàçûâà-
þùèé íàïðàâëåíèå îñè ñèììåòðè÷íîãî âîë-
÷êà â ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü âûõîäÿùèé èç
íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò (èç öåíòðà ìàññ)

è íàïðàâëåííûé âäîëü îñè âîë÷êà. Â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè âñå òðè âåêòîðà n, L è
ωωωωω ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, è ïðè äâèæåíèè
òåëà èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îñòàåòñÿ íå-
èçìåííûì. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â îòñóòñòâèå
ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë ïëîñêîñòü, ñîäåðæà-
ùàÿ âåêòîðû n, L è ωωωωω, ðàâíîìåðíî ïîâîðà-
÷èâàåòñÿ âîêðóã íåèçìåííîãî â ïðîñòðàíñòâå
íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà L. Â ñàìîì äåëå, ñêî-
ðîñòü v òîé òî÷êè îñè âîë÷êà, êîòîðàÿ ñî-
âïàäàåò ñ êîíöîì âåêòîðà n, âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç óãëîâóþ ñêîðîñòü ïî ôîðìóëå v = dn/dt =
ωωωωω ××××× n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò
êîíåö âåêòîðà n äâèæåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî
ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè, óâëåêàÿ åå çà
ñîáîé âìåñòå ñ ëåæàùèìè â íåé âåêòîðàìè
n è ωωωωω. Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ïëîñêîñòü ðàâíî-
ìåðíî âðàùàåòñÿ âîêðóã L, à ëåæàùèå â íåé
âåêòîðû n è ωωωωω ñèíõðîííî îïèñûâàþò â ïðî-
ñòðàíñòâå êîíóñû, âåðøèíû êîòîðûõ ëåæàò
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Î òàêîì ïîâåäåíèè âåê-
òîðîâ n è ωωωωω ãîâîðÿò, ÷òî îíè ñîâåðøàþò âîê-
ðóã L ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ. Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ýòîé ïðåöåññèè ΩΩΩΩΩ
ïðîïîðöèîíàëüíà ìîìåíòó èìïóëüñà L è îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà öåíòðàëüíîìó ìîìåí-
òó èíåðöèè âîë÷êà I⊥ îòíîñèòåëüíî ïîïåðå÷-
íîé îñè: ΩΩΩΩΩ     = L / I⊥. Òàêóþ ñâîáîäíóþ ïðå-
öåññèþ îñè âîë÷êà, ïðîèñõîäÿùóþ â îòñóò-
ñòâèå âíåøíèõ ìîìåíòîâ ïðè íåñîâïàäåíèè
óãëîâîé ñêîðîñòè ñ îñüþ âîë÷êà, íàçûâàþò
òàêæå íóòàöèåé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îñü âîë÷-
êà ñîõðàíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàí-

Ðèñóíîê 1. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω, ìîìåíòà èìïóëüñà L
è îñè ñèììåòðèè (âåêòîð n) äëÿ òåë âûòÿíóòîé ôîðìû (ñëåâà) è ñïëþùåííîé ôîðìû (ñïðàâà).
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ñòâå (íå ïðåöåññèðóåò), åñëè ïðè ñâîáîäíîì
âðàùåíèè óãëîâàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü
îñè âîë÷êà: â òàêèõ ñëó÷àÿõ íóòàöèÿ íå ïðî-
èñõîäèò.

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÈÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖÈß
ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÏÐÅÖÅÑÑÈÈ

Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíà íàãëÿäíàÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîâåäåíèÿ îñè
n âîë÷êà è âåêòîðà ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêî-
ðîñòè ωωωωω ïðè îïèñàííîé âûøå ðåãóëÿðíîé
ïðåöåññèè, òî åñòü ïðè ñâîáîäíîì âðàùå-
íèè ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà. Íà ýòîì ðèñóí-
êå âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà L, ñîõðàíÿþ-
ùèé ñâîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå, äëÿ
áîëüøåé íàãëÿäíîñòè íàïðàâëåí âåðòèêàëü-
íî (âäîëü îñè z).

Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè
ΩΩΩΩΩ = L/ I⊥ íàïðàâëåí âäîëü L. Âåêòîðû n è
ωωωωω ëåæàò â îäíîé è òîé æå ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç Ω Ω Ω Ω Ω âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè è äëÿ âûòÿ-
íóòîãî âäîëü îñè òåëà îòêëîíåíû îò Ω Ω Ω Ω Ω â
îäíó ñòîðîíó, êàê ïîêàçàíî â ëåâîé ÷àñòè
íà ðèñóíêå 2. Âåêòîð ìãíîâåííîé óãëîâîé
ñêîðîñòè ωωωωω ñîâåðøàåò ïðåöåññèþ âîêðóã íå-

èçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ìîìåíòà èì-
ïóëüñà L ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ΩΩΩΩΩ, òî åñòü
îïèñûâàåò â ïðîñòðàíñòâå íåïîäâèæíûé êðó-
ãîâîé êîíóñ ñ âåðøèíîé â öåíòðå ìàññ. Óãîë
ìåæäó îñüþ ýòîãî êîíóñà è îáðàçóþùåé
ðàâåí óãëó îòêëîíåíèÿ âåêòîðà ωωωωω îò íàïðàâ-
ëåíèÿ L. Ýòîò óãîë îñòàåòñÿ íåèçìåííûì
ïðè äâèæåíèè òåëà. Â êàæäûé ìîìåíò âðå-
ìåíè âåêòîð ωωωωω ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå îñè
âðàùåíèÿ òåëà â ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ìíî-
æåñòâî ìãíîâåííûõ îñåé âðàùåíèÿ â ðàç-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè îáðàçóåò â ïðîñòðàí-
ñòâå êðóãîâîé êîíóñ ñ âåðøèíîé â öåíòðå
ìàññ òåëà è îñüþ, íàïðàâëåííîé âäîëü L
(âåðòèêàëüíî íà ðèñóíêå 2). Òàêîé êîíóñ
íàçûâàþò íåïîäâèæíûì àêñîèäîì.

Ïðåäñòàâèì ñåáå åùå îäèí êðóãîâîé
êîíóñ, íà ýòîò ðàç æåñòêî ñâÿçàííûé ñ òå-
ëîì. Âåðøèíà ýòîãî êîíóñà òàêæå íàõîäèò-
ñÿ â öåíòðå ìàññ, à åãî îñü íàïðàâëåíà âäîëü
âåêòîðà n, ïîêàçûâàþùåãî íàïðàâëåíèå îñè
ñèììåòðèè òåëà â ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñó-
íîê 2). Ïóñòü óãîë ìåæäó îñüþ è îáðàçóþ-
ùåé ýòîãî êîíóñà ðàâåí íåèçìåííîìó ïðè
äâèæåíèè òåëà óãëó ìåæäó âåêòîðàìè n è
ωωωωω, òî åñòü âåêòîð ωωωωω ïðîõîäèò âäîëü îáðàçó-

Ðèñóíîê 2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñâîáîäíîé ïðåöåññèè ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà êàê êà÷åíèÿ
áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìûñëåííî ñâÿçàííîãî ñ òåëîì ïîäâèæíîãî àêñîèäà

ïî ïîâåðõíîñòè íåïîäâèæíîãî àêñîèäà (ωωωωω = ωωωωω0 + ΩΩΩΩΩ).
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þùåé êîíóñà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìãíîâåí-
íàÿ îñü âðàùåíèÿ ωωωωω â ëþáîé ìîìåíò âðåìå-
íè ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç îáðàçóþùèõ ñâÿ-
çàííîãî ñ òåëîì êîíóñà, à âñÿ áîêîâàÿ ïî-
âåðõíîñòü ýòîãî êîíóñà ïîêàçûâàåò, êàê ðàñ-
ïîëîæåíà ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ â ðàç-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè â ñàìîì òåëå, òî åñòü
äàåò ïîëîæåíèå âñåãî ìíîæåñòâà ìãíîâåí-
íûõ îñåé âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî òåëà. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå òàêîé ìûñëåííî ñâÿçàííûé ñ
äâèæóùèìñÿ òåëîì êðóãîâîé êîíóñ íàçûâà-
þò ïîäâèæíûì àêñîèäîì.

Ïîäâèæíûé è íåïîäâèæíûé êîíóñû ñî-
ïðèêàñàþòñÿ ñâîèìè áîêîâûìè ïîâåðõíîñ-
òÿìè âäîëü âåêòîðà ωωωωω, òî åñòü âäîëü ìãíî-
âåííîé îñè âðàùåíèÿ. Ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê
òåëà, ëåæàùèõ â äàííûé ìîìåíò íà ìãíî-
âåííîé îñè âðàùåíèÿ, ðàâíû íóëþ. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî ïîâåäåíèå ìûñëåííî ñâÿçàííîãî ñ
òåëîì ïîäâèæíîãî àêñîèäà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êà÷åíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ïî-
âåðõíîñòè íåïîäâèæíîãî àêñîèäà. Òî÷êè
òåëà, ëåæàùèå íà îñè ñèììåòðèè, îïèñûâà-
þò îêðóæíîñòè, öåíòðû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ
íà îñè íåïîäâèæíîãî àêñîèäà. Äâèæåíèå
òî÷åê òåëà, íå ëåæàùèõ íà îñè ñèììåòðèè,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñëîæåíèå äâóõ äâè-
æåíèé, à èìåííî, âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã
ñîáñòâåííîé îñè ñ îäíîâðåìåííûì äâèæå-
íèåì ýòîé îñè ïî êîíóñó ïðåöåññèè.

Íàãëÿäíîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ êèíåìàòèêè ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ
ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà â âèäå êà÷åíèÿ áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïîäâèæíîãî àêñîèäà ïî
ïîâåðõíîñòè íåïîäâèæíîãî ñîîòâåòñòâóåò
ïîêàçàííîå íà ðèñóíêå 2 ðàçëîæåíèå âåê-
òîðà ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω íà ñóì-
ìó äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ωωωωω0 è ΩΩΩΩΩ:

ωωωωω = ωωωωω0 + ΩΩΩΩΩ.

Âåêòîð ωωωωω0 ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ òåëà
âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè ñèììåòðèè. Íàïðàâ-
ëåíèå ýòîãî âåêòîðà íåèçìåííî â ñàìîì òåëå,
à â ïðîñòðàíñòâå îí ñîâåðøàåò ïðåöåññèþ
âîêðóã íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ΩΩΩΩΩ, îïèñûâàÿ
âìåñòå ñ îñüþ òåëà êðóãîâîé êîíóñ. Íàïðàâ-
ëåíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî Ω Ω Ω Ω Ω íåèçìåííî â
ïðîñòðàíñòâå. Îíî ñîîòâåòñòâóåò ïðåöåññèè
îñè ñèììåòðèè òåëà âîêðóã ìîìåíòà èìïóëü-
ñà L, ñîõðàíÿþùåãî ñâîå íàïðàâëåíèå. Íà
ðèñóíêå 3 ïîêàçàíî îêíî ìîäåëèðóþùåé ïðî-
ãðàììû ñ ïåðñïåêòèâíîé èëëþñòðàöèåé ñâî-
áîäíîãî âðàùåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà
âûòÿíóòîé ôîðìû (ñëåâà) è ãåîìåòðè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèåé òàêîãî âðàùåíèÿ (ñïðàâà).

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà ñïëþ-
ùåííîé ôîðìû âåêòîðû n è ωωωωω, êàê ýòî âèä-
íî èç ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 1, ðàñïîëîæå-
íû ïî ðàçíûå ñòîðîíû âåêòîðà ìîìåíòà èì-
ïóëüñà L. Ïðè ýòîì ñâÿçàííûé ñ òåëîì ïîä-
âèæíûé àêñîèä ñîïðèêàñàåòñÿ ñ íåïîäâèæ-

Ðèñóíîê 3. Îêíî ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììû ñ èëëþñòðàöèåé ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà
âûòÿíóòîé ôîðìû (ñëåâà) è ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé ýòîãî âðàùåíèÿ (ñïðàâà).
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íûì àêñîèäîì ñâîåé âíóòðåííåé ïîâåðõíî-
ñòüþ, êàê ïîêàçàíî â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà
2. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ìãíîâåííîé óãëîâîé
ñêîðîñòè ωωωωω íà ñîñòàâëÿþùèå ωωωωω0 è ΩΩΩΩΩ ñâèäå-
òåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåêòî-
ðû ωωωωω0     è ΩΩΩΩΩ îáðàçóþò ìåæäó ñîáîé òóïîé óãîë.
Èíà÷å ãîâîðÿ, âåêòîð ωωωωω0     óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè íàïðàâ-
ëåí îò âåðøèíû ïîäâèæíîãî àêñîèäà â ñòî-
ðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ âåêòîðó n (òî åñòü
ïðîòèâîïîëîæíî ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì
âûòÿíóòîãî òåëà). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ïðå-
öåññèè îñè òåëà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,
êîãäà ïîäâèæíûé àêñîèä êàòèòñÿ ñâîåé âíóò-
ðåííåé ïîâåðõíîñòüþ ïî îõâàòûâàåìîìó èì
íåïîäâèæíîìó àêñîèäó, ñîáñòâåííîå âðàùå-
íèå òåëà ïðîèñõîäèò â ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó, òî åñòü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ðèñó-
íîê 4 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê êîìïü-
þòåðíàÿ ïðîãðàììà èëëþñòðèðóåò òàêîå ïî-
âåäåíèå.

Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà äàåò íàãëÿä-
íóþ êàðòèíó äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîä-
âèæíîãî àêñîèäà, êîòîðûé ìû ìûñëåííî
ñâÿçûâàåì ñ âðàùàþùèìñÿ ïî èíåðöèè òå-
ëîì. ×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå, ïî êàêèì
òðàåêòîðèÿì äâèæóòñÿ ïðè ýòîì îòäåëüíûå
òî÷êè òåëà, ìîæíî ïîñòàâèòü «ôëàæîê» â
áîêñå «Òðàåêòîðèÿ òî÷êè» íà ïàíåëè óïðàâ-

ëåíèÿ ïðîãðàììîé (ñì. ðèñóíîê 4) è çàäàòü
ïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè, óêàçàâ óãîë, íà êîòî-
ðûé îòêëîíÿåòñÿ îò îñè ñèììåòðèè âîë÷êà
âåêòîð, íàïðàâëåííûé â ýòó òî÷êó èç öåíòðà
ìàññ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðîãðàììà ñòðîèò
òðàåêòîðèþ òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà êîíöå
òîíêîé ñòðåëêè, âûõîäÿùåé èç öåíòðà ìàññ
çà ïðåäåëû ñàìîãî òåëà. Ìîæíî ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñåáå ýòó ñòðåëêó êàê æåñòêî ñâÿçàííóþ
ñ òåëîì («âîòêíóòóþ» â íåãî). Âñå òî÷êè ýòîé
ñòðåëêè îïèñûâàþò ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáíûå
òðàåêòîðèè. Òðàåêòîðèÿ êîíöà ñòðåëêè êðóï-
íåå âñåõ îñòàëüíûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò íàáëþ-
äàòü õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè òàêèõ òðàåê-
òîðèé â áîëåå êðóïíîì ìàñøòàáå.

Åñëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè âûá-
ðàòü òî÷êó íà îñè âîë÷êà, òî åñòü çàäàòü äëÿ
íàïðàâëåíèÿ íà òî÷êó óãîë, ðàâíûé íóëþ,
òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áóäåò ïðåäñòàâëÿòü
ñîáîé îêðóæíîñòü (ñì. ðèñóíîê 4) � òî÷êè
íà îñè âîë÷êà îïèñûâàþò íàèáîëåå ïðîñòûå
òðàåêòîðèè. Ìîæíî, íàïðèìåð, âûáðàòü
òî÷êó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè
ïîäâèæíîãî àêñîèäà, ñêàæåì, â íà÷àëüíûé
ìîìåíò ëåæèò íà ìãíîâåííîé îñè âðàùå-
íèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî çàäàòü íàïðàâëåíèå
íà òî÷êó ðàâíûì óãëó îòêëîíåíèÿ âåêòîðà
óãëîâîé ñêîðîñòè îò îñè âîë÷êà. Ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ìû ïîëó÷èì äëÿ òàêîé òî÷êè

Ðèñóíîê 4. Èëëþñòðàöèÿ ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà ñïëþùåííîé ôîðìû (ñëåâà)
è ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî âðàùåíèÿ (ñïðàâà).
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òðàåêòîðèþ ñ èçëîìàìè, íàïîìèíàþùóþ
öèêëîèäó: åå îòäåëüíûå äóãîîáðàçíûå ó÷àñ-
òêè, ëåæàùèå íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû, ñî-
åäèíÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì îñòðûì «êëþâîì»,
èìåÿ â òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ îáùóþ êàñàòåëü-
íóþ. Åñëè æå ìû âûáåðåì òî÷êó, êîòîðàÿ
ëåæèò ê îñè âûòÿíóòîãî âîë÷êà áëèæå, ÷åì
ïîâåðõíîñòü ïîäâèæíîãî àêñîèäà, ïðè ìî-
äåëèðîâàíèè ïîëó÷èì âîëíîîáðàçíóþ òðà-
åêòîðèþ. Òî÷êè, óäàëåííûå îò îñè âûòÿíó-
òîãî âîë÷êà äàëüøå, ÷åì ïîâåðõíîñòü ïîä-
âèæíîãî àêñîèäà, òî åñòü íàõîäÿùèåñÿ çà
åãî ïðåäåëàìè, îïèñûâàþò ïåòëåîáðàçíûå
òðàåêòîðèè.

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà ñïëþ-
ùåííîé ôîðìû, íàïðîòèâ, ïåòëåîáðàçíûå
òðàåêòîðèè õàðàêòåðíû äëÿ òî÷åê, êîòîðûå
íàõîäÿòñÿ ê îñè ñèììåòðèè áëèæå, ÷åì ïî-
âåðõíîñòü ñâÿçàííîãî ñ òåëîì ïîäâèæíîãî
àêñîèäà. Ðèñóíîê 5 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î
òîì, êàê âûãëÿäèò òðàåêòîðèÿ òàêîé òî÷êè.

Ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ðàñ-
ñìîòðåííûìè âûøå ñëó÷àÿìè âûòÿíóòîãî
âäîëü îñè è ñïëþùåííîãî ñèììåòðè÷íîãî
âîë÷êà çàíèìàåò òàê íàçûâàåìûé øàðîâîé
âîë÷îê � òåëî, ó êîòîðîãî âñå òðè ãëàâíûõ
öåíòðàëüíûõ ìîìåíòà èíåðöèè ðàâíû. Øà-
ðîâîé âîë÷îê íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí èìåòü
ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó. Íàïðèìåð, ó êóáà èç

îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà âñå òðè ãëàâíûõ ìî-
ìåíòà èíåðöèè òîæå ðàâíû, òî åñòü ïðè âðà-
ùåíèè îí äèíàìè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí øàðó.
Ëþáîé ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê (òåòðàýäð,
èêîñàýäð, äîäåêàýäð) òàêæå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé øàðîâîé âîë÷îê. Âñå òàêèå òåëà ïðè
âðàùåíèè âîêðóã öåíòðà ìàññ âåäóò ñåáÿ
îäèíàêîâî.

Ó øàðîâîãî âîë÷êà íàïðàâëåíèÿ ãëàâ-
íûõ îñåé èíåðöèè ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðî-
èçâîëüíî: ëþáóþ òðîéêó âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ îñåé ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ãëàâíûõ.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êóáèêà ýòè îñè ñîâåðøåí-
íî íåîáÿçàòåëüíî íàïðàâëÿòü ïàðàëëåëüíî
ðåáðàì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ îñü, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ìàññ, áóäåò îñüþ ñâî-
áîäíîãî âðàùåíèÿ � ïðè ëþáîì íàïðàâëå-
íèè âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω âåêòîð
ìîìåíòà èìïóëüñà L áóäåò ñîâïàäàòü ñ íèì
ïî íàïðàâëåíèþ. Äëÿ øàðîâîãî âîë÷êà âðà-
ùåíèå ïî èíåðöèè âîêðóã ëþáîé îñè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå ñ
ñîõðàíåíèåì íàïðàâëåíèÿ îñè âðàùåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå.

Ñàìî ñîáîé ðàçóìååòñÿ, ÷òî ðàññìîòðåí-
íàÿ âûøå ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷-
êà ïðèìåíèìà è ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ðàâåí-

Ðèñóíîê 5. Òðàåêòîðèÿ òî÷êè, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ ñèììåòðè÷íûì âîë÷êîì ñïëþùåííîé ôîðìû,
âðàùàþùèìñÿ ïî èíåðöèè.
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ñòâà ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî ìîìåíòîâ
èíåðöèè, òî åñòü ê ñëó÷àþ øàðîâîãî âîë÷-
êà. Òàê êàê ó øàðîâîãî âîë÷êà âåêòîð óãëî-
âîé ñêîðîñòè ωωωωω è íàïðàâëåííàÿ âäîëü íåãî
ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ ñîõðàíÿþò ñâîå
íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå (íå ïðåöåññè-
ðóþò), òî êîíóñ íåïîäâèæíîãî àêñîèäà âû-
ðîæäàåòñÿ â ïîëóïðÿìóþ, íàïðàâëåííóþ
âäîëü âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà L. Èëëþñò-
ðàöèÿ ïîâåäåíèÿ øàðîâîãî âîë÷êà â êîìïü-
þòåðíîé ïðîãðàììå ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 6.
Êà÷åíèå ïîäâèæíîãî àêñîèäà, æåñòêî ñâÿ-
çàííîãî ñ òåëîì, ïî âûðîäèâøåìóñÿ â ïðÿ-
ìóþ íåïîäâèæíîìó àêñîèäó ñâîäèòñÿ ê ðàâ-
íîìåðíîìó âðàùåíèþ ïîäâèæíîãî êîíóñà
âîêðóã ñâîåé îáðàçóþùåé. Ýòà îáðàçóþùàÿ
ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì ìî-
ìåíòà èìïóëüñà L è íåèçìåííûì âåêòîðîì
óãëîâîé ñêîðîñòè ωωωωω. Ëþáàÿ òî÷êà øàðîâîãî
âîë÷êà (íàïðèìåð, êîíåö ñòðåëêè íà ðèñóí-
êå 6, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì) îïèñûâàåò
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà îñè âðàùåíèÿ.

Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü ïàðàìåò-
ðû ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû è óñëîâèÿ íàáëþ-
äåíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà íàáëþäåíèÿ èçîáðàæå-
íèå â îêíàõ ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü âîêðóã
âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé îñåé � âðà-
ùàòü êóá, â öåíòðå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ òåëî,
è ïîâîðà÷èâàòü îñè êîîðäèíàò. Ýòèì äîñ-

òèãàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñìîòðåòü íà èçîáðà-
æåíèå òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ ñ ðàçíûõ òî-
÷åê, íàïðèìåð, ñáîêó, ñâåðõó èëè ñíèçó. Äëÿ
èçìåíåíèÿ òî÷êè çðåíèÿ íóæíî ïðèâåñòè
óêàçàòåëü ìûøè â ïðåäåëû îêíà, íàæàòü
ëåâóþ êíîïêó è, íå îòïóñêàÿ åå, ïåðåìå-
ùàòü («ïåðåòàñêèâàòü») óêàçàòåëü â òó èëè
èíóþ ñòîðîíó, äîáèâàÿñü íàèáîëåå óäîáíî-
ãî äëÿ íàáëþäåíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ îñåé êî-
îðäèíàò è îáúåêòîâ íà ýêðàíå. Åñëè ïðè
ýòîì îäíîâðåìåííî óäåðæèâàòü íàæàòîé
êíîïêó «Control» íà êëàâèàòóðå, òî ìûøüþ
ìîæíî ñäâèãàòü èçîáðàæåíèå â æåëàåìîì
íàïðàâëåíèè. Åñëè æå óäåðæèâàòü íàæàòîé
êíîïêó «Shift», òî ïðè ïåðåìåùåíèè óêàçà-
òåëÿ ìûøè áóäåò èçìåíÿòüñÿ ìàñøòàá èçîá-
ðàæåíèÿ � ïðåäìåòû áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ
ëèáî óäàëÿòüñÿ îò íàáëþäàòåëÿ.

Âðàùåíèå òåëà ìîæíî îòîáðàæàòü â
óäîáíîì äëÿ íàáëþäåíèÿ ìàñøòàáå âðåìå-
íè. Èçìåíåíèå âðåìåííîãî ìàñøòàáà äîñ-
òèãàåòñÿ ââåäåíèåì çàäåðæêè, êîòîðóþ ìîæ-
íî èçìåíÿòü ñ ïîìîùüþ äâèæêà â íèæíåé
÷àñòè ïàíåëè óïðàâëåíèÿ. Íàçíà÷åíèå äðó-
ãèõ îðãàíîâ óïðàâëåíèÿ íà ýòîé ïàíåëè èí-
òóèòèâíî ïîíÿòíî. Ñàìàÿ âåðõíÿÿ êíîïêà
ñëóæèò äëÿ ïóñêà è ïðèîñòàíîâêè ìîäåëè-
ðîâàíèÿ. Âòîðàÿ êíîïêà ïîçâîëÿåò âûïîë-
íÿòü ìîäåëèðîâàíèå ïîøàãîâî. Òðåòüÿ êíîï-

Ðèñóíîê 6. Ñâîáîäíîå âðàùåíèå øàðîâîãî âîë÷êà è åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.
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êà âîññòàíàâëèâàåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à
÷åòâåðòàÿ � çàäàâàåìûå ïî óìîë÷àíèþ çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå ñ ïðîãðàììîé
ìîæíî íå óòðóæäàòü ñåáÿ ââîäîì ïàðàìåò-
ðîâ, à îãðàíè÷èòüñÿ âûáîðîì çàðàíåå çàãî-
òîâëåííûõ ïðèìåðîâ èç ïðåäëàãàåìîãî ñïèñ-
êà. Ýòîò ñïèñîê ìîæíî îòêðûòü, ïîñòàâèâ
«ãàëî÷êó» â ñîîòâåòñòâóþùåì áîêñå íà ïà-
íåëè óïðàâëåíèÿ. Äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ
ñâîáîäíîé ïðåöåññèè ñëåäóåò ïðîäåëàòü
ìîäåëèðîâàíèå ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ. Èçìåíÿòü ïàðàìåòðû ìîæíî ïå-
ðåìåùåíèåì äâèæêîâ íà ïàíåëè óïðàâëåíèÿ,
ëèáî ââîäÿ íóæíûå çíà÷åíèÿ ñ êëàâèàòóðû.
Ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî ïðèîñòàíîâèòü ìîäå-
ëèðîâàíèå êíîïêîé «Ïóñê/Ïàóçà». Ïðè ââî-
äå êàêîãî-ëèáî ïàðàìåòðà ñ êëàâèàòóðû ïîëå
ââîäà ñòàíîâèòñÿ ÿðêî æåëòûì. Çàâåðøàòü
ââîä íóæíî íàæàòèåì êëàâèøè «Enter», ïðè
ýòîì ïîëå ââîäà ïðèíèìàåò ïðåæíèé öâåò.

Èíåðòíûå ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîãî âîë-
÷êà ïðè âðàùåíèè îïðåäåëÿþòñÿ ïðîäîëü-
íûì è ïîïåðå÷íûì ìîìåíòàìè èíåðöèè. Äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííû íå ñàìè ïî ñåáå
çíà÷åíèÿ ýòèõ ìîìåíòîâ, à òîëüêî èõ îòíî-
øåíèå. Â ïðîãðàììå îòíîøåíèå ìîìåíòà
èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ïîïåðå÷íîé îñè ê
ïðîäîëüíîìó çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì «Âûòÿ-
íóòîñòü». Ïðîãðàììà äîïóñêàåò çíà÷åíèÿ
ýòîãî ïàðàìåòðà â ïðåäåëàõ îò 0,5 äî 5,0.

Åñëè ýòîò ïàðàìåòð ðàâåí 1, ïîïåðå÷íûé è
ïðîäîëüíûé ìîìåíòû èíåðöèè ðàâíû, òî
åñòü ñèììåòðè÷íûé âîë÷îê ïðåâðàùàåòñÿ â
øàðîâîé. Ó âûòÿíóòîãî âäîëü îñè òåëà ýòîò
ïàðàìåòð áîëüøå åäèíèöû (ïîïåðå÷íûé
ìîìåíò èíåðöèè áîëüøå ïðîäîëüíîãî), ó
ñïëþùåííîãî � ìåíüøå åäèíèöû.

Åùå îäèí ïàðàìåòð, êîòîðûé ìîæíî
èçìåíÿòü â ïðîãðàììå � ýòî óãîë ìåæäó íà-
ïðàâëåíèåì âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè è
îñüþ âîë÷êà. Íà ïàíåëè óïðàâëåíèÿ îí îáî-
çíà÷åí êàê «Íàêëîí». Çíà÷åíèå óãëà íàêëîíà
íóæíî ââîäèòü â ãðàäóñàõ. Äîïóñòèìûå çíà-
÷åíèÿ ëåæàò â èíòåðâàëå îò 0 äî 40 ãðàäó-
ñîâ. Âåëè÷èíó óãëîâîé ñêîðîñòè ìîæíî èç-
ìåíÿòü â ïðåäåëàõ îò 0,5 äî 10 (â îòíîñè-
òåëüíûõ åäèíèöàõ). Èçìåíåíèå ýòîãî ïàðà-
ìåòðà ñêàçûâàåòñÿ íà áûñòðîòå âðàùåíèÿ
òåëà, íî íå èçìåíÿåò êà÷åñòâåííî õàðàêòå-
ðà åãî äâèæåíèÿ. Î òîì, êàê ìîæíî âêëþ-
÷èòü ïîñòðîåíèå òðàåêòîðèè êàêîé-ëèáî
òî÷êè âîë÷êà, ñîâåðøàþùåãî ñâîáîäíîå
âðàùåíèå, è êàê âûáðàòü ïîëîæåíèå ýòîé
òî÷êè îòíîñèòåëüíî îñè âîë÷êà, óæå áûëî
ñêàçàíî âûøå. Ñíÿâ «ôëàæîê» â ñàìîì íèæ-
íåì áîêñå ïàíåëè óïðàâëåíèÿ, ìîæíî ñäå-
ëàòü ñâåòëûì ôîí îêíà, â êîòîðîì ïðîãðàì-
ìà îòîáðàæàåò äâèæåíèå òåëà è åãî ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â âèäå êà÷åíèÿ
ïîäâèæíîãî êîíóñà ïî ïîâåðõíîñòè íåïîä-
âèæíîãî.

Áóòèêîâ Åâãåíèé Èâàíîâè÷,
ïðîôåññîð ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÑÏáÃÓ.


