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Âàñèëüåâ Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷

ÓÏÐÎÙÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ È ÁÀÇÈÑÛ ÃÐ¨ÁÍÅÐÀ

Â ïðåäûäóùåé ñòàòüå ìû ïîçíàêîìè-
ëèñü ñ ìåòîäàìè óïðîùåíèÿ ñèñòåì ïîëè-
íîìèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðèøëè ê ïîíÿ-
òèþ áàçèñà Ãð¸áíåðà ïîëèíîìèàëüíîãî èäå-
àëà. Ñåé÷àñ ìû îáñóäèì ïî÷åìó òàêîé áàçèñ
ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Òàêæå áóäåò ðàññêà-
çàíî è î ñïîñîáàõ åãî íàõîæäåíèÿ.

Êàê è â ïðåäûäóùåé ñòàòüå, ìû ñòàðòó-
åì ñ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ
óðàâíåíèé
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Íàïîìíèì, ÷òî íàáîð ïîëèíîìîâ
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íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ãð¸áíåðà èäåàëà J, åñëè
ñòàðøèé ìîíîì ëþáîãî ïîëèíîìà èç èäåàëà
J äåëèòñÿ íà ñòàðøèé ìîíîì îäíîãî èç ïî-
ëèíîìîâ g

i
.  Òàêîé áàçèñ íàçûâàþò âïîëíå

ðåäóöèðîâàííûì, åñëè íè îäèí èç ÷ëåíîâ
ëþáîãî èç ïîëèíîìîâ {g

i
} íå äåëèòñÿ íà ñòàð-

øèé ÷ëåí íèêàêîãî äðóãîãî ïîëèíîìà g
j
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ìîæåì óæå ïðèìå-
íèòü àëãîðèòì ðåäóêöèè ê ïîëèíîìàì èç
òàêîãî áàçèñà Ãð¸áíåðà. Åùå ðàç íàïîìíèì
òàêæå, ÷òî ó íàñ çàôèêñèðîâàíî óïîðÿäî-
÷åíèå ìîíîìîâ, íàïðèìåð ëåêñèêîãðàôè÷åñ-
êîå, òàê ÷òî ìû ìîæåì âûáðàòü â ëþáîì
ïîëèíîìå åãî ñòàðøèé ÷ëåí.

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì îäíó çàìå÷àòåëü-
íóþ ëåììó, íàçûâàåìóþ ëåììîé Äèêñîíà,
êîòîðàÿ ëåæèò â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà êàê
ñóùåñòâîâàíèÿ, òàê è êîíå÷íîñòè ðåäóöè-
ðîâàííîãî áàçèñà Ãð¸áíåðà ïðîèçâîëüíîãî
èäåàëà J. Çàìåòèì, ÷òî ñòàðøèå ÷ëåíû ðå-
äóöèðîâàííîãî áàçèñà Ãð¸áíåðà èäåàëà J
âçàèìíî íå äåëÿò äðóã äðóãà. Ëåììà Äèêñî-
íà óòâåðæäàåò, ÷òî âñå òàêèå ìíîæåñòâà
îäíî÷ëåíîâ êîíå÷íû. Òåïåðü äàäèì òî÷íóþ
ôîðìóëèðîâêó.

Ëåììà Äèêñîíà.

Ïóñòü }{ 321 n
t...,,t,t,tT =  � ïðîèç-

âîëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîíîìîâ.
Òîãäà â ìíîæåñòâå T ñóùåñòâóþò äâà ìîíî-
ìà t

i
 è t

j
 òàêèå, ÷òî ìîíîì t

i
 äåëèò ìîíîì t

j
.

Ìû çàïèñûâàåì òàêîå îòíîøåíèå äå-
ëèìîñòè òàê: t

i
 | t

j 
.

Îò ðåäàêöèè: ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì  ñòàòüè «Êàê êîìïüþòåð ïîìîãàåò

óïðîùàòü àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, èëè íåìíîãî î áàçèñàõ Ãð¸áíåðà», îïóáëèêîâàííîé â

ïðåäûäóùåì íîìåðå æóðíàëà. Â ïåðâóþ ÷àñòü ñòàòüè íå âîøëè âàæíûå áîëåå ñëîæíûå

âîïðîñû îáñóæäàåìîé òåìû, êîòîðûå âêëþ÷åíû â äàííóþ ñòàòüþ. Òàêæå â ñòàòüþ âîø-

ëè ïðèìåðû àâòîìàòèçàöèè äîêàçàòåëüñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðåì è âûâîäà ñëîæíûõ

ôîðìóë, îñíîâàííûå íà òåîðèè áàçèñîâ Ãð¸áíåðà.
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ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Äèêñîíà áóäåì
âåñòè èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ.
Äëÿ ìîíîìîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé, ñêàæåì
x, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: äëÿ ëþáûõ äâóõ
ñòåïåíåé õn è õm ìåíüøàÿ ñòåïåíü äåëèò
áîëüøóþ. Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå âåðíî
äëÿ ëþáûõ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ îò k ïå-
ðåìåííûõ. Âîçüìåì òåïåðü ìíîæåñòâî

}{ 321 nt...,,t,t,tT =  ìîíîìîâ îò k + 1 ïå-
ðåìåííûõ. Äîïóñòèì, ÷òî îíè ïîïàðíî äðóã
äðóãà íå äåëÿò. Ðàññìîòðèì ïåðâûé ìîíîì

121
1211

+
+= kn

k

nn
x...xxt . Ëþáîé äðóãîé ìîíîì

t èç ìíîæåñòâà T íå äåëèò t1 , ñëåäîâàòåëüíî
åãî ñòåïåíü ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ

1321 +kk x,x,...,x,x,x  ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ñòåïåíü â ìîíîìå t1. Ðàçî-
áüåì ìíîæåñòâî T íà (k + 1) ïîäìíîæåñòâ
T1, T2, ..., Tk+1. Ê T

i
 îòíåñåì òå ìîíîìû, â

êîòîðûõ ñòåïåíü ïðè ïåðåìåííîé x
i
 ìåíü-

øå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè â ìîíîìå t1.
Åñëè ýòî ïðàâèëî ïîçâîëÿåò îòíåñòè ìîíîì
ñðàçó ê íåñêîëüêèì ïîäìíîæåñòâàì T

i
, òî

âûáèðàåì ëþáîå èç âîçìîæíûõ. Òàê êàê
íàøå ìíîæåñòâî Ò áåñêîíå÷íî, òî áåñêî-
íå÷íî îäíî èõ ìíîæåñòâ T

i
. Â ýòîì ìíîæå-

ñòâå ìîíîìîâ ñòåïåíü ïðè ïåðåìåííîé x
i

ñòðîãî ìåíüøå n
i
. Ìíîæåñòâî T

i
 ìîæíî ðàç-

áèòü òåïåðü íà n
i
 ïîäìíîæåñòâ. Â ïåðâîì

èç íèõ ñòåïåíü ïðè ïåðåìåííîëé x
i
 ðàâíà 0,

âî âòîðîì 1, à â n
i
-îì ìíîæåñòâå ñòåïåíü

ïðè ïåðåìåííîé x
i
 ðàâíà n

i
 � 1. Ñíîâà îäíî

èç ýòèõ ìíîæåñòâ áåñêîíå÷íî, íî âî âñåõ
ìîíîìàõ ýòîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñòå-
ïåíü ïðè ïåðåìåííîé x

i
 îäíà è òà æå. Îíè

ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî ñòåïåíÿìè ïðè
äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Ñîêðàòèâ íà ýòó ñòå-
ïåíü âñå ìîíîìû, ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ìîíîìîâ îò k ïåðåìåííûõ, ïî-
ïàðíî íå äåëÿùèõ äðóã äðóãà, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ëåììà Äèê-
ñîíà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåð-
æäåíèþ.

Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìî-
íîìîâ }{ 321 nt...,,t,t,tT =  ìîæíî âûá-
ðàòü áåñêîíå÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ...,t,t,t nnn 321

, â êîòîðîé êàæäûé
÷ëåí äåëèò ïîñëåäóþùèé.

Òåïåðü, âîîðóæèâøèñü ýòîé âàæíîé
òåîðåìîé êîíå÷íîñòè, ìû óæå ñìîæåì äî-
êàçàòü îäíó èç âàæíåéøèõ òåîðåì î ïîëè-
íîìèàëüíûõ èäåàëàõ. Îíà áûëà îòêðûòà
Ãèëüáåðòîì çàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ ïîíÿòèÿ
áàçèñà Ãð¸áíåðà, íî íà ñàìîì äåëå îêàçà-
ëàñü ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ è êîíå÷-
íîñòè òàêèõ áàçèñîâ äëÿ ëþáûõ ïîëèíîìè-
àëüíûõ èäåàëîâ.

Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î áàçèñå

Ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé èäåàë ïîðîæ-
äåí êîíå÷íûì íàáîðîì ïîëèíîìîâ r

iig 1}{ = .
Ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäå-

íèå, à èìåííî: ëþáîé èäåàë J îáëàäàåò êîíå÷-
íûì áàçèñîì Ãð¸áíåðà: G

r 
= {g1, g2, g3, ..., gr

}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàøåãî èäåà-
ëà J ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìî-
íîìîâ Mon (J), êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ ñòàð-
øèõ ÷ëåíîâ ïîëèíîìîâ èäåàëà J. Â ýòîì
ìíîæåñòâå îáÿçàíû ñóùåñòâîâàòü «ìèíè-
ìàëüíûå» ýëåìåíòû, êîòîðûå íå äåëÿòñÿ
ñàìè íà äðóãèå ìîíîìû èç ìíîæåñòâà
Mon(J). Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ëþáîé ìî-
íîì )(1 JMont ∈ . Åñëè îí íå ìèíèìàëåí,

...áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîíîìîâ.

...íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ãð¸áíåðà ...,
åñëè ñòàðøèé ìîíîì ... äåëèòñÿ...
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òî äåëèòñÿ íà íåêîòîðûé ìîíîì t2, êîòî-
ðûé â ñâîþ î÷åðåäü äåëèòñÿ íà t3 è ò. ä.
Òàêàÿ öåïî÷êà íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé,
ïîýòîìó îíà çàêàí÷èâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì
ìîíîìîì. Âñå ìèíèìàëüíûå ìîíîìû äðóã
äðóãà ïîïàðíî íå äåëÿò, ñëåäîâàòåëüíî ïî
ëåììå Äèêñîíà èõ ÷èñëî êîíå÷íî. Ïóñòü ýòî
ìíîæåñòâî }{ 321 kt...,,t,t,t . Êàæäûé èç ìî-
íîìîâ t

i
 åñòü ñòàðøèé ÷ëåí êàêîãî-òî ïîëè-

íîìà èç J, ñêàæåì g
i
. Îêàçûâàåòñÿ ïîëèíî-

ìû r
iig 1}{ =  è îáðàçóþò áàçèñ Ãð¸áíåðà èäå-

àëà J. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ïîëèíîì èç J
îáëàäàåò ñòàðøèì ÷ëåíîì èç ìíîæåñòâà
Mon(J), êîòîðûé äåëèòñÿ íà îäèí èç ìèíè-
ìàëüíûõ ïî äåëèìîñòè ìîíîìîâ t

i
. Íî t

i 
�

ñòàðøèå ÷ëåíû ïîëèíîìîâ r
iig 1}{ = , è ìû âè-

äèì, ÷òî ýòè ïîëèíîìû â òî÷íîñòè óäîâëåò-
âîðÿþò îïðåäåëåíèþ áàçèñà Ãð¸áíåðà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò áàçèñ íå îáÿçàí
áûòü âïîëíå ðåäóöèðîâàííûì, íî ìû ìî-
æåì ïðèìåíèòü ê íåìó àëãîðèòì ðåäóêöèè
è ïîëó÷èì âïîëíå ðåäóöèðîâàííûé áàçèñ,
êîòîðûé, êàê áûëî äàêàçàíî â ïåðâîé ÷àñòè
ñòàòüè, óæå åäèíñòâåíåí, êàê òîëüêî ìû
çàôèêñèðîâàëè óïîðÿäî÷åíèå ìîíîìîâ.

Òåïåðü, íàêîíåö-òî, ìû çíàåì, ÷òî
áàçèñû Ãð¸áíåðà ñóùåñòâóþò, íî âîò áåäà �
íàøå äîêàçàòåëüñòâî îïÿòü íå êîíñòðóêòèâ-
íî, è íèêàêîãî àëãîðèòìà äëÿ åãî ïîñòðîå-
íèÿ ìû íå óêàçàëè. Îïðåäåëÿþùåå áàçèñû
Ãð¸áíåðà ñâîéñòâî äåëèìîñòè ñòàðøèõ ÷ëå-
íîâ ïîëèíîìîâ èç èäåàëà J íà îäèí èç ñòàð-
øèõ ÷ëåíîâ ýëåìåíòîâ áàçèñà íàì íå ïîìî-

æåò: íå ìîæåì æå ìû ïðîâåðèòü ýòî ñâîé-
ñòâî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èäåàëà J.

Êàê æå âñå-òàêè ïîñòðîèòü áàçèñ
Ãð¸áíåðà?

Âïåðâûå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçè-
ñîâ Ãð¸áíåðà áûë ïðåäëîæåí àâñòðèéñêèì
ìàòåìàòèêîì Á. Áóõáåðãåðîì, êîòîðûé è
ââåë â ìàòåìàòè÷åñêèé îáèõîä ñàìî ýòî ïî-
íÿòèå.

Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü îá àëãîðèòìå
ïîñòðîåíèÿ, ìû îáñóäèì áîëåå ñêðîìíóþ
çàäà÷ó. Ïóñòü íàì çàäàí ïðîèçâîëüíûé èäå-
àë ñ ïîìîùüþ êàêîé-ëèáî ñèñòåìû óðàâíå-
íèé è íàáîð ïîëèíîìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
ýòîìó èäåàëó. Êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, îáðà-
çóþò ëè îíè áàçèñ Ãð¸áíåðà ýòîãî èäåàëà?
Âñïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåíèå áàçèñà òðåáóåò
ïðîâåðêè óñëîâèÿ äåëèìîñòè ñòàðøåãî ÷ëå-
íà ëþáîãî ýëåìåíòà èç èäåàëà íà ñòàðøèé
÷ëåí îäíîãî èç ýëåìåíòîâ áàçèñà. Òàê êàê â
èäåàëå áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïîëèíîìîâ,
òî ìû â òàêîé ôîðìóëèðîâêå ýòî óñëîâèå
ïðîâåðèòü íå â ñîñòîÿíèè. Äàâàéòå ïîïðî-
áóåì åãî ïåðåâåñòè íà àëãîðèòìè÷åñêèé
ÿçûê è íåìíîãî ïåðåôîðìóëèðóåì. Òîò
ôàêò, ÷òî ñòàðøèé ÷ëåí ëþáîãî ïîëèíîìà
èç èäåàëà J äåëèòñÿ íà ñòàðøèé ÷ëåí îä-
íîãî èç ýëåìåíòîâ áàçèñà ãîâîðèò î òîì,
÷òî ê ëþáîìó ýëåìåíòó èäåàëà ìîæíî ïðè-
ìåíèòü àëãîðèòì ðåäóêöèè îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà }{ 321 rg...,,g,g,g . Ðåçóëüòàò
òàêæå ïðèíàäëåæèò èäåàëó J è ê íåìó òàê-
æå ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì ðåäóêöèè.
Ýòîò ïðîöåññ ëèáî äîëæåí çàêàí÷èâàòüñÿ
íóëåì, ëèáî ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî. Íî
âåäü ñìûñë ðåäóêöèè ñîñòîèò â óìåíüøåíèè
ñòàðøåãî ÷ëåíà ðåäóöèðóåìîãî ïîëèíîìà. Íå-
òðóäíî ïîíÿòü, õîòÿ âñå æå ýòîò ôàêò è òðå-
áóåò íåáîëüøîãî ðàññóæäåíèÿ, ÷òî ïðîöåññ
óìåíüøåíèÿ ñòàðøåãî ÷ëåíà íå ìîæåò áûòü
áåñêîíå÷íûì. Ýòî íàêëàäûâàåò íåêîòîðîå óñ-
ëîâèå íà óïîðÿäî÷åíèå ìîíîìîâ, íî ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêèå ïîðÿäêè åìó óäîâëåòâîðÿþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ïîëèíîì èç èäåàëà J
ðåäóöèðóåòñÿ ê íóëþ ñ ïîìîùüþ ìíîæå-
ñòâà }{ 321 rg...,,g,g,g . Èäåÿ ïðîâåðêè ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû ÿâíî óêàçàòü òàêîå êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ, äëÿ êîòîðûõ
íàäî ïðîâåðèòü ýòî óñëîâèå, òàê ÷òîáû èõ

Ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé èäåàë ïîðîæäåí
êîíå÷íûì íàáîðîì ïîëèíîìîâ...
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ðåäóöèðóåìîñòü ê íóëþ âëåêëà áû çà ñîáîé
ðåäóöèðóåìîñòü ê íóëþ ëþáîãî ýëåìåíòà
èäåàëà. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêîå êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ïîëèíîìîâ ìîæíî ïîñòðîèòü. Ñòðî-
èòü åãî íåñëîæíî, à âîò òåîðåìà Áóõáåðãå-
ðà î òîì, ÷òî èõ ðåäóöèðóåìîñòü ê íóëþ
âëå÷åò çà ñîáîé ðåäóöèðóåìîñòü ê íóëþ âñåõ
ýëåìåíòîâ èäåàëà, äîâîëüíà ñëîæíà, è ìû
åå çäåñü ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. ×òî æå
ýòî çà ïîëèíîìû?

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó )( ji g,g

ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà }{ 321 rg...,,g,g,g .
Ïóñòü èõ ñòàðøèå ÷ëåíû ðàâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî t

i
 è t

j
, à êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ

÷ëåíàõ ðàâíû ñ
i
 è c

j
. Ìîíîìû t

i
 è t

j 
ìîãóò

èìåòü îáùèé äåëèòåëü, êîòîðûé ìû îáî-
çíà÷àåì ÍÎÄ (t

i
, t

j
). Îáðàçóåì òåïåðü èç íèõ

íîâûé ïîëèíîì, êîòîðûé îáîçíà÷èì
S )( ji g,g  ïî ôîðìóëå

)(
)(

ji

jiiijj

t,tÍÎÄ

gtcgtc
j,iS

−
= .

Ýòè ïîëèíîìû òàê è íàçûâàþòñÿ
S-ïîëèíîìàìè.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì çàìå÷àòåëüíóþ
òåîðåìó Áóõáåðãåðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü çàäàíî óïîðÿäî÷åíèå
ìîíîìîâ. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ

}{ 321 rg...,,g,g,g  èç èäåàëà J òîãäà è òîëü-
êî òîãäà îáðàçóåò áàçèñ Ãð¸áíåðà ýòîãî èäå-
àëà äëÿ ýòîãî ïîðÿäêà, åñëè âñå âîçìîæíûå
S-ïîëèíîìû )( j,iS  ðåäóöèðóþòñÿ ê íóëþ îò-
íîñèòåëüíî ìíîæåñòâà }{ 321 rg...,,g,g,g .

Òàêîå êîíå÷íîå óñëîâèå óæå ìîæíî
ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ, õîòÿ ýòî î÷åíü òðóäîåìêàÿ ïðîöåäóðà.

Íà ýòîé òåîðåìå è îñíîâàí àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ áàçèñà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò â
ïðèíöèïå ëþáóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðè-
âåñòè ê ïðîñòåéøåé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

Àëãîðèòì Áóõáåðãåðà

Ïóñòü èäåàë çàäàí êîíå÷íûì íàáîðîì
ïîëèíîìîâ











)x,...,x,x(P

...

)x,...,x,x(P

)x,...,x,x(P

nm

n

n

21

212

211

.

Ñíà÷àëà ìû ïîïðîáóåì ïðîñòî ðåäó-
öèðîâàòü ïîëèíîìû iP  îòíîñèòåëüíî äðóã
äðóãà è ïîëó÷èì ðåäóöèðîâàííîå ìíîæåñòâî
G = }{ 321 kg...,,g,g,g . Òåïåðü ïðîâåðèì, íå
ÿâëÿåòñÿ ëè îíî óæå áàçèñîì Ãð¸áíåðà. Åñëè
äà, òî ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ. Åñëè íåò,

òî êàêîé-òî èç S-ïîëèíîìîâ )( j,iS  íå ðåäó-

öèðóåòñÿ ê íóëþ. Äîáàâëÿåì òåïåðü åãî ðå-
äóêöèþ ê ìíîæåñòâó G â êà÷åñòâå ïîëèíî-
ìà 1+kg  è ñíîâà ïðîâîäèì âñåâîçìîæíûå
ðåäóêöèè. Òî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ íå ìîæåò
ïðîäîëæàòüñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, òàêæå ìî-
æåò áûòü âûâåäåíî èç ëåììû Äèêñîíà. Â
êîíöå êîíöîâ ìû ïîëó÷èì èñêîìûé áàçèñ
Ãð¸áíåðà.

Îòìåòèì çäåñü, ÷òî ðåçóëüòàò ïðîöå-
äóðû íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå
ìû âûáèðàåì S-ïîëèíîìû è â êàêîì ïîðÿä-
êå ìû ïðîâîäèì âîçìîæíûå ðåäóêöèè. Áà-
çèñ Ãð¸áíåðà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñàìèì
èäåàëîì è âûáðàííûì óïîðÿäî÷åíèåì ìî-
íîìîâ.

Îäíàêî ñêîðîñòü ðàáîòû òàêîãî àëãî-
ðèòìà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ýòèõ ôàêòî-
ðîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî âîç-
ìîæíîñòåé, äëÿ òîãî ÷òîáû óñêîðèòü ýòó
ïðîöåäóðó.

Âî-ïåðâûõ, îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïðî-
âåðÿòü íå âñå âîçìîæíûå S-ïîëèíîìû, à òîëü-
êî óäîâëåòâîðÿþùèå íåêîòîðûì äîïîëíè-
òåëüíûì óñëîâèÿì. Òàêèå óñëîâèÿ ïðèíÿòî
íàçûâàòü êðèòåðèÿìè, è íàèáîëåå ìîùíûå

Ýòè ïîëèíîìû òàê è íàçûâàþòñÿ
                          S-ïîëèíîìàìè.
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èç òàêèõ êðèòåðèåâ òàêæå áûëè ïðèäóìàíû
Áóõáåðãåðîì è íàçûâàþòñÿ êðèòåðèÿìè Áóõ-
áåðãåðà. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ äîêàçûâàòü
óòî÷íåíèå òåîðåìû Áóõáåðãåðà, ãîâîðÿùåå
î òîì, ÷òî ðåäóöèðóåìîñòü òîëüêî S-ïîëè-
íîìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðèòåðèÿì, äîñ-
òàòî÷íà, äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî ÿâëÿ-
ëîñü áàçèñîì Ãð¸áíåðà. Äðóãîé âîçìîæíîñ-
òüþ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê íàèëó÷øåé ñòðàòåãèè
âûáîðà S-ïîëèíîìîâ íà êàæäîì øàãå. Âñå
øàãè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íóëåâûì ðåäóê-
öèÿì, â ïðèíöèïå ëèøíèå, è õîòåëîñü áû
êàê-òî ïðåäñêàçûâàòü òàêîé ðåçóëüòàò çàðà-
íåå. Çà ïîñëåäíèå 30 ëåò áûëî ïðèäóìàíî
ìíîæåñòâî ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ñòðàòåãèé,
è ïîèñêè â ýòîì íàïðàâëåíèè âñå åùå ïðî-
äîëæàþòñÿ.

Êàêóþ æå èíôîðìàöèþ ìîæíî èç-
âëå÷ü èç áàçèñà?

Òåïåðü ìû óæå íå òîëüêî çíàåì, ÷òî
òàêîå áàçèñ Ãð¸áíåðà, íî äàæå ïðåäñòàâ-
ëÿåì ñåáå àëãîðèòì, ïî êîòîðîìó åãî ïî-
ëó÷àåò êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà. Ê ñîæà-
ëåíèþ, ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãð¸á-
íåðà äîâîëüíî âåëèêà, è ìû íå áóäåì ðå-
êîìåíäîâàòü âàì ðåøàòü íà ïðàêòèêå ñèñ-
òåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèâîäÿ
ñèñòåìó ê âèäó áàçèñà Ãð¸áíåðà ñ êàðàíäà-
øîì è ëèñòî÷êîì áóìàãè. Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü ëèøü â ñàìûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ. Ê
ñ÷àñòüþ, ñóùåñòâóþò ìîùíûå êîìïüþòåðíûå
ïðîãðàììû, ãäå ýòîò àëãîðèòì ðåàëèçîâàí,

íàïðèìåð MAPLE, MATHEMATIKA,
SINGULAR è íåêîòîðûå äðóãèå. Åñëè ó âàñ
óñòàíîâëåíà íà êîìïüþòåðå ïðîãðàììà
MAPLE èëè MATHEMATIKA, âû ìîæåòå
ñäåëàòü ýòî íà êîìïüþòåðå. Äàâàéòå òåïåðü
ðàçáåðåìñÿ, êàêèå çàäà÷è ìû ñìîæåì ðå-
øèòü, ïðèâîäÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ê âèäó
áàçèñà Ãð¸áíåðà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, èìåÿ
ïåðåä ñîáîé áàçèñ Ãð¸áíåðà, âû÷èñëåííûé
äëÿ êàêîé-ëèáî ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïðî ýòó
ñèñòåìó è åå ðåøåíèÿ ìîæíî óçíàòü ïðàê-
òè÷åñêè âñå. Ìû óæå çíàåì, êàê îïðåäåëèòü
ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé: áàçèñ
Ãð¸áíåðà íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû áóäåò ñî-
ñòîÿòü èç îäíîé êîíñòàíòû 1. Òî åñòü íàøà
ñèñòåìà îêàæåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé îäíîìó
óðàâíåíèþ 0 = 1.

Åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ êîìïëåêñíû-
ìè ðåøåíèÿìè, òî ïî áàçèñó Ãð¸áíåðà ëåã-
êî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ðåøåíèé âàøåé
ñèñòåìû. Ìû ñåé÷àñ îãðàíè÷èìñÿ äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè ñëó÷àåì äâóõ ïåðåìåííûõ, íî
àáñîëþòíî òàêæå ðåøàåòñÿ ýòîò âîïðîñ è â
îáùåì ñëó÷àå.

Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, íàïðèìåð

1

0253
55

63

=+

=++

yx

xyyx

Âû÷èñëèì åå áàçèñ Ãð¸áíåðà. Åñëè ìû
èñïîëüçóåì äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ìîíîìîâ óïî-
ðÿäî÷åíèå ïî îáùåé ñòåïåíè ìîíîìîâ, òî
ðåçóëüòàòîì áóäóò òðè ïîëèíîìà:

xxyxy 

xyyx 

y x

610925

253
4411

63

55

−−−

++

+

Ïîñìîòðèì òåïåðü íà èõ ñòàðøèå ÷ëå-
íû. Ýòèìè ÷ëåíàìè áóäóò 5x , 6

xy  è 11y .
Íàðèñóåì òåïåðü íà êëåò÷àòîé áóìàãå òðè
òî÷êè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ìîíîìàì. Ýòî áóäóò
òî÷êè (5; 0), (1; 6) è (0; 11) (ðèñóíîê 1).

Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì âñå òî÷êè ñ öåëû-
ìè êîîðäèíàòàìè, íàõîäÿùèåñÿ ëåâåå è
íèæå íàøèõ îòìå÷åííûõ òî÷åê. Íåòðóäíî
ïîäñ÷èòàòü, ÷òî èõ ðîâíî 35. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íàøà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ðîâíî
35 êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé. Åñëè áû ìû

Áàçèñ Ãðåáíåðà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñàìèì
èäåàëîì è âûáðàííûì óïîðÿäî÷åíèåì ìîíîìîâ.
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èñïîëüçîâàëè äðóãîé ïîðÿäîê ìîíîìîâ, òî
ìû ìîãëè ïîëó÷èòü äðóãîé áàçèñ ñ äðóãèìè
ñòàðøèìè ÷ëåíàìè, íî âîò êîëè÷åñòâî öå-
ëûõ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ ëåâåå è íèæå òî-
÷åê, èçîáðàæàþùèõ ñòàðøèå ÷ëåíû áàçèñà,
îêàçàëîñü áû ðîâíî 35.

Åñëè áû íàì íåîáõîäèìî áûëî íàéòè
âñå ýòè 35 ðåøåíèé, òî ïðèøëîñü áû âû-
÷èñëèòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé áàçèñ Ãð¸áíå-
ðà. Ìû óæå îáúÿñíÿëè, ÷òî â òàêîì áàçèñå
ñèñòåìà, èìåþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøå-
íèé, áóäåò ïðèâåäåíà ê òðåóãîëüíîìó âèäó.
Âû÷èñëèâ íà êîìïüþòåðå òàêîé áàçèñ, âû
ñðàçó ïî÷óâñòâóåòå ñëîæíîñòü ýòîé ïðîöå-
äóðû. Åùå áû, ðåçóëüòàò ñîñòîèò âñåãî èç
äâóõ ïîëèíîìîâ. Ïåðâûé èç íèõ, êàê è ïî-
ëîæåíî, íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x.
Îí ðàâåí

105920

151935

14181330

7292431350243

3272913503125

2700150015003125

yyyy

yyy

yyyy

+−++

+−−++

+−+−−

Êàê âèäèì, åãî ñòåïåíü ðàâíà ðîâíî
35, è ó íàñ óðàâíåíèå äëÿ y èìååò ðîâíî 35
êîðíåé.

À âîò âòîðîå ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíå-
íèå ñïîñîáíî âïå÷àòëèòü êîãî óãîäíî (ñì.
ðèñóíîê 2).

Òåì íå ìåíåå, êàê áû ñòðàøíî îíî íå
âûãëÿäåëî, åãî ñòðóêòóðà ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòà.
Âòîðîå óðàâíåíèå èìååò ñòàðøèì ÷ëåíîì
36794462693441470642178675290680506672
5649001902683192x. Îñòàëüíûå ÷ëåíû çà-
âèñÿò òîëüêî îò ó, è ÷òîáû ðåøèòü ñèñòåìó
íàäî âî âòîðîå óðàâíåíèå ïîäñòàâèòü 35
êîðíåé ïåðâîãî. Êàæäûé ðàç áóäåò ïîëó-
÷àòüñÿ ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî x óðàâíåíèå,
ïðàâäà ñ êîýôôèöèåíòîì 3679446269344147
06421786752906805066725649001902683192.

Ìû íå áóäåì âàì ñîâåòîâàòü ïðîäå-
ëàòü ýòè âû÷èñëåíèÿ âðó÷íóþ.

À òåïåðü ìû ïîêàæåì, êàê, èñïîëü-
çóÿ áàçèñû Ãð¸áíåðà, ìîæíî ðåøàòü ãåîìåò-
ðè÷åñêèå çàäà÷è.

Âûâîä ôîðìóë

Äàâàéòå ïîïûòàåìñÿ âûâåñòè êàêóþ-
íèáóäü ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ ýëåìåíòû
ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîïðîáóåì

ðåøèòü òàêóþ çàäà÷ó: âûðàçèòü ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ÷åðåç åãî âûñîòû. Äëÿ ýòîãî âñïîì-
íèì èçâåñòíûå íàì ïðîñòûå ôîðìóëû.

ahS a2
1= , bhS b2

1= , chS c2
1=

)cp)(bp)(ap(pS −−−=

Äîáàâèì ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ïîëó-
ïåðèìåòðà

cbap ++=2

Ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â ïîëèíî-
ìèàëüíîì âèäå, çàìåíèâ óðàâíåíèå äëÿ S:

))()((2 cpbpappS −−−=

Âû÷èñëèì òåïåðü åå áàçèñ Ãð¸áíåðà,
òàê ÷òîáû ìëàäøèìè ïåðåìåííûìè îêàçà-
ëèñü cba h,h,h è S.

Îäíî èç óðàâíåíèé áàçèñà îêàæåòñÿ
ðàâíûì

2444444

42244242

4444422444

22

2

ShhhShh

ShhhShhh

ShhShhhShh

abcbc

abcabc

acabcab

++

+−−

−+−

Ñîêðàòèâ ýòî âûðàæåíèå íà 2S , ïî-
ëó÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó

444444224242422

444
2

222 cacbbaabcabcabc

cba

hhhhhhhhhhhhhh

hhh
S

−−−++
= .

Îòìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ýòó ôîð-
ìóëó, ïðîñòî èñêëþ÷èâ íåíóæíûå íàì ïå-
ðåìåííûå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ áàçèñà
Ãð¸áíåðà.

Ðèñóíîê 1.
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Âàñèëüåâ Í.Í.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ çàäà-
÷ó. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû ñâîèìè óðàâ-
íåíèÿìè òðè îêðóæíîñòè. Êàê ïî êîîðäè-
íàòàì èõ öåíòðîâ è èõ ðàäèóñàì îïðåäå-
ëèòü, èìåþò ëè îíè îáùóþ òî÷êó. Ñäåëàåì
îäíî óïðîùåíèå: ïîìåñòèì öåíòð ïåðâîé
îêðóæíîñòè â íà÷àëî êîîðäèíàò, à åå ðàäè-
óñ ïîëîæèì ðàâíûì 1.

Âûïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ òðåõ îê-
ðóæíîñòåé.
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Ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñ-
ëîâèÿõ ýòà ñèñòåìà íå èìååò äàæå êîìï-
ëåêñíûõ ðåøåíèé.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ðåøàòü ýòè óðàâ-
íåíèÿ, ìû íàéäåì áàçèñ Ãð¸áíåðà ýòîé

Ðèñóíîê 2.

367944626934414706421786752906805066725649001902683192x +
+ 18457980566150441031462963228820288042681185600000000y �
� 47837339917872061932616501235049260719631537494080000y4�
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+ 1275135882509770980129837504202984282987393930318855773y3 +
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� 19121961277149639001581974898205471805982052725888000.
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Óïðîùåíèå ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé è áàçèñû Ãð¸áíåðà

ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Âàñèëüåâ Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ
Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì. Â.À. Ñòåêëîâà.
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ñèñòåìû, ðàñïîëîæèâ ïåðåìåííûå ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå

)( 2121 y,x,r,r,x,x .
Áàçèñ Ãð¸áíåðà ýòîé ñèñòåìû, ñîäåð-

æèò îäèí ïîëèíîì, íå ñîäåðæàùèé ïåðå-
ìåííûõ x è y.

Âñïîìíèì, ÷òî åñëè â ïðèíöèïå âîç-
ìîæíî èñêëþ÷èòü ïåðåìåííûå èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé, òî ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé áàçèñ
Ãð¸áíåðà áóäåò ñîäåðæàòü óðàâíåíèå ñ èñ-
êëþ÷åííûìè ïåðåìåííûìè.

Ýòîò ïîëèíîì èìååò âèä (ñì. ðèñó-
íîê 3).

P = 0 ñëóæèò íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé.

Ôîðìóëà íå âûãëÿäèò ïðîñòîé, íî âåäü
ìû åå ïîëó÷èëè, íå ðåøàÿ óðàâíåíèé!

Åñëè áû ìû ïîëîæèëè ïåðåìåííûå
x1 = x2 è y1 = y2, òî, î÷åâèäíî, ÷òî íàøà
ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à èìåëà áû ðåøåíèå
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè r1 = r2. À ÷òî áû
ñêàçàë íàì áàçèñ Ãð¸áíåðà?

Ðèñóíîê 3.

 Çàìåíèì â ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðå-
ìåííûå x2 è y2 íà x1 è y1.

Ñíîâà âû÷èñëèì áàçèñ. Îí òåïåðü
ñîäåðæèò ïîëèíîì 2

2
2

1 rr − . Êîíå÷íî, åãî
ðàâåíñòâî íóëþ åñòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå
íàëè÷èÿ îáùåé òî÷êè.

Çàêëþ÷åíèå

Ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ î÷åíü ìîùíûì
ñðåäñòâîì óïðîùåíèÿ ñèñòåì ïîëèíîìèàëü-
íûõ óðàâíåíèé � òåîðèåé áàçèñîâ Ãð¸áíå-
ðà. Íà ñåãîäíÿ ýòî ñàìûé ñèëüíûé àëãîðèò-
ìè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ
ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îí ïî-
çâîëÿåò ïîëíîñòüþ èññëåäîâàòü ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ñèñòåìû è â ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà
èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, � íàéòè ýòè
ðåøåíèÿ. Óìåëî ïðèìåíÿÿ ýòî ñðåäñòâî,
ìîæíî èñêëþ÷àòü ïåðåìåííûå èç ñèñòåì,
âûâîäèòü íîâûå ôîðìóëû è ðåøàòü ìíîæå-
ñòâî äðóãèõ, ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷.


