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Êîñîâñêàÿ Òàòüÿíà Ìàòâååâíà

Î ÊËÀÑÑÀÕ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Â ïðåäûäóùåì íîìåðå æóðíàëà [1]
áûëî äàíî ïîíÿòèå âðåìåííóé ñëîæíîñòè
àëãîðèòìà êàê êîëè÷åñòâà øàãîâ åãî ðàáî-
òû â çàâèñèìîñòè îò äëèíû çàïèñè èñõîä-
íûõ äàííûõ è îïðåäåëåíû äâà êëàññà ïðå-
äèêàòîâ. Êëàññ P � êëàññ ïðåäèêàòîâ, ïðî-
âåðêà èñòèííîñòè êîòîðûõ íà äåòåðìèíè-
ðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà ìîæåò áûòü îñó-
ùåñòâëåíà ñ êîëè÷åñòâîì øàãîâ, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèì íåêîòîðîãî ïîëèíîìà îò äëèíû çà-
ïèñè èñõîäíûõ äàííûõ. Êëàññ NP � êëàññ
ïðåäèêàòîâ, ïðîâåðêà èñòèííîñòè êîòîðûõ
íà íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèí-
ãà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ñ êîëè÷åñòâîì
øàãîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèì íåêîòîðîãî ïî-
ëèíîìà îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ.
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî P ⊆ NP è ñôîðìóëèðî-
âàíà.

Òåîðåìà. Åñëè çàäà÷à ïðèíàäëåæèò
êëàññó NP, òî ñóùåñòâóåò ðåøàþùèé åå
àëãîðèòì, ðåàëèçîâàííûé íà äåòåðìèíèðî-
âàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà, çàêàí÷èâàþùåé
ðàáîòó ñ ÷èñëîì øàãîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèì
2 p(n), ãäå p(n) � íåêîòîðûé ïîëèíîì îò äëè-
íû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ n.

Òî åñòü â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ çàäà÷
èç êëàññà NP ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî
ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ åå ðåøåíèÿ. Îä-
íîé èç ñàìûõ ñëîæíûõ è àêòóàëüíûõ ïðî-
áëåì ìàòåìàòèêè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè-
çíàíà ïðîáëåìà ñîâïàäåíèÿ èëè íåñîâïàäå-
íèÿ êëàññîâ P è NP.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ âðåìåí-
íîé ñëîæíîñòè îãðàíè÷åíà ìíîãî÷ëåíîì îò
äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî àëãîðèòì èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ

ñëîæíîñòü. Åñëè æå ôóíêöèÿ âðåìåííîé
ñëîæíîñòè îãðàíè÷åíà ñòåïåííîé ôóíêöè-
åé (èëè ôóíêöèåé âèäà a f (n), ãäå f(n) ≥ nk,
a > 1, k > 0) îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàí-
íûõ, òî àëãîðèòì èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ
ñëîæíîñòü.

NP-ÏÎËÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà î ñîâïàäåíèè
èëè ðàçëè÷èè êëàññîâ P è NP áûëî ââåäåíî
ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè çàäà÷.
Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïîñìîòðåòü,
íàïðèìåð, â [2]. Ïî ñóòè äåëà çàäà÷à P1 ïî-
ëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å P2, åñëè ëþ-
áûå èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è P1 ìîæíî áû-
ñòðî (çà ïîëèíîì øàãîâ îò äëèíû èõ çàïè-
ñè) ïåðåôîðìóëèðîâàòü â èñõîäíûå äàííûå
äëÿ P2, ïðè÷åì îáå çàäà÷è íà ýòèõ ïàðàõ
èñõîäíûõ äàííûõ èìåþò (èëè íå èìåþò)
ðåøåíèÿ îäíîâðåìåííî. Ïðèìåðàìè òàêèõ
çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷è «Êîììè-
âîÿæåð» è «Ãàìèëüòîíîâ öèêë». Íèæå ÷å-
ðåç Z+ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ìíîæåñòâî öå-
ëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Êîììèâîÿæåð

Äàíî: C = {c1, ..., cn} � ìíîæåñòâî ãî-
ðîäîâ, d(ci, cj) ∈ Z+ � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ãîðîäàìè, B ∈ Z+ .

Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ìàðøðóò, ïðî-
õîäÿùèé ÷åðåç âñå ãîðîäà èç C, äëèíà êî-
òîðîãî íå ïðåâîñõîäèò B?

Òî åñòü ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ãîðîäîâ ci1, ..., cin, ýëåìåíòîâ èç C, òà-
êàÿ ÷òî Sj=1

n�1 d(cij, ci(j+1)) + d(cin, ci1) ≤ B?
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Ãàìèëüòîíîâ öèêë (ÃÖ)

Äàíî: ãðàô G = (V, E) .

Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè â G ãàìèëüòî-
íîâ öèêë?

Òî åñòü ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàçëè÷íûõ âåðøèí ãðàôà vi1, ..., vin ,
òàêàÿ ÷òî n � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå è
êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ âåðøèí ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (à òàêæå ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ)
ñîåäèíåíû ðåáðîì?

Çàäà÷à «ÃÖ» ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèò-
ñÿ ê çàäà÷å «Êîììèâîÿæåð» ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïóñòü çàäàíû èñõîäíûå äàííûå äëÿ
çàäà÷è «ÃÖ» � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà V
è ìíîæåñòâî åãî ðåáåð E. Èñõîäíûå äàí-
íûå äëÿ çàäà÷è «Êîììèâîÿæåð» áóäóò ñëå-
äóþùèìè. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ãîðîäîâ C
áåðåì ìíîæåñòâî V. Ðàññòîÿíèÿì ïðèñâàè-
âàåì çíà÷åíèÿ 1 èëè 2 ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
âèëó: åñëè {vi, vj) ∈ E, òî d(vi, vj) = 1; â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå d(vi, vj) = 2. Â êà÷åñòâå ÷èñ-
ëà B áåðåì êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå.

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïî âñÿêèì èñ-
õîäíûì äàííûì äëÿ çàäà÷è «ÃÖ» ïîëèíî-
ìèàëüíî áûñòðî ñòðîÿòñÿ èñõîäíûå äàííûå
äëÿ çàäà÷è «Êîììèâîÿæåð». Âðåìÿ òðåáó-
åòñÿ òîëüêî íà âûïèñûâàíèå ìàòðèöû ðàñ-
ñòîÿíèé, à ýòî êâàäðàò îò êîëè÷åñòâà âåð-
øèí ãðàôà. Ïðè ýòîì íà ýòèõ ïàðàõ èñõîä-
íûõ äàííûõ çàäà÷è èìåþò (èëè íå èìåþò)
ðåøåíèå îäíîâðåìåííî, òàê êàê ìàðøðóò
äëÿ êîììèâîÿæåðà äëèíû íå áîëåå ÷åì n
ìîæåò ïðîõîäèòü òîëüêî ïî ðåáðàì ãðàôà.

Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
«Êîììèâîÿæåð» èìååòñÿ áûñòðûé (ïîëèíî-
ìèàëüíûé) àëãîðèòì, òî è äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è «ÃÖ» òàêæå èìååòñÿ áûñòðûé (ïîëè-
íîìèàëüíûé) àëãîðèòì, âðåìÿ ðàáîòû êîòî-
ðîãî áîëüøå âðåìåíè ðàáîòû èñõîäíîãî àë-
ãîðèòìà òîëüêî íà âðåìÿ çàïèñè íîâûõ èñ-
õîäíûõ äàííûõ. Ê ñîæàëåíèþ, ïîëèíîìè-
àëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷
â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíû, íåñìîòðÿ íà
ïðàêòè÷åñêóþ ïîëåçíîñòü çàäà÷è «Êîììè-
âîÿæåð» è ðàçíîîáðàçèå ìåòîäîâ, ðàçðàáî-
òàííûõ äëÿ åå ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîé, åñëè
îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó NP è ëþáàÿ çàäà÷à
èç êëàññà NP ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê íåé.

Íàäåþñü, ÷òî èç ðàññìîòðåííîãî ïðè-
ìåðà äîëæíî áûòü ÿñíî, ÷òî

� åñëè äëÿ êàêîé-ëèáî NP-ïîëíîé çà-
äà÷è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëü-
íîãî àëãîðèòìà, òî òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî
P = NP;

� åñëè æå õîòü äëÿ îäíîé NP-ïîëíîé
çàäà÷è áóäåò äîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
ðåøàþùåãî åå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà
(òî åñòü ëþáîé àëãîðèòì, ðåøàþùèé åå,
ðàáîòàåò çà âðåìÿ, áîëüøåå ëþáîãî ïîëè-
íîìà îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ),
òî áóäåò äîêàçàíî, ÷òî P ≠ NP.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîêàçàíà NP -ïîë-
íîòà òûñÿ÷ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ. Îáøèðíûé
ñïèñîê, ñîäåðæàùèé áîëåå òðåõñîò NP-ïîë-
íûõ çàäà÷, ïðèâåäåí â [2]. Ýòè çàäà÷è îòíî-
ñÿòñÿ ê ñàìûì ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì ìàòå-
ìàòèêè è èíôîðìàòèêè: òåîðèÿ ãðàôîâ è
ïîñòðîåíèå ñåòåé, ìíîæåñòâà è ðàçáèåíèÿ,
õðàíåíèå è ïîèñê äàííûõ, òåîðèÿ ðàñïèñà-
íèé, ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå,
àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë, ëîãèêà, òåîðèÿ àâ-
òîìàòîâ è ÿçûêîâ, îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàìì,
èãðû è ãîëîâîëîìêè.

Äî ñèõ ïîð íè äëÿ îäíîé NP-ïîëíîé
çàäà÷è íå íàéäåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì.
Ñðåäè ìàòåìàòèêîâ èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå
îñíîâàíèå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêèõ àëãîðèò-
ìîâ è íå ñóùåñòâóåò. Íî ÷òî æå äåëàòü, åñëè
íà ïðàêòèêå òðåáóåòñÿ ðåøàòü NP-ïîëíóþ
çàäà÷ó äëÿ ìíîãèõ ðàçëè÷íûõ èñõîäíûõ äàí-
íûõ? Íåóæåëè æäàòü çàâåðøåíèÿ ðàáîòû
ïðîãðàììû ñîòíè ëåò?

...ñóùåñòâóåò ëè ìàðøðóò...
äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò B?
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 Ê ñ÷àñòüþ, «Áîã èçîùðåí, íî íå çëî-
íàìåðåí». Äëÿ ðàçëè÷íûõ èñõîäíûõ äàííûõ
îäíîé è òîé æå äëèíû âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ðàçëè÷íî. Ëåò òðèäöàòü íàçàä íåêîòî-
ðûå ìàòåìàòèêè «ðàçâëåêàëèñü» òåì, ÷òî äëÿ
àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî NP-ïîëíóþ çàäà÷ó,
íàõîäèëè òàêèå èñõîäíûå äàííûå, íà êîòî-
ðûõ ÷èñëî øàãîâ ðàáîòû àëãîðèòìà äåéñòâè-
òåëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî. Ýòî áûëà íå î÷åíü
ïðîñòàÿ çàäà÷à. Ïðè ðåøåíèè îãðîìíîãî
êîëè÷åñòâà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èõ èñõîä-
íûå äàííûå òàêîâû, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãî-
ðèòìà íàä ýòèìè èñõîäíûìè äàííûìè íå
ñòîëü âåëèêî, êàê ìîãëî áû áûòü. Íî ýòî
äàëåêî íå äëÿ âñåõ çàäà÷.

ÀÍÀËÈÇ ÏÎÄÇÀÄÀ×

Ïîäçàäà÷åé äàííîé çàäà÷è íàçûâàåò-
ñÿ òàêàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç èñ-
õîäíîé íàëîæåíèåì íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé
íà åå èñõîäíûå äàííûå. Íàïðèìåð, ïîäçà-
äà÷åé ïðîñòåéøåé çàäà÷è íàëè÷èÿ âåùåñòâåí-
íûõ êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè a, b, c ∃ x (ax2 + bx + c = 0)
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàëè÷èÿ âåùåñòâåííûõ
êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ñ êîýôôè-
öèåíòàìè a, b, c ïðè óñëîâèè, ÷òî ac < 0 ∃ x
(ax2 + bx + c = 0 & ac <0). Èñõîäíàÿ çàäà÷à
õîòü è íå ñëîæíà, íî òðåáóåò íåêîòîðûõ
âû÷èñëåíèé. Åå ïîäçàäà÷à æå òðèâèàëüíà,
òàê êàê òàêèå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû âñåãäà
èìåþò âåùåñòâåííûå êîðíè.

Àíàëèç ïîäçàäà÷ NP-ïîëíîé çàäà÷è
èìååò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè
îòâåòå íà âîïðîñ, áóäåò ëè ðåøàþùàÿ ïî-
ñòàâëåííóþ çàäà÷ó ïðîãðàììà ðàáîòàòü ïðè-
åìëåìîå âðåìÿ èëè íåò.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ NP-
ïîëíûõ çàäà÷ è èõ ïîäçàäà÷.

Âûïîëíèìîñòü (Âûï)
Äàíî: U = {u1, ..., un} � ìíîæåñòâî

ïðîïîçèöèîíàëüíûõ (áóëåâñêèõ) ïåðåìåí-
íûõ, C = {c1, ..., cm} � ìíîæåñòâî ïðåäëî-
æåíèé (ïðîñòûõ äèçúþíêöèé, òî åñòü äèçú-
þíêöèé ïåðåìåííûõ è/èëè èõ îòðèöàíèé)
íàä U.

Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿþùèé êàæäîå
ïðåäëîæåíèå èç C? (Òî åñòü òàêîé íàáîð

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì êàæäîå
ïðåäëîæåíèå èç C èñòèííî?)

3-Âûïîëíèìîñòü (3-Âûï)
Äàíî: U = {u1, ..., un} � ìíîæåñòâî

ïðîïîçèöèîíàëüíûõ (áóëåâñêèõ) ïåðåìåí-
íûõ, C = {c1, ..., cm} � ìíîæåñòâî ïðåäëî-
æåíèé (ïðîñòûõ äèçúþíêöèé) íàä U, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî òðè ïåðå-
ìåííûå.

Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿþùèé êàæäîå
ïðåäëîæåíèå èç C?

2-Âûïîëíèìîñòü (2-Âûï)
Äàíî: U = {u1, ..., un} � ìíîæåñòâî

ïðîïîçèöèîíàëüíûõ (áóëåâñêèõ) ïåðåìåí-
íûõ, C = {c1, ..., cm} � ìíîæåñòâî ïðåäëî-
æåíèé (ïðîñòûõ äèçúþíêöèé) íàä U, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî äâå ïåðå-
ìåííûå.

Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿþùèé êàæäîå
ïðåäëîæåíèå èç C?

1-Âûïîëíèìîñòü (1-Âûï)
Äàíî: U = {u1, ..., un} � ìíîæåñòâî

ïðîïîçèöèîíàëüíûõ (áóëåâñêèõ) ïåðåìåí-
íûõ, C = {c1, ..., cm} � ìíîæåñòâî ïðåäëî-
æåíèé (ïðîñòûõ êîíúþíêöèé) íàä U, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî îäíó ïåðå-
ìåííóþ.

Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿþùèé êàæäîå
ïðåäëîæåíèå èç C?

Ïåðâûå äâå çàäà÷è NP-ïîëíû, õîòÿ çà-
äà÷à «3-Âûï» è ÿâëÿåòñÿ ïîäçàäà÷åé çàäà÷è
«Âûï» è ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû èõ ðå-
øåíèÿ íåèçâåñòíû. Çàäà÷è «2-Âûï» è «1-Âûï»
òîæå ÿâëÿþòñÿ ïîäçàäà÷àìè çàäà÷è «Âûï»,

...«Áîã èçîùðåí, íî íå çëîíàìåðåí»...
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íî äëÿ «2-Âûï» èçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì, à çàäà÷à «1-Âûï» ëåãêî ðåøàåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûì ïðîñìîòðîì ìíîæåñòâà C.

Ýòè ïðèìåðû ìîãóò ïîêàçàòüñÿ ñëèø-
êîì àáñòðàêòíûìè è íå èìåþùèìè ïðàêòè-
÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ (õîòÿ ýòî è íå òàê).
Ïðàêòè÷åñêàÿ ïîëåçíîñòü ñëåäóþùåé NP-
ïîëíîé çàäà÷è, ïî-âèäèìîìó, âèäíà âñåì.

Ðàñïèñàíèå äëÿ ìóëüòèïðîöåññîðíîé
ñèñòåìû

Äàíî: Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A «çàäà-
íèé», «äëèòåëüíîñòè» l(a) ∈ Z+ äëÿ âñåõ a
∈ A, ÷èñëî m ∈ Z+ «ïðîöåññîðîâ» è «äè-
ðåêòèâíûé ñðîê» D ∈ Z+.

Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå
A = A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Am ìíîæåñòâà A íà m

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, òàêîå ÷òî
max1 ≤ i ≤ mΣa ∈ Ai

l(a) ≤ D ?

Òî åñòü ìîæíî ëè ðàñïðåäåëèòü âñå
çàäàíèÿ íà m ïðîöåññîðîâ òàê, ÷òîáû ê äè-
ðåêòèâíîìó ñðîêó âñå çàäàíèÿ áûëè áû âû-
ïîëíåíû?

Çàäà÷à NP-ïîëíà, è ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ íåèçâåñòåí. Íî åñëè
òðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íà 2 ïðîöåññîðà,
íà 3 ïðîöåññîðà èëè äàæå íà 100 ïðîöåññî-
ðîâ (âñå ýòî ïîäçàäà÷è èñõîäíîé çàäà÷è), òî
òàêèå ïîäçàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû çà âðå-
ìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå íåêîòîðîãî ïîëèíîìà
îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ (÷èñëî
ïðîöåññîðîâ m â ýòèõ ïîäçàäà÷àõ èñõîäíû-
ìè äàííûìè íå ÿâëÿþòñÿ). Êîíå÷íî æå, äëÿ
êàæäîãî êîíêðåòíîãî ôèêñèðîâàííîãî êîëè-
÷åñòâà ïðîöåññîðîâ m ýòè ïîëèíîìû áóäóò
èìåòü ðàçëè÷íóþ ñòåïåíü, ïðè÷åì ñ ðîñòîì
êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ ýòà ñòåïåíü áóäåò
ðàñòè. Ñòîèò çàäóìàòüñÿ î òîì, êàêàÿ ôóíê-
öèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè � 2n (ýêñïîíåí-
öèàëüíàÿ ñëîæíîñòü) èëè n100 (ïîëèíîìèàëü-
íàÿ ñëîæíîñòü) áîëåå ïðèåìëåìà äëÿ âàøèõ
èñõîäíûõ äàííûõ, åñëè äëèíà èõ çàïèñè n
íå ïðåâîñõîäèò 10, èëè 100, èëè 10 000.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ðåêîìåíäàöèÿ
ê òîìó, ÷òî æå äåëàòü, åñëè òðåáóåòñÿ ìíî-
ãîêðàòíî ñ èñõîäíûìè äàííûìè áîëüøîé
äëèíû ðåøàòü çàäà÷ó, ïðî êîòîðóþ âàì êà-
æåòñÿ, ÷òî îíà NP-ïîëíà, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì: ïðîâåðüòå, äåéñòâèòåëüíî ëè èñ-
õîäíûå äàííûå, êîòîðûå áóäóò ïîäâåðãàòü-
ñÿ îáðàáîòêå, � ýòî èñõîäíûå äàííûå äëÿ
èçâåñòíîé âàì NP-ïîëíîé çàäà÷è, à íå äëÿ
êàêîé-òî åå ïîäçàäà÷è.

ÏÑÅÂÄÎÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå èñ-
õîäíûõ äàííûõ äëÿ çàäà÷è âûñòóïàþò ÷èñ-
ëà. Åñëè âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ òà-
êîé çàäà÷è íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò ýòèõ
÷èñåë (à íå îò äëèíû èõ çàïèñè) è äëèíû
çàïèñè îñòàëüíûõ èñõîäíûõ äàííûõ, òî òà-
êàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëü-
íîé. Ñðåäè ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ çàäà÷
åñòü è NP-ïîëíûå. Ïðèìåðîì òàêîé ïñåâ-
äîïîëèíîìèàëüíîéè NP-ïîëíîé çàäà÷è ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäà÷à «Ðàçáèåíèå».

Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ,
âûïîëíÿþùèé êàæäîå ïðåäëîæåíèå èç C?

...ìîæíî ëè
ðàñïðåäåëèòü âñå çàäàíèÿ ... òàê,

÷òîáû ê äèðåêòèâíîìó ñðîêó
âñå çàäàíèÿ áûëè áû âûïîëíåíû?
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Î êëàññàõ ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ

ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ðàçáèåíèå
Äàíî: Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A, äëÿ

êàæäîãî a ∈ A åãî «âåñ» s(a) ∈ Ζ+.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî

A' ⊆ A òàêîå, ÷òî
 Σa ∈ A' s(a) = Σa ∈ (A \ A') s(a) ?
Òî åñòü ìîæíî ëè ðàçáèòü ìíîæåñòâî

A íà äâà ïîäìíîæåñòâà îäèíàêîâîãî âåñà?

Äëÿ ýòîé çàäà÷è èçâåñòåí ðåøàþùèé
åå àëãîðèòì, êîòîðûé èñïîëüçóåò íå áîëåå
÷åì nB îïåðàöèé ñëîæåíèÿ (çäåñü B � ñóì-
ìà âåñîâ âñåõ ýëåìåíòîâ èç A, n � êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ â A). Òî åñòü âðåìåííàÿ
ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà îãðàíè÷åíà ïî-
ëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè ìíîæåñòâà A (÷èñ-
ëî n) è ñóììû ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è
(÷èñëî B).

Ïî÷åìó æå ýòà çàäà÷à ïñåâäîïîëèíî-
ìèàëüíà, à íå ïîëèíîìèàëüíà? Âñïîìíèì,
÷òî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è � ýòî ôóí-
êöèÿ îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ. À
âñÿêîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî N ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî êàê N ≈ 2log N ≈ 2|N|. Çäåñü
|N| � äëèíà çàïèñè ÷èñëà N â äâîè÷íîé ñèñ-
òåìå ñ÷èñëåíèÿ, çàïèñü ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèè áåç óêàçàíèÿ îñíîâàíèÿ ïîäðàçó-
ìåâàåò, ÷òî åå îñíîâàíèå ðàâíî äâóì. Òî
åñòü ïåðåä íàìè íà ñàìîì äåëå ýêñïîíåí-
öèàëüíûé àëãîðèòì.

Íî ó ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ çàäà÷
åñòü îäíî ïðåèìóùåñòâî � ÷èñëîâûå ïàðà-
ìåòðû îáû÷íî íå èìåþò î÷åíü áîëüøîé
äëèíû çàïèñè. Íàïðèìåð, òðóäíî ñåáå ïðåä-
ñòàâèòü, ÷òîáû âåñ ìíîãîòîííûõãëûá èçìå-
ðÿëñÿ â ãðàììàõ. Â êðàéíåì ñëó÷àå, ýòî áó-
äóò êèëîãðàììû.

Âîò è âòîðàÿ ðåêîìåíäàöèÿ ê òîìó,
÷òî äåëàòü, åñëè òðåáóåòñÿ ìíîãîêðàòíî ðå-
øàòü çàäà÷ó, êîòîðàÿ NP-ïîëíà. Ïðîâåðüòå,
íå ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîé.
È åñëè äëèíà çàïèñè ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ,
êîòîðûå ïðèäåòñÿ îáðàáàòûâàòü, íå ñëèø-
êîì âåëèêà, òî ñìåëî ïèøèòå ïðîãðàììó,
ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ ìíîãîêðàòíîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè èñõîäíûìè äàííûìè.

Íó à äëÿ NP-ïîëíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ
íå÷èñëîâûå ïàðàìåòðû ìîãóò ïðèíèìàòü
ñàìûå ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, îáû÷íî èñïîëü-
çóþò ïðèáëèæåííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ,

àëãîðèòìû äëÿ êîòîðûõ èíîãäà îêàçûâàþò-
ñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè.

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÄÐÓÃÈÅ
ÊËÀÑÑÛ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ

Äî ñèõ ïîð ìû âñå âðåìÿ ãîâîðèëè î
âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, òî åñòü
î òàêîé ôóíêöèè îò äëèíû çàïèñè èñõîä-
íûõ äàííûõ, ÷òî ÷èñëî øàãîâ ðàáîòû àëãî-
ðèòìà (÷èñëî øàãîâ ìàøèíû Òüþðèíãà) ñ
èñõîäíûìè äàííûìè çàäàííîé äëèíû íå ïðå-
âîñõîäèò çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Îäíàêî
äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòàåò âîïðîñ î ïàìÿòè,
íåîáõîäèìîé äëÿ ðåøåíèÿ òîé èëè èíîé
çàäà÷è.

Ïîä ̧ ìêîñòíîé (èëè çîíàëüíîé) ñëîæ-
íîñòüþ àëãîðèòìà A îáû÷íî ïîíèìàþò ôóí-
êöèþ, çàâèñÿùóþ îò äëèíû çàïèñè èñõîä-
íûõ äàííûõ è âûðàæàþùóþ âåðõíþþ îöåí-
êó ïàìÿòè, íåîáõîäèìîé äëÿ ðàáîòû àëãî-
ðèòìà.

Â íàçâàíèÿõ êëàññîâ ñëîæíîñòè äëÿ
ðàçëè÷åíèÿ âðåìåííîé èëè çîíàëüíîé ñëîæ-
íîñòè èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ TIME è
SPACE ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå,
êîãäà íå ìîæåò âîçíèêíóòü íåîäíîçíà÷íîãî
ïðî÷òåíèÿ, ñëîâî TIME ìîæåò áûòü îïó-
ùåíî.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, êàêàÿ ìîäåëü
ìàøèíû Òüþðèíãà èñïîëüçîâàíà â îïðåäå-
ëåíèè êëàññà ñëîæíîñòè � êëàññè÷åñêàÿ
(äåòåðìèíèðîâàííàÿ) èëè íåäåòåðìèíèðî-
âàííàÿ, â íà÷àëå íàçâàíèÿ êëàññà ñòàâÿò áóê-
âó D èëè N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì áóêâà
D, êàê ïðàâèëî, îïóñêàåòñÿ.

...ìîæíî ëè ðàçáèòü ìíîæåñòâî A
íà äâà ïîäìíîæåñòâà îäèíàêîâîãî âåñà?
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Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé ôóíê-
öèåé îãðàíè÷åíû âðåìÿ èëè ïàìÿòü âû÷èñ-
ëåíèé, èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
LOG � logarithmical � ëîãàðèôìè÷åñêèé;
LIN � linear � ëèíåéíûé;
P � polynomial � ïîëèíîìèàëüíûé;
EXP � exponential � ýêñïîíåíöèàëüíûé.

Òàê, íàïðèìåð, ïîëíûì íàçâàíèåì
êëàññà P áóäåò D-P-TIME (äåòåðìèíèðîâàí-
íîå ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ).

Åñëè èçâåñòíà âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà T(n), òî âñåãäà ìîæíî (äîñòàòî÷-
íî ãðóáî) îöåíèòü åãî çîíàëüíóþ ñëîæíîñòü
S(n) è íàîáîðîò. Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäó-
þùèå íåðàâåíñòâà. S(n) ≤ T(n) è T(n) ≤ 2C ⋅S(n),
ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ìåæäó êëàññàìè ñëîæíîñòè èìåþòñÿ
íåêîòîðûå âêëþ÷åíèÿ, ïðè÷åì äëÿ ðÿäà
êëàññîâ ïðîáëåìà îá èõ ñîâïàäåíèè èëè
íåñîâïàäåíèè îñòàåòñÿ îòêðûòîé è ÿâëÿåò-
ñÿ ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé. Íèæå
ïðèâåäåì íåêîòîðûå âêëþ÷åíèÿ, ïðè ýòîì
çíàê ⊂ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñòðîãîãî

âêëþ÷åíèÿ (òî åñòü êëàññû íå ñîâïàäàþò),
à äëÿ îòêðûòûõ ïðîáëåì, òî åñòü êîãäà äî-
êàçàíî íåñòðîãîå âêëþ÷åíèå ⊆, íî íåèçâåñ-
òíî, ñîâïàäàþò êëàññû èëè íåò, áóäåò èñ-
ïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå ? (ñì. ñõåìó 1).

NP-ÒÐÓÄÍÛÅ È P-SPACE-ÒÐÓÄÍÛÅ
ÇÀÄÀ×È

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå êëàññû ñëîæ-
íîñòè îïðåäåëåíû äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ
(ñì. [1]), òî åñòü äëÿ çàäà÷, èìåþùèõ â êà-
÷åñòâå îòâåòà çíà÷åíèÿ ÄÀ èëè ÍÅÒ. Äëÿ
çàäà÷ ïîèñêà, òî åñòü äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ
íå òîëüêî òðåáóåòñÿ îòâåòèòü, ñóùåñòâóåò
ëè îïèñàííûé îáúåêò, íî è íàéòè åãî, ïå-
ðåä èìåíåì êëàññà èíîãäà ñòàâÿò áóêâó F,
÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî êëàññ ôóíêöèé.

Ïîíÿòíî, ÷òî íà ïðàêòèêå, êàê ïðà-
âèëî, èíòåðåñóþòñÿ íå òîëüêî, íàïðèìåð,
òåì, ìîæíî ëè ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå ñ òåì
èëè èíûì ñâîéñòâîì, íî è ñàìèì òàêèì ðàñ-
ïèñàíèåì. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî âðåìÿ, çàò-
ðà÷åííîå íà ïîèñê ðåøåíèÿ çàäà÷è, íå ìî-
æåò áûòü ìåíüøå âðåìåíè, çàòðà÷åííîãî íà
ïðîâåðêó, ñóùåñòâóåò ëè ýòî ðåøåíèå (â
êðàéíåì ñëó÷àå, îíè áóäóò ñîâïàäàòü).

Åñëè â ôîðìóëèðîâêå NP-ïîëíîé çà-
äà÷è âìåñòî ñëîâ «ñóùåñòâóåò ëè» ïîñòà-
âèòü ñëîâî «íàéòè», òî ìû ïîëó÷èì ôîðìó-
ëèðîâêó NP-òðóäíîé çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî
ãîâîðèòü ïðî NP-òðóäíóþ çàäà÷ó, ÷òî îíà
NP-ïîëíà, íåïðàâèëüíî, õîòÿ âñå îêðóæàþ-
ùèå ïðåêðàñíî ïîéìóò, ÷òî íà ñàìîì äåëå
âû äîëæíû áûëè áû ñêàçàòü.

Âàæíûì êëàññîì ñëîæíîñòè, êîòîðî-
ìó ïðèíàäëåæèò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷
ðàñïîçíàâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ êëàññ P-SPACE,
ïîñêîëüêó çàäà÷è èç ýòîãî êëàññà ìîãóò áûòü
ðåøåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì íå ñëèøêîì áîëü-

...äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòàåò âîïðîñ î ïàìÿòè,
íåîáõîäèìîé äëÿ ðåøåíèÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è.

                      ?   → NP → ? →  P-SPACE  →  ⊂

                      ↑                                          ↓

LIN  → ?→N-LIN →?→ P                  ⊂                       EXP-SPACE

                      ↓                                          ↑

                       ⊂  →  EXP → ? → N-EXP    →  ?

Ñõåìà 1.
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ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Êîñîâñêàÿ Òàòüÿíà Ìàòâååâíà,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè
Ãîñóäàðñòâåííîãî Ìîðñêîãî
Òåõíè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà.
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øîãî îáúåìà ïàìÿòè. Ïðîáëåìà ñîâïàäåíèÿ
èëè íåñîâïàäåíèÿ êëàññîâ NP è P-SPACE
ÿâëÿåòñÿ ñòîëü æå ñëîæíîé, êàê è ïðîáëå-
ìà ñîâïàäåíèÿ èëè íåñîâïàäåíèÿ êëàññîâ P
è NP.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû áûëî
ââåäåíî ïîíÿòèå P-SPACE-ïîëíîé çàäà÷è,
âî ìíîãîì àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèþ NP-ïîë-
íîé çàäà÷è. Òàê æå, êàê è äëÿ çàäà÷ èç êëàññà
NP, åñëè â ôîðìóëèðîâêå P-SPACE-ïîëíîé
çàäà÷è âìåñòî ñëîâ «ñóùåñòâóåò ëè» ïîñòà-
âèòü ñëîâî «íàéòè», òî ìû ïîëó÷èì ôîðìó-
ëèðîâêó P-SPACE-òðóäíîé çàäà÷è.

Â çàêëþ÷åíèå õî÷ó ñêàçàòü, ÷òî òàê
æå, êàê íå îáÿçàòåëüíî NP-ïîëíàÿ èëè NP-
òðóäíàÿ çàäà÷è íåïðèãîäíû äëÿ ïðàêòè÷åñ-
êîãî ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷-
íûõ èñõîäíûõ äàííûõ, òàê è íå âñå çàäà÷è

ñ ïîëèíîìèàëüíûìè àëãîðèòìàìè èõ ðåøå-
íèÿ ìîãóò áûòü ðåøåíû íà êîìïüþòåðå çà
ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè ãåíîìà ÷åëîâåêà
áûëî íåîáõîäèìî ïîïàðíî ñðàâíèòü íå-
ñêîëüêî ñîòåí çàïèñåé, äëèíà êîòîðûõ ñî-
ñòàâëÿëà ïðèáëèçèòåëüíî 3 Ìáàéò. Òî÷íûé
àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è èìåë êâàäðàòè÷-
íóþ ñëîæíîñòü, òî åñòü n2 ýëåìåíòàðíûõ
øàãîâ, ãäå n � äëèíà îäíîé çàïèñè.

Äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëèíà îä-
íîé çàïèñè â èñõîäíûõ äàííûõ ñîñòàâèëà 3
Ìáàéò ≈ 3 ⋅106 áàéò. Ïðè ýòîì âðåìÿ ñðàâ-
íåíèÿ îäíîé ïàðû çàïèñåé ñîñòàâèëî
(3 ⋅106)2⋅10�6 ñåê. = 9⋅106 ñåê. = 15⋅104 ìèí. =
= 25⋅102 ÷àñ. ≈ 102 äíåé.

Èññëåäîâàòåëü âîñïîëüçîâàëñÿ ïðè-
áëèæåííûì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà÷è.


