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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êîãäà îò âû÷èñëåíèé íà áóìàãå ëþäè
ñòàëè ïåðåõîäèòü ê âû÷èñëåíèÿì íà êîìïü-
þòåðå, ìíîãèì ïðèøëîñü ðåøèòü äëÿ ñåáÿ
íîâóþ ïñèõîëîãè÷åñêóþ ïðîáëåìó. Êàæåò-
ñÿ, ÷òî, âû÷èñëÿÿ íà áóìàãå, ìû èñïîëüçóåì
íåîãðàíè÷åííóþ «ïàìÿòü òåòðàäè», òî åñòü
ìû âñåãäà ìîæåì çàãëÿíóòü íà îäíó èëè íå-
ñêîëüêî ñòðàíèö íàçàä. Íî, ÷òîáû ïèñàòü
ïðîãðàììó äëÿ êîìïüþòåðà, íàäî ñðàçó îã-
ðàíè÷èòü èñïîëüçóåìóþ ïàìÿòü, çàôèêñèðî-
âàâ åå äëÿ íà÷àëüíûõ, ïðîìåæóòî÷íûõ è âû-
õîäíûõ äàííûõ. Íàïîìíèì, ÷òî â ïåðâûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ìàøèíàõ ïàìÿòü ïî ñîâðåìåí-
íûì ïîíÿòèÿì áûëà âîîáùå íè÷òîæíà.

Ê ñîæàëåíèþ, áîëüøèíñòâî àëãîðèò-
ìîâ äåéñòâèòåëüíî òðåáóåò äëÿ ñâîåãî âû-
ïîëíåíèÿ íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòè. Íàïðè-
ìåð, âû÷èñëåíèå öèôð ÷èñëà «ïè» òðåáóåò
ðàáîòû ñ óæå íàéäåííûìè öèôðàìè. Îäíà-
êî åñòü àëãîðèòìû, êîòîðûì áåñêîíå÷íàÿ
ïàìÿòü íå íóæíà. Íàïðèìåð, ñëîæåíèå äâóõ
ñêîëü óãîäíî äëèííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ìîæíî âåñòè ïîðàçðÿäíî, èñïîëüçóÿ ïàìÿòü
òîëüêî äëÿ ñîõðàíåíèÿ âåëè÷èíû ïåðåíîñà
èç ðàçðÿäà â ðàçðÿä, äâóõ òåêóùèõ ñêëàäû-
âàåìûõ öèôð è äâóõ öèôð ðåçóëüòàòà.

Â íàñòîÿùåì çàíÿòèè ìû ðàññìîòðèì
êëàññ çàäà÷, êîòîðûå îáëàäàþò òàêèì ñâîé-
ñòâîì: âû÷èñëÿÿ ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ èí-
òåðåñóþùåé íàñ âåëè÷èíû, ìû ïîëüçóåìñÿ
òîëüêî ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ïîñëåäíèõ
çíà÷åíèé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ òàêèì ñâîé-
ñòâîì íàçûâàþò ðåêóððåíòíûìè.

×ÈÑËÀ ÔÈÁÎÍÀ××È

Ñàìîé èçâåñòíîé ðåêóððåíòíîé ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, êîòîðàÿ íà÷èíàåò-
ñÿ ñ äâóõ åäèíè÷åê, à êàæäîå ñëåäóþùåå

çíà÷åíèå ðàâíî ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55...

Êîíå÷íî, áåç íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿ-
òè çäåñü òîæå íå îáîéòèñü, âåäü äëèíû ñà-
ìèõ ÷èñåë ðàñòóò íåîãðàíè÷åííî, çàòî äëÿ
âû÷èñëåíèé äîñòàòî÷íî âñåãî äâà òàêèõ
÷èñëà, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ìîæåì îïòèìè-
çèðîâàòü èñïîëüçîâàíèå ïàìÿòè, ïî ñðàâíå-
íèþ ñ õðàíåíèåì âñåõ ïåðâûõ ÷èñåë Ôèáî-
íà÷÷è.

Çàäàíèå 1.
Ïîïðîáóéòå îöåíèòü, íàñêîëüêî óäà-

ëîñü óìåíüøèòü çàãðóçêó ïàìÿòè êîìïüþòå-
ðà óäàëåíèåì âñåõ âû÷èñëåííûõ ÷èñåë Ôè-
áîíà÷÷è, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ.

...âû÷èñëÿÿ ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ èíòåðåñóþùåé
íàñ âåëè÷èíû, ìû ïîëüçóåìñÿ òîëüêî
ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ïîñëåäíèõ çíà÷åíèé...

...äëÿ âû÷èñëåíèé äîñòàòî÷íî âñåãî äâà
òàêèõ ÷èñëà...
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Óðîâåíü 1. Â êà÷åñòâå îöåíêè òðåáó-
åìîé ïàìÿòè âîçüìèòå ñóììó âñåõ ïåðâûõ
÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Ïîñ÷èòàéòå ñóììû 2, 3,
4, 5, 6 ïåðâûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Ìîæíî ëè
ýòè ñóììû âûðàçèòü ÷åðåç ÷èñëà Ôèáîíà÷-
÷è? Ïðîâåäèòå ýêñïåðèìåíò. Ñôîðìóëèðóé-
òå ãèïîòåçó. Äîêàæèòå åå ïî èíäóêöèè.

Óðîâåíü 2. Âîçüìèòå òåïåðü â êà÷å-
ñòâå îöåíêè òðåáóåìîé ïàìÿòè îáùåå êî-
ëè÷åñòâî âñåõ öèôð â ïåðâûõ ÷èñëàõ Ôèáî-
íà÷÷è. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî
÷èñëó N ïåðâûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è âûäàåò
÷èñëî öèôð M â íèõ. Íàïðèìåð, åñëè N = 10,
òî M = 14.

Óðîâåíü 3. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå
ñâÿçè ýòèõ äâóõ îöåíîê òðåáóåìîé ïàìÿòè.
Åñòü ëè ìåæäó íèìè êàêàÿ-íèáóäü ñâÿçü?
Ïîïðîáóéòå íàéòè ïðèáëèæåííóþ çàâèñè-
ìîñòü, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êîòîðîé
óìåíüøàåòñÿ ïðè ðîñòå N? Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî, åñëè S = f (M) � òî÷íàÿ, à S = g(M) �
ïðèáëèæåííàÿ çàâèñèìîñòü, òî çíà÷åíèå
(f (M) � g (M))/f (M) ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîä-
íî ìàëûì ïðè áåñêîíå÷íîì óâåëè÷åíèè N.

Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çàäàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè èëè,
êàê èõ åùå íàçûâàþò, ðåêóððåíòíûìè ñî-
îòíîøåíèÿìè èëè óðàâíåíèÿìè. Íàïðèìåð,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è çàäà-
åòñÿ òàêîé ôîðìóëîé:

fn+1 = fn + fn�1, (1)

çíà÷åíèÿ n áåðóòñÿ íàòóðàëüíûìè. Çàìåòèì,
÷òî â èíôîðìàòèêå ñ÷åò îáû÷íî íà÷èíàþò
ñ íóëÿ, ïîýòîìó ìû áóäåì åãî òîæå ñ÷èòàòü
íàòóðàëüíûì, îäíàêî, òàê êàê â ôîðìóëå
âñòðå÷àåòñÿ èíäåêñ (íîìåð ÷èñëà Ôèáîíà÷-
÷è) n � 1, òî ïîäñòàâëÿòü â ýòó ôîðìóëó ìîæ-
íî òîëüêî n = 1, 2, 3...

Ïî ýòîé ôîðìóëå ìû âñåãäà íàéäåì
ñëåäóþùåå ÷èñëî ïî äâóì ïðåäûäóùèì.
Ïåðâûå ÷èñëà íàäî óêàçàòü ÿâíî. Çíà÷åíèÿ
f0 è f1 íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè
íàøåãî ðåêóððåíòíîãî îòíîøåíèÿ.

Èòàê, ðàâåíñòâà

fn+1 = fn + fn�1,     f0 = 1,     f1 = 1 (2)

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Äëÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèå èõ ðåøåíèé â

òàê íàçûâàåìîé ÿâíîé èëè çàìêíóòîé ôîð-
ìå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â
òàêóþ ôîðìóëó ëþáîãî çíà÷åíèÿ n äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà íàäî áóäåò ñäåëàòü ôèê-
ñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, òî åñòü
÷èñëî îïåðàöèé íå çàâèñèò îò n. Ñðàâíèòå
ñ âû÷èñëåíèåì n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ïî
ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå ñ íà÷àëüíûõ çíà÷å-
íèé. ×åì áîëüøå çíà÷åíèå n, òåì áîëüøå
îïåðàöèé ïîòðåáóåòñÿ, òî åñòü çàìêíóòîé
ôîðìîé èñõîäíóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó
íàçâàòü íåëüçÿ.

Äëÿ òåõ, êòî íå çíàåò çàìêíóòîé ôîð-
ìóëû äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, åå íàõîæäåíèå
áóäåò íàñòîÿùèì ìàòåìàòè÷åñêèì îòêðûòè-
åì. Çäåñü ìîæíî ïðèîñòàíîâèòü ÷òåíèå è
ïîïðîáîâàòü íàéòè ýòó ôîðìóëó. Ïðåäóï-
ðåæäàåì ñðàçó, ÷òî áóäåò ýòî íåëåãêî.

Ìû ïîïðîáóåì íàéòè ýòî ðåøåíèå â
âèäå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè: fn = λn. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â îñíîâíîå óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì:
λn+1 = λn + λn�1. Òåïåðü ñîêðàòèì íà λn�1 è
ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå: λ2 = λ + 1
èëè λ2 � λ � 1 = 0. Ýòî óðàâíåíèå íåîæè-
äàííî èìååò èððàöèîíàëüíûå êîðíè:

2

51
1

+=λ  è 
2

51
2

−=λ .

Ïî÷åìó íåîæèäàííî? Ïîòîìó ÷òî
íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, à â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ

n






 +
2

51
è 

n






 −
2

51

öåëûõ ÷èñåë íåò ñîâñåì!
Îäíàêî ñèòóàöèÿ èçìåíèòñÿ, åñëè ýòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîæèòü.
Ðåøèì âìåñòå òàêóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à.
Íàïèñàòü ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ

çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
nn

ns 




 −+




 +=
2

51

2

51

Ðåøåíèå.
Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó, èñ-

ïîëüçîâàòü îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü,
âñòðîåííûå â ëþáîé ÿçûê ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, è íàïèñàòü ïðîãðàììó èç îäíîé ñòðî÷-
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êè, âû÷èñëÿþùóþ çíà÷åíèÿ sn ïî ââåäåííî-
ìó çíà÷åíèþ n.

Íî òîãäà ìû ïîëó÷èì ëèøü ïðèáëè-
æåííîå çíà÷åíèå sn è íèêîãäà íå óçíàåì,
öåëîå ëè îíî íà ñàìîì äåëå! Ïîïðîáóåì íàé-
òè ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ sn. Äëÿ ýòîãî
óìíîæèì sn íà s1 è ïîïðîáóåì âûðàçèòü sn+1:
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


 −+−⋅




 ++

+




 −+




 +=




 +⋅




 −+

+




 −⋅




 ++




 −+




 +=

=














 −+




 +⋅
















 −+



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nnn

nnn
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n

ss

ss

Åñëè çàìåòèòü, ÷òî s1= 1, òî ïîëó÷à-
åì ïðîñòóþ ôîðìóëó:

11 −+ −= nnn sss  èëè 11 −+ += nnn sss .

Ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíóþ ôîðìóëó
âû÷èñëèì çíà÷åíèå s2, îíî ðàâíî 3.

Âèäèì, ÷òî âñå ÷èñëà â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè öåëûå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn îòëè-
÷àåòñÿ îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è,
õîòÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèåì.

Çàäàíèå 2.
Óðîâåíü 1. Ïîäáåðèòå òàêèå A è B,

÷òîáû ïîëó÷èëàñü ôîðìóëà äëÿ ÷èñåë Ôè-
áîíà÷÷è

fn = Aan + Bbn,
ãäå

n

na 




 +=
2

51
è  

n

nb 




 −=
2

51
.

Çàäàíèå 3.
Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè
nn

nu 




 −+




 +=
2

21

2

21
.

Óðîâåíü 1. Âûâåäèòå ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó äëÿ un. Äîêàæèòå, ÷òî âñå un ðàöè-
îíàëüíûå ÷èñëà, òî åñòü çàäàþòñÿ äðîáüþ

n

n
n q

p
u = .

Óðîâåíü 2. Íàéäèòå ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ pn è qn.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ
çíà÷åíèÿ pn è qn

a) â ïðåäåëàõ, äîïóñòèìûõ òèïîì
integer;

b) îïèñûâàåìûõ ìàññèâàìè öèôð îò
1 äî N.

Åñëè íà âõîä ýòîé ïðîãðàììû ïîäà-
åòñÿ çíà÷åíèå n, òî íà âûõîäå äîëæíû áûòü
â ñëó÷àå

a) ÷èñëà pn è qn;
b) ìàññèâû ñ öèôðàìè ÷èñåë pn è qn.

Çàìå÷àíèå. Äðîáü 
n

n

q

p
 íå òðåáóåòñÿ

äåëàòü íåñîêðàòèìîé.

Óðîâåíü 3. Ñòåïåíü 

n






 +
2

21
ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
n

nn

C

BA 2⋅+
. Íàéäèòå

ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ An , Bn , Cn.

ÕÀÍÎÉÑÊÈÅ ÁÀØÍÈ

Ôàáóëà íîâîé çàäà÷è ñâÿçàíà ñ ëåãåí-
äîé. Ïðè ñîòâîðåíèè ìèðà Âñåâûøíèé, íà-
ðÿäó ñ îñòàëüíûì, ñîçäàë òðè àëìàçíûõ
øïèëÿ. Íà îäèí èç íèõ îí âîäâîðèë 64 äèñ-
êà èç ÷èñòîãî çîëîòà: íèæíèé ñàìûé áîëü-
øîé, à êàæäûé ñëåäóþùèé ìåíüøå ïðåäû-
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äóùåãî. È ïîâåëåë Âñåâûøíèé ñâîèì ñëó-
æèòåëÿì ïåðåìåñòèòü äèñêè íà ñîñåäíèé ïî
òàêèì ïðàâèëàì: ïåðåìåùàòü íàäî ïî îäíî-
ìó äèñêó çà ðàç è ïðè ïåðåìåùåíèè íåëüçÿ
êëàñòü áîëüøèé äèñê íà ìåíüøèé, äëÿ ÷åãî
è íóæåí òðåòèé ñòåðæåíü. Êàê òîëüêî æðå-
öû çàêîí÷àò ñâîþ ðàáîòó, íàñòóïèò êîíåö
ñâåòà.

Áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò ñ âîñåìüþ
äèñêàìè ìàòåìàòèê Ýäóàðä Ëþêà ïðåäëî-
æèë èñïîëüçîâàòü êàê ãîëîâîëîìêó.

Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü ê èññëåäîâàíèþ
çàäà÷è ìåòîä ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.

Îáîçíà÷èì Tn � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
ïåðåìåùåíèé áàøíè èç n äèñêîâ ñ îäíîãî
ñòåðæíÿ íà äðóãîé ïî îïèñàííûì ïðàâèëàì.

×òîáû ïåðåìåñòèòü ñàìûé áîëüøîé
äèñê, íàäî ñíà÷àëà óáðàòü ñ íåãî âñå äèñêè
ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ïåðåìåñòèì èõ íà ïðî-
ìåæóòî÷íûé ñòåðæåíü. Äëÿ ýòîãî íóæíî
ñäåëàòü Tn�1 ïåðåìåùåíèå. Çàòåì ïîëîæèì
áîëüøîé äèñê íà ñâîå ìåñòî � îäíî ïåðåìå-
ùåíèå, à çàòåì íà íåãî ïåðåìåñòèì âñþ áàø-
íþ èç n � 1 äèñêîâ ñ ïðîìåæóòî÷íîãî ñòåð-
æíÿ. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ åùå Tn�1 ïåðå-
ìåùåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî äëÿ ïåðåìåùå-
íèÿ áàøíè èç n äèñêîâ íóæíî ñäåëàòü íå
ìåíåå 2Tn�1 + 1 ïåðåìåùåíèé. Ïîñêîëüêó íàñ
èíòåðåñóåò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåìåùå-
íèé, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

Tn = 2Tn�1 + 1.

Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå T1 = 1 î÷åâèäíî,
òàê êàê áàøíþ èç îäíîãî äèñêà ìîæíî ïå-
ðåìåñòèòü çà îäèí õîä.

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî íåñêîëü-
êî çíà÷åíèé Tn: 1, 3, 7, 15, 31, 63...

Òåì, êòî çíàêîì ñ äâîè÷íîé ñèñòå-
ìîé ñ÷èñëåíèÿ, ýòè ÷èñëà õîðîøî çíàêî-

ìû � èõ äâîè÷íàÿ çàïèñü ñîñòîèò èç îäíèõ
åäèíèö. Èíûìè ñëîâàìè, âñå ýòè ÷èñëà íà 1
ìåíüøå ñòåïåíåé äâîéêè: 2 � 1, 4 � 1, 8 � 1,
16 � 1, 32 � 1, 64 � 1, ... Ýòî ìîæíî äîêà-
çàòü ïî èíäóêöèè, à ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
òàêèì ïðîñòûì ïðèåìîì: äîáàâèòü ê îáåèì
÷àñòÿì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî åäè-
íè÷êå è îáîçíà÷èòü çà Bn = Tn�1 + 1:

Tn + 1 = 2Tn�1 + 2 = 2(Tn�1 + 1) èëè Bn = 2Bn�1.

Ïîñêîëüêó B1 = 2T1 = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî

Bn = 2n, à çíà÷èò Tn = 2n � 1.

Çàäà÷à 4.
Îáîçíà÷èì ñòåðæåíü, íà êîòîðîì èç-

íà÷àëüíî íàõîäÿòñÿ äèñêè � A, ñòåðæåíü,
íå êîòîðîì äèñêè äîëæíû â ðåçóëüòàòå îêà-
çàòüñÿ � B, à ïðîìåæóòî÷íûé ñòåðæåíü � C.

Èçìåíèì ïðàâèëà ïåðåìåùåíèÿ. Êðî-
ìå òåõ, ÷òî áûëè ðàíüøå, äîáàâèì çàïðåò
íà ïðÿìîå ïåðåìåùåíèå äèñêà ñî ñòåðæíÿ
A íà ñòåðæåíü B è îáðàòíî.

Óðîâåíü 1. Ñîñòàâüòå ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷èñëà Pn � ìèíèìàëüíîãî
÷èñëà ïåðåìåùåíèé áàøíè èç n äèñêîâ ñ
îäíîãî ñòåðæíÿ íà äðóãîé ïî îïèñàííûì
ïðàâèëàì.

Óðîâåíü 2. Ñìîäåëèðóéòå ïðîöåññ
îïòèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ äèñêîâ ïî ýòèì
ïðàâèëàì: åñëè íà âõîä ïîäàòü çíà÷åíèå t �
êîëè÷åñòâî ïåðåìåùåííûõ äèñêîâ (ýòó âå-
ëè÷èíó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âðåìÿ, òðåáó-
åìîå äëÿ ïåðåìåùåíèé), òî íà âûõîäå áóäóò
òðè ìàññèâà � A, B è C, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ
íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, 3, 4, ..., n, îáîçíà÷à-
þùèå âåëè÷èíû äèñêîâ. Ìàññèâû ñëåäóåò
âçÿòü ôèêñèðîâàííîé äëèíû 10, à îñòàâøè-
åñÿ íåèñïîëüçîâàííûìè ýëåìåíòû ìàññèâà
çàïîëíèòü íóëÿìè. Óâåëè÷èâàòü ðàçìåð çà-
äà÷è, òî åñòü ÷èñëî äèñêîâ íå ñîâåòóåì, äàáû
íå æäàòü îêîí÷àíèÿ ðàáîòû ïðîãðàììû äî
êîíöà ñâåòà.

Óðîâåíü 3. Âûâåäèòå çàìêíóòóþ ôîð-
ìó âåëè÷èíû Pn.

Çàäàíèå 5.
Èçìåíèì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å îãðà-

íè÷åíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåíîñèòü
äèñê çàïðåùàåòñÿ òîëüêî íàïðÿìóþ ñî ñòåð-

Áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò ñ âîñåìüþ äèñêàìè...
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æíÿ A íà ñòåðæåíü B (à îáðàòíî óæå ðàçðå-
øàåòñÿ).

Óðîâåíü 3. Ïðîâåäèòå ïîëíîå èññëå-
äîâàíèå ýòîé çàäà÷è.

ÐÀÇÌÅÍ ÌÎÍÅÒ

Íå â êàæäîé çàäà÷å óäàåòñÿ ëåãêî ïî-
ñòðîèòü çàìêíóòóþ ôîðìó ðåøåíèÿ. Ðåêóð-
ðåíòíûå îòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò îïèñàòü áî-
ëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷. Ðàññìîòðèì çàäà-
÷ó, êîòîðàÿ ðàíüøå íàçûâàëàñü ðàçìåí ìî-
íåò, à ñåé÷àñ (â ñâÿçè ñ ìàëûì èõ èñïîëüçî-
âàíèåì) íàçîâåì åå «ðàçìåí êóïþð». Ó íàñ
åñòü êóïþðû äîñòîèíñòâîì â 5, 10, 50, 100 è
500 ðóáëåé â íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå (!).
Íàäî ðàçìåíÿòü êóïþðó â 1000 ðóáëåé.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Çíà÷åíèÿ âñåõ êóïþð êðàòíû 5, ïî-
ýòîìó åñëè âçÿòü 5 çà åäèíèöó (ââåñòè íî-
âóþ âàëþòó, íàïðèìåð), òî çàäà÷à çàéìåò
ìåíüøå ìåñòà: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ÷èñëî
200 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëàãàåìûõ,
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ðàâíû 1, 2, 10, 20, 100
(ðàçóìååòñÿ, ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ ðîëè íå
èãðàåò).

Îáîçíà÷èì èñêîìîå ÷èñëî ñïîñîáîâ
çà Rn, òîãäà

Rn= Rn�1 + Rn�2 + Rn�10 + Rn�20 + Rn�100 .

Îáúÿñíèòü ýòî íåòðóäíî. Ðàç ïîðÿäîê
ñëàãàåìûõ íàñ íå èíòåðåñóåò, ìîæíî ðàñ-
ïîëîæèòü èõ ïî âîçðàñòàíèþ. Òîãäà íàøà
ñóììà áóäåò íà÷èíàòüñÿ ëèáî ñ 1, ëèáî ñ 2,
ëèáî ñ 10, ëèáî ñ 20, ëèáî ñ 100. Â êàæäîì
èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü ÷èñëî
ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü îñòàâøóþñÿ ñóììó. Ïî-

ñêîëüêó äðóãèõ âàðèàíòîâ íà÷àëà ñóììû íåò,
îáùåå ÷èñëî êîìáèíàöèé ðàâíî èñêîìîìó.

Çàäàíèå 6.

Óðîâåíü 1.
à) Ê ýòîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøå-

íèþ íàäî äîáàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êà-
êèå? Ñêîëüêî èõ? Ìîæíî ëè óìåíüøèòü èõ
÷èñëî çà ñ÷åò âûïèñûâàíèÿ âñïîìîãàòåëü-
íûõ ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé?

b) Âûðàçèòå ÷åðåç Rn ÷èñëî ðàçëîæå-
íèé En, â ñîñòàâ êîòîðûõ îáÿçàòåëüíî âõî-
äèò åäèíèöà.

Óðîâåíü 2. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó, âû-
÷èñëÿþùóþ êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé ÷èñ-
ëà 200 â âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ 1, 2, 10, 20,
100 (áåç ó÷åòà ïîðÿäêà).

Óðîâåíü 3. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó äëÿ
ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ñïîñîáîâ ðàçëîæåíèÿ
÷èñëà N â ñóììó ñëàãàåìûõ 1, 2, 10, 20,
100, åñëè êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ 1 îãðàíè-
÷åíî ÷èñëîì c1, êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ 2
îãðàíè÷åíî ÷èñëîì c2 è òàê äàëåå � îñòàëü-
íûå ãðàíèöû ñîîòâåòñòâåííî c10, c20, c100.

ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ
È ÐÅÊÓÐÑÈß

Íà ðåêóððåíòíîå îòíîøåíèå, îïðåäå-
ëÿþùåå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, ìîæíî ïîñìîò-
ðåòü èíà÷å � êàê íà èõ ðåêóðñèâíîå îïðå-
äåëåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîãðàììà âû÷èñ-
ëåíèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è áóäåò äâèãàòüñÿ
«â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè» � îò îïðåäåëå-
íèÿ ê íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì. Ïðîöåññ ýòîò
îáû÷íî èçîáðàæàþò â âèäå äåðåâà. Íàïðè-

Ïðîöåññ ýòîò îáû÷íî èçîáðàæàþò â âèäå äåðåâà.
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ìåð, äåðåâî âû÷èñëåíèé f4 èçîáðàæåíî íà ðè-
ñóíêå 1.

Çàäàíèå 7.
Ñðàâíèì äâà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ÷è-

ñåë Ôèáîíà÷÷è. Äëÿ ïðÿìîãî � ðåêóððåíò-
íîãî � ñïîñîáà íàì íàäî õðàíèòü â ïàìÿòè
âñåãî äâà òåêóùèõ ÷èñëà. À ñêîëüêî ïàìÿòè
ïîíàäîáèòñÿ äëÿ îáðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ ÷èñ-
ëà Ôèáîíà÷÷è ïî ðåêóðñèâíîìó îïðåäåëå-
íèþ?

Óðîâåíü 1. Íàïèøèòå ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà

a) âåðøèí äåðåâà ðåêóðñèé ÷èñëà Ôè-
áîíà÷÷è fn;

b) âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ÷èñëîì f1.
Âûðàçèòå ýòè ÷èñëà ÷åðåç ÷èñëà Ôè-

áîíà÷÷è.

Ìû âèäèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðåêóð-
ñèè ïðèâîäèò ê áûñòðîìó ðîñòó òðåáóåìîé
ïàìÿòè. Äëÿ òåõ, êòî íàøåë çàìêíóòóþ ôîð-
ìóëó äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, ìîæåì óòî÷-
íèòü � «ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó».

ÇÀÄÀ×À ÈÎÑÈÔÀ ÔËÀÂÈß

Ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ëåãåíäîé îá èç-
âåñòíîì èñòîðèêå ïåðâîãî âåêà Èîñèôå
Ôëàâèè. Â ýòîé ëåãåíäå ãîâîðèòñÿ î òîì,
÷òî îí âûæèë è ñòàë èçâåñòíûì áëàãîäàðÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé îäàðåííîñòè. Â õîäå èóäåé-
ñêîé âîéíû îí â ñîñòàâå îòðÿäà èç 41 âîèíà
áûë çàãíàí ðèìëÿíàìè â ïåùåðó. Ïðåäïî-
÷èòàÿ ñàìîóáèéñòâî ïëåíó, âîèíû ðåøèëè
âûñòðîèòüñÿ â êðóã è ïîñëåäîâàòåëüíî óáè-
âàòü êàæäîãî òðåòüåãî èç æèâûõ äî òåõ ïîð,
ïîêà íå îñòàíåòñÿ íè îäíîãî æèâîãî ÷åëî-
âåêà. Îäíàêî Èîñèô, íàðÿäó ñ îäíèì èç ñâî-
èõ åäèíîìûøëåííèêîâ, ñ÷åë ïîäîáíûé êî-
íåö áåññìûñëåííûì � îí áûñòðî âû÷èñëèë
ñïàñèòåëüíûå ìåñòà â êðóãå, íà êîòîðûå
ïîñòàâèë ñåáÿ è ñâîåãî òîâàðèùà.

Îñòàâèì â ñòîðîíå ýòè÷åñêóþ ñòîðî-
íó ïîñòóïêà Èîñèôà Ôëàâèÿ è ðàññìîòðèì
áîëåå áåçîáèäíóþ âåðñèþ çàäà÷è � äåòñêóþ
ñ÷èòàëî÷êó.

Ïóñòü ïî êðóãó ñòîÿò n ÷åëîâåê, íà-
÷èíàþò ñ÷èòàòü ñ 1-ãî, è êàæäûé k-ûé âû-
áûâàåò. Êòî îñòàíåòñÿ âîäèòü?

Çàäàíèå 8.
Óðîâåíü 1. Ïðîâåäèòå íåñêîëüêî ýêñ-

ïåðèìåíòîâ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé n è k
(1 ≤ n ≤ 10, 2 ≤ k ≤ 5) è ðåçóëüòàòû çàíåñèòå
â òàáëè÷êó. Íàïèøèòå, êàêèå çàêîíîìåðíî-
ñòè Âû âèäèòå â ýòîé òàáëè÷êå.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-
òîðàÿ ïðè ââîäå n è k âûäàåò íîìåð òîãî,
êòî áóäåò âîäèòü.

Óðîâåíü 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èãðå
ìîæåò ó÷àñòâîâàòü îò 3 äî 20 ÷åëîâåê, òî
åñòü n çàðàíåå íåèçâåñòíî, ïîýòîìó ïðîñ÷è-
òàòü èãðó çàðàíåå íåëüçÿ, çíà÷åíèå k îïðå-
äåëÿåòñÿ â ìîìåíò íà÷àëà ñ÷èòàëî÷êè. Ñôîð-
ìóëèðóéòå è îáîñíóéòå ðÿä ïðîñòûõ ñîâå-
òîâ ó÷àñòíèêó èãðû, êóäà ëó÷øå âñòàòü, ÷òî-
áû ñ ìåíüøåé âåðîÿòíîñòüþ âîäèòü. Íå áåðÿ
îòâåòñòâåííîñòü çà êà÷åñòâî, ïðèâåäåì äâà
ïðèìåðà òàêèõ ñîâåòîâ: «åñëè k � ÷åòíîå,
òî íå ñòàíîâèòüñÿ íà ÷åòíûå ìåñòà», «ëó÷-
øå âñåãî ñòîÿòü ðÿäîì ñ òåì, ñ êîãî íà÷èíà-
þò ñ÷èòàòü». Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òàêèõ ñî-
âåòîâ ïðîâåäèòå êîìïüþòåðíûé ýêñïåðè-

                Ðèñóíîê 1.

...ðàññìîòðèì áîëåå áåçîáèäíóþ âåðñèþ çàäà÷è �
äåòñêóþ ñ÷èòàëî÷êó.
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Ðèñóíîê 2.

Ðèñóíîê 3.

ìåíò, êîòîðûé ñòàòèñòè÷åñêè îöåíèâàåò «êà-
÷åñòâî» ñîâåòà, òî åñòü ïðîöåíò ñëó÷àåâ, êîã-
äà îí «ñðàáîòàë», äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
n è k (3 ≤ n ≤ 20, 2 ≤ k ≤ 7). Èíòåðåñíî áûëî
áû íà âõîä ïðîãðàììû ïîäàâàòü «ñîâåò» â
íåêîòîðîé ôîðìàëèçîâàííîé ôîðìå, à ïðî-
ãðàììà äîëæíà âûäàâàòü åãî «êà÷åñòâî».

Ðàçáåðåì òåïåðü ñëó÷àé k = 2, òî åñòü
êîãäà âûáèðàþò êàæäîãî âòîðîãî.

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåí ðåçóëüòàò
ñ÷èòàëêè äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ÷åëîâåê ïîñëå
ïåðâîãî ïðîõîäà. Â ýòîì ñëó÷àå âûáûâàþò
âñå èãðîêè, ñòîÿùèå íà ÷åòíûõ ìåñòàõ, à
âòîðîé ïðîõîä ñ÷èòàëêè îïÿòü íà÷èíàåòñÿ
ñ ïåðâîãî èãðîêà. Ýòî âñå ðàâíî, êàê åñëè
áû ìû íà÷èíàëè ñ âäâîå ìåíüøåãî ÷èñëà
ëþäåé, íî íîìåð êàæäîãî áû óäâàèâàëñÿ è
óìåíüøàëñÿ íà 1.

Åñëè ìû îáîçíà÷èì J(n) � íîìåð âî-
äÿùåãî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ñ÷èòàëêè ê n èã-
ðîêàì, òî ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

J(n) = 2J(n/2) � 1

Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òî áóäåò â ñëó-
÷àå íå÷åòíîãî ÷èñëà èãðîêîâ. Ïîñëå âûáû-
âàíèÿ âñåõ èãðîêîâ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè
âûáûâàåò ïåðâûé èãðîê è ñ÷åò äëÿ íîâîãî
ïðîõîäà íà÷èíàåòñÿ óæå ñ íîìåðà 3 (ðèñó-
íîê 3).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû îïÿòü ìîæåì ââåñ-
òè íîâûå íîìåðà è ñâåñòè çàäà÷ó ê áîëåå
ïðîñòîé. Íî çàêîí, ñâÿçûâàþùèé íîâûå íî-
ìåðà ñî ñòàðûìè, áóäåò èíîé.

Ñîîòâåòñòâåííî, äðóãîé áóäåò è ðå-
êóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ó÷àñòíèêà, îñòàþ-
ùåãîñÿ âîäèòü:

J(n) = 2J((n � 1)/2) + 1

Çàìåòèì, ÷òî (n � 1)/2 â ýòîé ôîðìó-
ëå ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî èãðîêîâ îñòàåòñÿ íà
âòîðîé êðóã.

Èòàê, ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ ðåêóððåíòíàÿ
çàâèñèìîñòü:

J(n) = 1,
J(n) = 2J(n/2) � 1, åñëè n ÷åòíîå,
J(n) = 2J((n � 1)/2) + 1, åñëè n íå÷åò-

íîå.

Çàäàíèå 9.

Óðîâåíü 1. Ïîñ÷èòàéòå ïî ýòîé ôîð-
ìóëå J(1000).

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-
òîðàÿ ïî ââîäó n âûäàåò J(n). Çäåñü ïîëàãà-
åì, ÷òî n îïèñûâàåòñÿ òèïîì integer.

Ïîñìîòðèì, ÷òî íàì äàåò ðåêóððåíò-
íàÿ ôîðìóëà. Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ 8
(óðîâåíü 2) íàì íóæíî áûëî õðàíèòü íîìå-
ðà âñåõ n èãðîêîâ (åñëè, êîíå÷íî, Âû óæå
íå âûâåëè ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó ñàìè!).
Òàêèì îáðàçîì, îáúåì ïàìÿòè, òðåáóåìûé
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ìåíÿëñÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíî «ðàçìåðó çàäà÷è», êàê äëÿ òàêèõ öå-
ëåé èìåíóþò ÷èñëî n. Òåïåðü ìû ìîæåì
îðãàíèçîâàòü ðåêóðñèâíîå âû÷èñëåíèå J(n).
Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèò-
ñÿ ãîðàçäî ìåíüøå ïàìÿòè, âåäü çà îäíî âû-
÷èñëåíèå ìû áóäåì óìåíüøàòü n íå ìåíåå
÷åì âäâîå.

Óðîâåíü 3. Íàïèøèòå òî÷íóþ ôîðìó-
ëó äëÿ îáúåìà ïàìÿòè, íåîáõîäèìîãî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà J(n) ðåêóðñèâíî.

Íîâûå
íîìåðà

1 2 3 4 ... n

Ñòàðûå
íîìåðà

1 3 5 7 ... 2n−1

Íîâûå
íîìåðà

1 2 3 4 ... n

Ñòàðûå
íîìåðà

3 5 7 9 ... 2n+1
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À íåëüçÿ ëè âîîáùå îáîéòèñü áåç äî-
ïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè äëÿ âû÷èñëåíèé J(n),
òî åñòü îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïàìÿòüþ äëÿ
õðàíåíèÿ ñàìîãî ÷èñëà n?

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî!

Òåîðåìà. Åñëè n = 2m + k, ãäå m,
k � öåëûå, ïðè÷åì m ≥ 0, 0 ≤ k < 2m, òî
J(n) = 2n + 1.

Çàäàíèå 10.

Óðîâåíü 1. Âû÷èñëèòå ïî ýòîé ôîð-
ìóëå J(1000000).

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-
òîðàÿ ïðè ââîäå ìàññèâà ñ öèôðàìè ÷èñëà n
â äâîè÷íîé ñèñòåìå íà âûõîäå äàåò ìàññèâ
ñ äâîè÷íûìè öèôðàìè ÷èñëà J(n).

Óðîâåíü 3. Èññëåäóéòå ÷èñëà
J(J(...J(n))...). Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà äàëüíåéøåå âû÷èñëå-
íèå ôóíêöèè J íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ
ðåçóëüòàòà. Îáúÿñíèòå ýòîò ýôôåêò. Íàé-
äèòå ñïîñîá, êàê ïî äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà
n îïðåäåëèòü ðåçóëüòàò «áåñêîíå÷íîãî» ïðè-
ìåíåíèÿ ôóíêöèè J.

ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß
ÎÒ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

ÇÀÄÀ×À ÏÐÎ ÄÎÌÈÍÎ

Çàäà÷à.
Èìååòñÿ ïîëîñêà øèðèíîé

2 êëåòî÷êè è äëèíîé n êëåòî÷åê.
Ìû õîòèì çàìîñòèòü åå êîñòÿø-
êàìè äîìèíî ðàçìåðîì 2 × 1. Êî-
ñòÿøêè ìîæíî êëàñòü âåðòèêàëü-
íî è ãîðèçîíòàëüíî. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
åñëè ðîâíî k èç êîñòÿøåê ñòîÿò

âåðòèêàëüíî, à îñòàëüíûå ãîðèçîíòàëüíî
(ðèñóíîê 4)?

Ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì ÷èñëî òàêèõ ñïîñîáîâ

N(n; k).
Åñëè ïåðâàÿ êîñòÿøêà ñòîèò âåðòè-

êàëüíî, òî îñòàåòñÿ çàìîñòèòü ïîëîñêó ðàç-
ìåðîì 2 × (n � 1), ÷òî ìîæíî ñäåëàòü
N(n � 1, k � 1) ñïîñîáàìè. Åñëè æå ïåðâàÿ
êîñòÿøêà ëåæèò ãîðèçîíòàëüíî, òî ïîä íåé
(èëè íà íåé) äîëæíà îáÿçàòåëüíî áûòü åùå
îäíà òàêàÿ æå. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ çà-
ìîñòèòü ïîëîñêó ðàçìåðà 2 × (n � 2), ÷òî
ìîæíî ñäåëàòü N(n � 2, k) ñïîñîáàìè.

Ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
N(n; k) = N(n � 1, k � 1) + N(n � 2, k).

Îíî ñîäåðæèò äâå ïåðåìåííûå n è k,
ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ N(n, k) íóæíî
çíàòü âñå ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ, êîòîðûõ
n·(k � 1) + k·(n � 1). Äëÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ìàññèâ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè.

Çàäàíèå 11.
Óðîâåíü 1. Äëÿ âû÷èñëåíèé N(n, k)

íóæíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñêîëüêî òàêèõ
çíà÷åíèé íóæíî? Íàïèøèòå çàìêíóòûå ôîð-
ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ N(n, k) ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì
n è k, èñïîëüçóÿ äëÿ õðàíåíèÿ ïðîìåæóòî÷-
íûõ äàííûõ ìàññèâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
Ìîæåòå ëè Âû ïðåäëîæèòü áîëåå óäîáíóþ
ñòðóêòóðó äàííûõ, ÷åì ìàññèâ?

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð, êîãäà ðå-
êóððåíòíàÿ ôîðìóëà çàâèñèò îò î÷åíü áîëü-
øîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ: íàñòîëüêî áîëü-
øîãî, ÷òî ìû äàæå íå áóäåì ïûòàòüñÿ èõ
ÿâíî ïåðå÷èñëÿòü.

ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ÃÐÀÔÀ

Çàäà÷à.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

ìîæíî ðàñêðàñèòü âåðøèíû çà-
äàííîãî ãðàôà òàê, ÷òîáû âåð-
øèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì,
èìåëè ðàçíûé öâåò? Âñåãî ðàç-
ðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü k ðàç-
ëè÷íûõ öâåòîâ (ðèñóíîê 5).

Ðèñóíîê 4.
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Ðèñóíîê 5.

Íàïèñàòü ÿâíóþ ðåêóððåíòíóþ ôîð-
ìóëó ìû íå ìîæåì, ïîñêîëüêó íå çíàåì êà-
êîâ ãðàô. Îäíàêî ìû ìîæåì ðàçáèòü âñå
ðàñêðàñêè íà äâà êëàññà è ïîäñ÷èòàòü ÷èñ-
ëî ðàñêðàñîê â êàæäîì èç êëàññîâ, à ïîòîì
ñëîæèòü. Íàéäåì äâå âåðøèíû ãðàôà, íå ñî-
åäèíåííûå ðåáðîì, òîãäà âîçìîæíû äâà ñëó-
÷àÿ ðàñêðàñêè: ëèáî ýòè âåðøèíû îêðàøå-
íû â îäèí öâåò, ëèáî â ðàçíûå öâåòà. Â ïåð-
âîì ñëó÷àå ýòè âåðøèíû ìîæíî «ñêëåèòü»
â îäíó è ñâåñòè çàäà÷ó ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà
ðàñêðàñîê ãðàôà ñ ìåíüøèì íà åäèíèöó ÷èñ-
ëîì âåðøèí. Â äðóãîì ñëó÷àå, íàîáîðîò,
ìîæíî äîáàâèòü ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå ýòè
âåðøèíû. Ïðè ýòîì ðàñêðàñêà îñòàíåòñÿ
ïðàâèëüíîé, òàê êàê ìû ñîåäèíÿåì ðàçíî-
îêðàøåííûå âåðøèíû.

Óñëîâíî ýòó ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó
ìîæíî èçîáðàçèòü òàê:

N   =  N   +  N
Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ,

÷òî, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî ðåáåð, ìû óñëîæíÿ-
åì çàäà÷ó, íî ýòî íå òàê. Ðàññìîòðèì, íà-
ïðèìåð, êðàéíèé ñëó÷àé, êîãäà âñå n âåð-
øèí ãðàôà ñîåäèíåíû (òàêîé ãðàô íàçûâà-
åòñÿ ïîëíûì è îáîçíà÷àåòñÿ Kn). Â ýòîì
ñëó÷àå ïîäñ÷åò ÷èñëà ðàñêðàñîê î÷åíü ïðîñò:
îêðàñêó íà÷íåì ñ ëþáîé âåðøèíû. Åå ìû
ìîæåì ðàñêðàñèòü â ëþáîé èç k öâåòîâ.
Âîçüìåì ëþáóþ äðóãóþ âåðøèíó. Îíà ñî-
åäèíåíà ñ ïåðâîé ðåáðîì, ïîýòîìó åå ìîæ-
íî îêðàñèòü â ëþáîé èç k � 1 öâåòîâ. Âñåãî
êîìáèíàöèé ðàñêðàñêè áóäåò k(k � 1). Äà-
ëåå áåðåì òðåòüþ âåðøèíó, îíà ñîåäèíåíà
ñ äâóìÿ ïðåäûäóùèìè, ïîýòîìó äëÿ íåå ìîæ-
íî âûáðàòü ëþáîé öâåò, êðîìå äâóõ óæå âûá-
ðàííûõ. Âñåãî áóäåò k(k � 1)(k � 2) êîìáè-
íàöèé. Ïðîäîëæàÿ ïîäñ÷åò äàëüøå, ïîëó-
÷èì òåîðåìó.

Ðèñóíîê 6.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü
âåðøèíû çàäàííîãî ãðàôà...

Òåîðåìà. ×èñëî ðàñêðàñîê ïîëíîãî
ãðàôà ñ n âåðøèíàìè k êðàñêàìè ðàâíî

k! = k ⋅ (k � 1) ⋅ (k � 2) ⋅ ... ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1.

Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàí ïðèìåð n = 3,
k = 3.

Òàêèì îáðàçîì, íàø ìåòîä âåäåò ëèáî
ê óìåíüøåíèþ âåðøèí ãðàôà, òî åñòü ê áî-
ëåå ïðîñòûì ãðàôàì, ëèáî ê ïîëíûì ãðà-
ôàì, ÷èñëî ðàñêðàñîê êîòîðûõ ìû çíàåì.

Ïðèìåíÿÿ íàøó ðåêóððåíòíóþ ôîð-
ìóëó, ìû âñåãäà ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó ê ðàñ-
êðàñêå ïîëíîãî ãðàôà.
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Ðèñóíîê 7.

Ïðèìåð.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðà-

ñèòü âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà â 4 öâåòà?
Íà ðèñóíêå 7 ïîêàçàí â ñèìâîëè÷åñ-

êîé ôîðìå õîä ðåøåíèÿ.
Ñïðàâà ïîëó÷èëèñü ÷åòûðå ïîëíûõ

ãðàôà: îäèí ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè, äâà � ñ
òðåìÿ, îäèí � ñ äâóìÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò: 4×3×2×1 +
+ 3×2×1 + 3×2×1 + 2×1 = 24 + 6 + 6 + 2 =
= 38

Çàäàíèå 12.
Óðîâåíü 1. Ïîñ÷èòàéòå, ñêîëüêèìè

ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü âåðøèíû ïÿ-
òèóãîëüíèêà â

a) äâà öâåòà,
b) òðè öâåòà,
c) ÷åòûðå öâåòà,
d) ïÿòü öâåòîâ,
e) øåñòü öâåòîâ.

Óðîâåíü 2. Ïóñòü ãðàô èìååò âåðøè-
íû, çàíóìåðîâàííûå ÷èñëàìè 1, 2, 3, ..., n.
Ðåáðà ãðàôà çàäàíû ìàññèâîì E(i, j); åñëè
âåðøèíû i è j ñîåäèíåíû ðåáðîì, òî E(i, j)
ðàâíî 1, èíà÷å 0. Çàìåòèì, ÷òî ìû õðà-
íèì èçáûòî÷íóþ èíôîðìàöèþ, òàê êàê
E(i, j) = E(j, i).

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ñ÷èòàåò
÷èñëî ðàñêðàñîê ýòîãî ãðàôà k êðàñêàìè.

N   =  N   +  N   =  N   +  N   +  N   +  N


