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Ñ ïåðèîäè÷åñêèìè äðîáÿìè
øêîëüíèêè âïåðâûå âñòðå÷àþòñÿ
äîñòàòî÷íî ðàíî. Ïî÷òè êàæäûé,
íàó÷èâøèñü äåëèòü â ñòîëáèê, äå-
ëàë ìàëåíüêîå îòêðûòèå: åñëè ïî-
äåëèòü åäèíèöó íà òðîéêó, òî â ÷à-
ñòíîì áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî âîç-
íèêàòü âñå íîâûå è íîâûå òðîéêè
è ýòîò ïðîöåññ íèêîãäà íå çàêîí-
÷èòñÿ. Ìíîãèì ýòî óäàâàëîñü êàê-
íèáóäü äëÿ ñåáÿ îáúÿñíèòü. Êòî-òî äâèãàëñÿ
äàëüøå è äåëèë åäèíèöó íà øåñòåðêó è
îáíàðóæèâàë, ÷òî ïîâòîðåíèå íà÷èíàåòñÿ
òîëüêî ñî âòîðîé öèôðû.� Âîïðîñû, ñâÿ-
çàííûå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè äðîáÿìè äàæå
âõîäÿò â øêîëüíóþ ïðîãðàììó, íî íà èõ
îáñóæäåíèå ó ó÷èòåëåé îáû÷íî íå õâàòàåò
íè âðåìåíè, íè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà. Íà-
äåþñü, ÷òî ýòà ñòàòüÿ ïîìîæåò ëó÷øå ïî-
çíàêîìèòüñÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè äðîáÿìè
è âîîáùå ñ ïîíÿòèåì ïåðèîäè÷íîñòè. Â íåé
ìû ðàññêàæåì î òîì, ïî÷åìó âîçíèêàþò
ïåðèîäè÷åñêèå äðîáè, î ñâîéñòâàõ, êîòî-
ðûìè îíè îáëàäàþò, è îá àëãîðèòìàõ, ïî-
ìîãàþùèõ íàó÷èòü ìàøèíó ðàáîòàòü ñ
íèìè. Âñå ïðèâîäèìûå ïðîãðàììû çàïè-
ñàíû íà Ïàñêàëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèøü

Õðàáðîâ Àëåêñàíäð Èãîðåâè÷

ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÐÎÁÈ

ñàìûõ ïðîñòûõ êîíñòðóêöèé.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ïîçâîëÿ-
åò èñïîëüçîâàòü èõ ïðîñòî êàê
çàïèñè àëãîðèòìîâ, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè èõ íàáðàòü íà
êîìïüþòåðå, äîáàâèâ ñòàíäàð-
òíîå îïèñàíèå ïåðåìåííûõ, òî
ìîæíî áóäåò ñðàçó ïîñìîòðåòü íà
íèõ â äåéñòâèè. Â äàëüíåéøåì èç-
ëîæåíèè íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêî-

òîðûå ñâåäåíèÿ èç ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷è-
ñåë. Ïðèâåäåì èõ êðàòêî, áåç äîêàçàòåëüñòâ.
Âñå ïîäðîáíîñòè ÷èòàòåëü ìîæåò óçíàòü èç
çàìå÷àòåëüíîé êíèæêè È. Ì.  Âèíîãðàäîâà
«Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë».

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ðàçíîñòü öåëûõ ÷è-
ñåë a è b äåëèòñÿ íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî m,
òî ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî
ìîäóëþ m. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: a ≡ b (mod m).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé Ýéëåðà ϕ (n)
íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ÷èñåë èç ìíîæåñòâà
0, 1, 2, �..., n � 1, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n.

Òåîðåìà Ýéëåðà. Åñëè m > 1 è ÷èñëà
a è m âçàèìíî ïðîñòû, òî

a ϕ (m) ≡ 1 (mod m).

Òåîðåìà Ôåðìà. Åñëè p � ïðîñòîå
÷èñëî è a íå äåëèòñÿ íà p, òî

a p�1 ≡ 1 (mod p).

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ïî-
êàçàòåëåì, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò a ïî
ìîäóëþ m, åñëè n ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, äëÿ êîòîðîãî èìååò
ìåñòî ñðàâíåíèå

a n ≡ 1 (mod m)....åñëè ïîäåëèòü åäèíèöó íà òðîéêó...
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîêàçàòåëü ÷èñ-
ëà a âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ϕ (m).

ÏÎ×ÅÌÓ ÂÎÇÍÈÊÀÞÒ
ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÐÎÁÈ

Âîçüìåì íåñîêðàòèìóþ îáûêíîâåí-

íóþ äðîáü 
b

a
, ó êîòîðîé çíàìåíàòåëü íå

äåëèòñÿ íè íà 2, íè íà 5, à ÷èñëèòåëü
ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ. Ïîäåëèì â ñòîëáèê
÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü, òî åñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðîèçâåäåì äåéñòâèÿ

10a = bq1 + r1
10r1 = bq2 + r2
...
10rn-1 = bqn + rn,

ãäå rk , ýòî îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñåë íà b,
òî åñòü ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
0 ≤ rk < b. Äàëåå, ïîñêîëüêó a < b è rk < b,
òî âñå qk áóäóò ìåíüøå 10 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ÿâëÿþòñÿ öèôðàìè ÷àñòíîãî îò äåëå-
íèÿ a íà b.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà rn è b èìå-
þò îáùèé äåëèòåëü d. Çàìåòèì, ÷òî d ≠ 2,
d  ≠ 5, ïîñêîëüêó b íå äåëèòñÿ íè íà 2 íè
íà 5. Òîãäà èç ðàâåíñòâà 10r n-1 = bqn + rn
ñëåäóåò, ÷òî rn-1 äåëèòñÿ íà d, èç ðàâåí-
ñòâà 10rn-2 = bqn-1 + rn-1 � rn-2 ñëåäóåò, ÷òî
äåëèòñÿ íà d. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëü-
øå, ïîëó÷èì, ÷òî è a äåëèòñÿ íà d, îòêóäà
d = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
âñå îñòàòêè rn âçàèìíî ïðîñòû ñ b, ïîýòî-
ìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ rn íå ïðåâîñ-
õîäèò ϕ(b).

Îòñþäà ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî â
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàòêîâ
rn îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà ðàâíûõ, ïðè-
÷åì îñòàòêè íà÷íóò ïîâòîðÿòüñÿ íå ïîçæå
÷åì ÷åðåç ϕ(b) øàãîâ. À èñõîäÿ èç ôîðìó-
ëû 10rk-1 = bqk + rk , ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî ðîâíî ñ ýòîãî æå ìîìåíòà íà÷íóò ïî-
âòîðÿòüñÿ è öèôðû qk â äåñÿòè÷íîì ðàçëî-

æåíèè äðîáè 
b

a
.

Âûÿñíèì òåïåðü ÷åìó ðàâíà äëèíà
ïåðèîäà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îñòàòêè,
ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì äå-
ëåíèè ÷èñåë 10a, 102a, 103a, ...�, 10na íà b.
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíè ðàâíû r1, r2,

r3, ...�, rn. Êîãäà â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âïåðâûå ïîëó÷èòñÿ îñòàòîê a, ïîêàçàòåëü
n áóäåò ðàâåí äëèíå ïåðèîäà, à äàëüíåé-
øèå îñòàòêè áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ:

rn = a, rn+1 = r1, rn+2 = r2, �

è ïîëó÷èâøàÿñÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü
0, q1q2q3...�qn q1q2q3�...qn áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî öèôð â ïåðèîäå äðî-

áè 
b

a
 áóäåò ðàâíà íàèìåíüøåìó ïîêàçàòå-

ëþ m, äëÿ êîòîðîãî 10ma � a äåëèòñÿ íà b.
Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî íå-
ñîêðàòèìûå äðîáè, òî è ÷èñëî 10m � 1 äå-
ëèòñÿ íà b. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî äëèíà
ïåðèîäà ðàâíà ïîêàçàòåëþ, ê êîòîðîìó
ïðèíàäëåæèò 10 ïî ìîäóëþ b.

Èòàê, íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà. Ëþáàÿ îáûêíîâåííàÿ äðîáü

b

a
, çíàìåíàòåëü êîòîðîé íå äåëèòñÿ íè íà 2

íè íà 5, áóäåò äàâàòü ïåðèîäè÷åñêóþ äåñÿ-
òè÷íóþ äðîáü. Äëèíà ïåðèîäà ýòîé äðîáè
ðàâíà ïîêàçàòåëþ, ê êîòîðîìó ïðèíàäëå-
æèò 10 ïî ìîäóëþ b.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü äëè-
íû ïåðèîäîâ äðîáåé, çíàìåíàòåëü êîòîðûõ
âçàèìíî ïðîñò ñ 10.

...â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàòêîâ
îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà ðàâíûõ,

...äëèíû ïåðèîäîâ äðîáåé...
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Óïðàæíåíèå 1. Íàïèøèòå ïðîãðàì-
ìó, âû÷èñëÿþùóþ äëèíó ïåðèîäà äðîáè
ñî çíàìåíàòåëåì b. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà
òî, ÷òî âû÷èñëÿåìûé ïîêàçàòåëü n ìîæåò
áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì äëÿ ïðÿìîãî âû-
÷èñëåíèÿ 10n. Íàïðèìåð, ó äðîáè 1/19 äëè-
íà ïåðèîäà ñîñòàâëÿåò 18 öèôð.

Ðåøåíèå:
k:=1;
r:=10;
while r <> 1 do
 begin
  r:=(10*r) mod b;
  k:=k+1;
 end;
write (k);

Óïðàæíåíèå 2. Íàïèøèòå ïðîãðàì-
ìó, ïîñëåäîâàòåëüíî âûâîäÿùóþ íà ýêðàí

äåñÿòè÷íûå çíàêè äðîáè 
b

a
.

Ðåøåíèå:
write ("0,");
l:=0;
r:=1;
while l <> k do
 begin
  write ((10*r) div b);
  r:=(10*r) mod b;
  l:=l+1;
 end;

Óïðàæíåíèå 3. Êàê íóæíî èçìåíèòü
àëãîðèòìû èç óïðàæíåíèé 1�2, åñëè äðî-
áè ñ÷èòàþòñÿ â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñ-
íîâàíèåì q ?

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çíàìåíà-

òåëü äðîáè 
b

a
 ïðîèçâîëåí. Òîãäà b ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå 2x ⋅ 5y ⋅ B . Îáîçíà÷èì íàè-
áîëüøåå èç ÷èñåë x è y ÷åðåç z è ðàññìîò-
ðèì íåñîêðàòèìóþ äðîáü

B

A

B

a
yzxz

b

az
=⋅−⋅−

=⋅ 5210
,

çíàìåíàòåëü êîòîðîé âçàèìíî ïðîñò ñ 10.

Òîãäà äðîáü 
B

A

b

az

=⋅10
 äàñò ïåðèîäè÷åñêóþ

äåñÿòè÷íóþ äðîáü

k1 k2 ... �kz , q1 q2 ... �qn q1 q2 �... qn �...,

äëèíà ïåðèîäà êîòîðîé ðàâíà ïîêàçàòåëþ,
ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò 10 ïî ìîäóëþ B.
Ïðè îáðàùåíèè äðîáè â äåñÿòè÷íóþ ïî-
ëó÷èòñÿ

0 , k1 k2 ... �kz q1 q2 ... �qn q1 q2 �... qn �,

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà. Ëþáàÿ îáûêíîâåííàÿ äðîáü

b

a
, çíàìåíàòåëü êîòîðîé èìååò âèä 2x ⋅ 5y ⋅ B,

áóäåò äàâàòü ïåðèîäè÷åñêóþ äåñÿòè÷íóþ
äðîáü. Äëèíà ïåðèîäà ýòîé äðîáè ðàâíà ïî-
êàçàòåëþ, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò 10 ïî
ìîäóëþ B, à äëèíà ïðåäïåðèîäà ðàâíà íàè-
áîëüøåìó èç ÷èñåë x è y.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ äëè-
íû ïåðèîäà è ïðåäïåðèîäà ïðîèçâîëüíîé
íåñîêðàòèìîé äðîáè ìîæíî ñíà÷àëà âû-
äåëèòü èç åå çíàìåíàòåëÿ ñòåïåíè äâîéêè
è ïÿòåðêè, (òàêèì îáðàçîì íàéòè ÷èñëî
B) è, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 1, âû÷èñëèòü
ïîêàçàòåëü, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò 10
ïî ìîäóëþ B.

Óïðàæíåíèå 4. Íàïèøèòå ïðîãðàì-
ìó, âû÷èñëÿþùóþ äëèíû ïåðèîäà è ïðåä-
ïåðèîäà ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå.

Ðåøåíèå:
{Âûäåëåíèå èç çíàìåíàòåëÿ äðîáè}
{íàèáîëüøåé ñòåïåíè äâîéêè }
s:=b mod 2;
l:=0;
while s = 0 do
 begin
  b:=b div 2;
  s:=b mod 2;
  l:=l+1;
 end;
{Âûäåëåíèå èç çíàìåíàòåëÿ äðîáè}
{íàèáîëüøåé ñòåïåíè ïÿòåðêè}
s:=b mod 5;
l1:=0;
while s = 0 do...äëèíà ïðåäïåðèîäà ðàâíà íàèáîëüøåìó èç

÷èñåë x è y.
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 begin
  b:=b div 5;
  s:=b mod 5;
  l1:=l1+1;
 end;
{Âû÷èñëåíèå äëèíû ïåðèîäà äðîáè}
{ñ íîâûì çíàìåíàòåëåì}
k:=1;
r:=10;
while r <> 1 do
 begin
  r:=(10*r) mod b;
  k:=k+1;
 end;
writeln (k); {Äëèíà ïåðèîäà äàííîé}

   {äðîáè}
if l1 > l
 then writeln (l1)
 else writeln (l); {Íàèáîëüøåå èç}
       {÷èñåë l è l1 ¾ äëèíà}
       {ïðåäïåðèîäà äàííîé äðîáè}

Îäíàêî ïîëó÷èâøàÿñÿ ïðîãðàììà
îêàçàëàñü âåñüìà áîëüøîé. Ïîïðîáóåì ïðè-
äóìàòü äðóãîé ñïîñîá äëÿ íàõîæäåíèÿ äëè-
íû ïåðèîäà â äåñÿòè÷íîé çàïèñè îáûêíî-
âåííîé äðîáè. Äëÿ ýòîãî çàáóäåì ïðî òî,
÷òî îí ðàâåí ïîêàçàòåëþ 10 ïî ìîäóëþ b è
âñïîìíèì äðóãèå åãî ñâîéñòâà. Ìû óñòà-
íîâèëè, ÷òî ïîâòîðåíèå îñòàòêîâ rk âëå÷åò
çà ñîáîé ïîâòîðåíèå öèôð â äåñÿòè÷íîì
ïðåäñòàâëåíèè îáûêíîâåííîé äðîáè. Òàê-
æå ìû âûÿñíèëè, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè îñòàòêîâ âñå ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþ-
ùèåñÿ ÷ëåíû ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷-
íî íàéòè òàêîå k, ÷òî r n+k = rk, ãäå n �
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå äëèíû ïðåä-
ïåðèîäà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëèíà ïðåä-
ïåðèîäà íå ìîæåò áûòü áîëüøå çíàìåíàòå-
ëÿ (ìîæíî äàæå äîêàçàòü, ÷òî îíà íå ïðå-
âîñõîäèò n = log2 b = ln b/ ln 2 ).

Ïðîãðàììà, âûïîëíÿþùàÿ òðåáóå-
ìûå äåéñòâèÿ, íàïèñàííàÿ íà Ïàñêàëå, áó-
äåò âûãëÿäåòü òàê:

r:=a;
for l:=0 to round (ln(b)/ln(2)) do
    r:=(10*r) mod b;
q:=r;
{ q � n-òûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè}
{îñòàòêîâ, ãäå n = log2 b}
r:=(10*r) mod b;
k:=1;
{ r � (n+k)-òûé ÷ëåí}
{ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàòêîâ}

while r <> q do
 begin
  r:=(10*r) mod b;
  k:=k+1;
 end;
write (k);

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÏÅÐÈÎÄÈ×ÍÎÑÒÈ
È ÀËÃÎÐÈÒÌ ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß

ÄËÈÍÛ ÏÅÐÈÎÄÀ

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M �
ìíîæåñòâî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ,
à f  � ôóíêöèÿ èç M â M. Òîãäà ïðè âñåõ x èç
M ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ x, f (x),
f ( f (x)), f ( f ( f (x))), � íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðî-
ãî ìîìåíòà, ñòàíåò ïåðèîäè÷íîé. Êðîìå
òîãî, åñëè ïðè ðàçëè÷íûõ x è y ýëåìåíòû
 f (x) è f (y) òàêæå ðàçëè÷íû, òî ïåðèîä
íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî ÷ëåíà.

Äàâàéòå äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.
Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì x0 = x, x1 = f (x),
x2 = f ( f (x)) è ò. ä., n-ûé ÷ëåí ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå
xn = f (xn-1). Çàìåòèì, ÷òî ñîâïàäåíèå ÷ëå-
íîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûçûâàåò ñîâïà-
äåíèå è ñëåäóþùèõ çà íèìè, à çíà÷èò, è
âñåõ ïîñëåäóþùèõ. Òàêèì îáðàçîì, äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êîãäà-íèáóäü î÷åðåä-
íîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàíåò ðàâ-
íûì îäíîìó èç ïðåäûäóùèõ. Íî èíà÷å è
áûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûõ ÷ëå-
íîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü òîëü-
êî êîíå÷íîå ÷èñëî, à ñàìà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü áåñêîíå÷íà. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâà-
ëèñü ïðèíöèïîì Äèðèõëå. Çàîäíî ìû äî-
êàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷íåò
ïîâòîðÿòüñÿ íå ïîçæå ÷ëåíà, íîìåð êîòî-
ðîãî ðàâåí ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ x
è y ýëåìåíòû f (x) è f (y) ðàçëè÷íû, íî çà-

...àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ
äëèíû ïåðèîäà.
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öèêëèâàíèå íà÷àëîñü ñ ÷ëåíà xk, ãäå k > 1,
èíûìè ñëîâàìè, xk = xk+n, íî xk-1 ≠ xk+n-1.
Òîãäà åñëè âçÿòü ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû
x = xk-1 è y = xk+n-1, òî ïîëó÷èì, ÷òî ýëå-
ìåíòû f (x) = xk è f (y) = xk+n òàêæå ðàç-
ëè÷íû. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà î ïåðèîäè÷-
íîñòè ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Îáû÷íî ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðå-
ìû î ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ íåêîòîðîé ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè xk â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà
M ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü íå ìíîæåñòâî
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
xk, à íåêîòîðîå áîëüøåå âñïîìîãàòåëüíîå
ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî îñòàòêîâ
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðèîäè÷íîñòè äåñÿ-
òè÷íûõ äðîáåé èëè ïàð îñòàòêîâ êàê â óï-
ðàæíåíèè 6.

Óïðàæíåíèå 5. Âûâåäèòå èç òåîðåìû
î ïåðèîäè÷íîñòè ïåðèîäè÷íîñòü äåñÿòè÷-
íîãî ðàçëîæåíèÿ îáûêíîâåííîé äðîáè.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïåðè-
îäè÷íà è äëèíà åå ïåðèîäà íå ïðåâîñõî-
äèò n2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþ-
ùóþ äëèíó ïåðèîäà. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà
Ôèáîíà÷÷è îïðåäåëÿþòñÿ, èñõîäÿ èç ôîð-
ìóë: F1 = F2 = 1, Fn = Fn-1 + Fn-2.

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ïàðû (un, un+1)
ïîñëåäîâàòåëüíûõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è íà n è ôóíêöèþ f, çàäàííóþ íà
ìíîæåñòâå âñåõ ïàð ÷èñåë îò 1 äî n � 1 è îï-
ðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé f (u, v) = (v, w), ãäå
÷èñëî w ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ ñóììû
u + v íà n. Òîãäà (un, un+1) = f (un-1, un). Ïî
òåîðåìå î ïåðèîäè÷íîñòè ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, ïàðû
÷èñåë (un, un+1) íà÷íóò ïîâòîðÿòüñÿ, ïðè-
÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ÷èñòî ïåðè-
îäè÷åñêîé.

q:=1;
p:=2;
k:=1;
while (p <> 1) or (q <> 1) do
 {Ïàðà p, q ¾ n-òûé ÷ëåí}
 {ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð îñòàòêîâ}
 begin
  r:=p;
  p:=(q+r) mod n;
  q:=r;
  {Âû÷èñëåíèå íîâîé ïàðû îñòàòêîâ p,q}
  k:=k+1;
 end;
write (k);

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî M èç
òåîðåìû î ïåðèîäè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë. Ïî-
ñòðîèì àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû
ïåðèîäà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë xn. Äëÿ
ýòîãî çàìåòèì, ÷òî âñå ÷èñëà èç ïåðèîäà è
ïðåäïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷-
íû. Ïîýòîìó, åñëè ìû íàéäåì â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðàâíûå ÷èñëà, òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè áóäåò êðàòíî ïåðèîäó. Áóäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü ïàðû ÷èñåë
xk è x2k èñõîäÿ èç ôîðìóë xk+1 = f (xk) è
x2k+2 = f ( f (x2k)). Êîãäà îêàæåòñÿ xk = x2k ,
÷èñëî k áóäåò êðàòíî ïåðèîäó. (Ïðèâåäèòå
ïðèìåð ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé íàéäåííîå
÷èñëî k íå áóäåò ðàâíî ïåðèîäó). Äàëåå, ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ ÷èñëà xk+1, xk+2,�
íàéäåì íàèìåíüøåå m, äëÿ êîòîðîãî xk =
xk+l, îíî è áóäåò äëèíîé ïåðèîäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè xk.

k := 1;
p := f(a);
q := f(f(a));
{ p = xk; q =x2k }
while p <> q do
 begin
  p := f(p);
  q := f(f(q));
  k := k+1;
 end;
{Ìû íàøëè k, òàêîå, ÷òî p = xk = x2k,}
{ïîýòîìó xk âõîäèò â ïåðèîäè÷åñêóþ}
{÷àñòü è äëèíà ïåðèîäà íå áîëüøå k}
m := 1;
q := f(p);
while p <> q do
 begin
  q := f(q);
  {q = xk+m}

Ðàññìîòðèì ïàðû
ïîñëåäîâàòåëüíûõ

îñòàòêîâ...
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  m:=m+1;
 end;
{Ìû íàøëè íàèáîëüøåå m, òàêîå, ÷òî}
{÷èñëà xk, xk+1, �, xk+m-1 ðàçëè÷íû,}
{ïîýòîìó ïåðèîä ðàâåí m }

Óïðàæíåíèå 7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð
ôóíêöèè f, ïîçâîëÿþùåé âû÷èñëÿòü ïðè
ïîìîùè îïèñàííîãî àëãîðèòìà äëèíó ïå-

ðèîäà äðîáè 
b

a
.

Ðåøåíèå: Íàïðèìåð, ïîäõîäèò ôóí-
êöèÿ f, ïåðåâîäÿùàÿ ÷èñëî x â îñòàòîê îò
äåëåíèÿ ÷èñëà 10x íà b.

Óïðàæíåíèå 8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f (n)
ñóììó k-òûõ ñòåïåíåé öèôð ÷èñëà n.

à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü n, f (n), f ( f (n)), f ( f ( f (n)))...
ïåðèîäè÷íà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ó ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî äëèí-
íûé ïðåäïåðèîä.

â) Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ k è n âû÷èñëÿþùóþ äëèíó
ïåðèîäà äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîäñêàçêà. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî k íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî ñóììà k-òûõ
ñòåïåíåé öèôð ëþáîãî m-çíà÷íîãî ÷èñëà
áóäåò ñîñòîÿòü èç íå áîëåå ÷åì m çíàêîâ.

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàò-
êè îò äåëåíèÿ ÷èñåë nn íà ïðîñòîå ÷èñëî p
îáðàçóþò ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, âû÷èñ-
ëÿþùóþ äëèíó ïåðèîäà ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Ïîäñêàçêà. Èç òåîðåìû Ôåðìà ñëå-
äóåò, ÷òî n p-1 ≡ 1 (mod p), îòêóäà
nn ≡ nm ≡ km (mod p), ãäå k � îñòàòîê îò äå-
ëåíèÿ n íà p, à m � îñòàòîê îò äåëåíèÿ n
íà p � 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà M èç òåîðåìû î ïåðèîäè÷íîñ-
òè ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî ïàð (k, m), ãäå
k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî p, à m îò 0
äî p � 2.

ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÅ ÈÐÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÎÑÒÈ
È ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÖÅÏÍÛÅ ÄÐÎÁÈ

Îïðåäåëåíèå. Èððàöèîíàëüíûé êî-
ðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé
èððàöèîíàëüíîñòüþ. Èíûìè ñëîâàìè êâàä-
ðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü � ÷èñëî, èìå-
þùåå âèä

q

Dp +
,

ãäå ÷èñëà p è q � öåëûå, à D � íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ òî÷íûì êâàä-
ðàòîì.

Îïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðî-
áüþ íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

K+
+

+
+

3

2

1

0

1

1

1

a
a

a

a

ãäå a0 � öåëîå ÷èñëî, à âñå îñòàëüíûå an �
íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëü-
íîãî ÷èñëà x0 ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå â áåñ-
êîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü.

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðå-
ìó, à ëèøü îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
öåïíûõ äðîáåé, îòâå÷àþùèõ çàäàííîìó
÷èñëó x0. ×èòàòåëè, èíòåðåñóþùèåñÿ äîêà-
çàòåëüñòâîì ýòîé òåîðåìû, ìîãóò îáðàòèòü-
ñÿ ê êíèãå Õèí÷èíà «Öåïíûå äðîáè» èëè
ê êíèãå Áóõøòàáà «Òåîðèÿ ÷èñåë».

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
x0 > 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a0 öåëóþ ÷àñòü x  è

âîçüìåì 1
1

00

1 >
−

=
ax

x . Ïîñêîëüêó x0 èð-

ðàöèîíàëüíî, òî x1 òàêæå áóäåò èððàöèî-

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f, ïîçâîëÿþùåé
âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè îïèñàííîãî àëãîðèòìà
äëèíó ïåðèîäà äðîáè...
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íàëüíûì ÷èñëîì, áîëüøèì 1. Ïîëîæèì

a1 = [x1]
*  è 

11

2

1

ax
x

−
= x2, òîãäà x2 � èð-

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1. Ïðîäîë-

æèì ýòîò ïðîöåññ äàëåå, òî åñòü âûïîë-
íèì ïîñëåäîâàòåëüíî îïåðàöèè

1

00

1

x
ax += , a0 = [ x0 ];

2

11

1

x
ax += , a1 = [ x1 ];

3

22

1

x
ax += , a2 = [ x2 ];

�������������...

1

1

+

+=
n

nn
x

ax , an = [ xn ].

Åñëè ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
a0, a1, a2, ... � ñîñòàâèòü öåïíóþ äðîáü

K+
+

+
+

3

2

1

0

1

1

1

a
a

a

a

 , (1)

òî îíà áóäåò ðàâíà x0.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Âñÿêàÿ êâàäðàòè÷-
íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü äàåò â ðàçëîæåíèè
ïåðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü. È îáðàòíî,
âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçëîæåíèåì íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé
èððàöèîíàëüíîñòè.

Óïðàæíåíèå 10**. Âûâåäèòå òåîðåìó
Ëàãðàíæà èç òåîðåìû î ïåðèîäè÷íîñòè.

Ïîäñêàçêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ ax2 + bx + c = 0.
Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà xk èç àëãîðèòìà ðàç-
ëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèé âèäà Ak x

2 + Bk x + Ck = 0, ãäå
âñå Ak è Ck íå ïðåâîñõîäÿò 2|a x0| + |a| + |b| è
óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó Bk

2  � 4AkCk =
= b2 � 4ac. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçëè÷íûõ
÷èñåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} � êîíå÷-
íîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 11*. Íàïèøèòå ïðîãðàì-
ìó, âû÷èñëÿþùóþ äëèíó ïåðèîäà è íàõî-
äÿùóþ ñàì ýòîò ïåðèîä äëÿ öåïíîé äðî-
áè, ïîñòðîåííîé äëÿ êâàäðàòè÷íîé èððà-
öèîíàëüíîñòè âèäà D , ãäå D � íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ òî÷íûì êâàä-
ðàòîì.

Ïîäñêàçêà. ×èñëà ak è xk, ó÷àñòâóþ-
ùèå â àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ öåïíîé äðî-
áè ìîæíî îïðåäåëèòü èñõîäÿ èç ôîðìóë
(äîêàæèòå ýòî!):

ak = [xk], 
k
c

D
k
b

k
x

+
= ,

ãäå ïåðâûå äâà ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{bk} è {ck} îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
b1= a0, b2 = a1c1 � b1 è c1 = D � b1

2,
c2 = 1 � a1

2c1 + 2a1b1, à îñòàëüíûå óäîâëåò-
âîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì bn+1 = ancn � bn è
cn+1 = cn-1 � an

2cn + 2 anbn.

Âûâîä ýòèõ ôîðìóë, ðàçíîîáðàçíûå
ïðèìåðû ðàçëîæåíèé ÷èñåë â öåïíûå äðî-
áè è íàõîæäåíèå ýòèõ ðàçëîæåíèé äëÿ ÷è-
ñåë ñïåöèàëüíîãî âèäà, à òàêæå ìíîæå-
ñòâî èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ, áëèçêèõ ê íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ â êíèãå
Âàöëàâà Ñåðïèíñêîãî «Ýëåìåíòàðíàÿ òåî-
ðèÿ ÷èñåë» (Waclaw Sierpiñski «Elementary

Áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ
âûðàæåíèå âèäà...

* Êâàäðàòíûå ñêîáêè, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó,
âû÷èñëÿþùóþ äëèíó ïåðèîäà
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theory of numbers»), ê ñîæàëåíèþ, íå ïå-
ðåâåäåííîé íà ðóññêèé ÿçûê.

Óïðàæíåíèå 12**. Íàïèøèòå ïðî-
ãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ äëèíó ïåðèîäà öåï-
íîé äðîáè, ïîñòðîåííîé äëÿ äàííîé êâàä-
ðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè, çàäàííîé ïðè
ïîìîùè òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p, q è D
ïî ôîðìóëå

q

Dp + .

Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ðàçëîæåíèé
êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé â öåï-
íóþ äðîáü óæå íå òàê ïðîñòî, êàê ïðàâèëü-
íîñòü ðàçëîæåíèé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë â
äåñÿòè÷íóþ äðîáü, ïîýòîìó ïðèâåäåì íå-
ñêîëüêî òàêèõ ðàçëîæåíèé. Îíè ìîãóò ïðè-
ãîäèòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðà-
áîòû ïðîãðàììû.

Õðàáðîâ Àëåêñàíäð Èãîðåâè÷,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, àññèñòåíò êàôåäðû àíàëèçà
ÑÏáÃÓ.

)4,1,1,1;2(7 =  äëèíà ïåðèîäà 4;

)12,2,2;6(41 =  äëèíà ïåðèîäà 3;

)60,2,2,2,2;30(925 =  äëèíà ïå-

ðèîäà 5;

)90,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1;45(2081 =

äëèíà ïåðèîäà 11;

)1,1,1,6,1;1(
4

131 =+
 äëèíà ïåðèî-

äà 5;

Çàïèñü ),,,,,;( 43210 nbbbbbbx K=
ñîîòâåòñòâóåò öåïíîé äðîáè (1), ãäå ÷èñëà
am ïðè m > n îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïåðèîäè÷-

íîñòè, òî åñòü ak+tn = ak ïðè k = 1, 2, ...�, n.


