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Ðîìàíîâñêèé Èîñèô Âëàäèìèðîâè÷

ÇÀÄÀ×À ØÒÅÉÍÅÐÀ ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ

È ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ìîæíî
ðåøàòü ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî  ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, î÷åíü ðàçíîîáðàçíû. Íî èíîãäà
âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è ê äèíàìè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ
áûâàåò çàìàñêèðîâàíà íååñòåñòâåííîé èëè
ñëèøêîì ãðîìîçäêîé êîíñòðóêöèåé.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó èìåííî
ñî ñëèøêîì ãðîìîçäêîé êîíñòðóêöèåé, êî-
òîðàÿ ïîçâîëÿåò, îäíàêî, ðåøèòü ðàññìîò-
ðåííóþ çàäà÷ó ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Òåì íå ìåíåå, ïðèåì-
ëåìûõ àëãîðèòìîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà â
íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñ-
òàòî÷íî. Ðå÷ü ïîéäåò î òàê íàçûâàåìîé çà-
äà÷å Øòåéíåðà íà ãðàôàõ. Íàì áóäåò åñòå-
ñòâåííî  íà÷àòü ñ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
Øòåéíåðà, ÷òîáû îáúÿñíèòü, îòêóäà âçÿëîñü
íàçâàíèå. Äàëüøå ïîñëåäóåò ïîñòàíîâêà
èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è, çàòåì íàïîìèíà-
íèå ìåòîäà Äåéêñòðû äëÿ ïîèñêà êðàò÷àé-
øèõ ïóòåé â ãðàôå, çàòåì íåêîòîðûå ïðî-
ñòûå ìîäèôèêàöèè ýòîãî àëãîðèòìà, êîòî-
ðûå áóäóò íàì ïîëåçíû, à çàòåì óæå ñàì
àëãîðèòì.

2. ÇÀÄÀ×À ØÒÅÉÍÅÐÀ

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ßêîáà Øòåéíåðà
(1796-1863) èìååò î÷åíü ïðîñòóþ ôîðìóëè-
ðîâêó:

Íà ïëîñêîñòè çàäàíî n òî÷åê (ìîæ-
íî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàðòó è äîìà íà íåé).
Òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü ýòè òî÷êè ëîìàíû-

ìè ëèíèÿìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäàÿ
òî÷êà áûëà ñîåäèíåíà ñ êàæäîé è ÷òîáû
ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ïðîâåäåííûõ ëèíèé
áûëà ìèíèìàëüíà.

Àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, òî
åñòü ìåòîäà íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ìèíèìó-
ìà, íå ñóùåñòâóåò äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè.
Õîðîøî èçâåñòíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ: â
ðåøåíèå ìîãóò âõîäèòü ïðîìåæóòî÷íûå òî÷-
êè, è âñå ñîåäèíåíèÿ äîëæíû áûòü îòðåçêà-
ìè, ñîåäèíÿþùèìè òî÷êè (èñõîäíûå è ïðî-
ìåæóòî÷íûå). Â êàæäîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷-
êå äîëæíû ñõîäèòüñÿ òðè îòðåçêà, à â èñ-
õîäíûõ òî÷êàõ íå áîëåå òðåõ. Óãîë ìåæäó
îòðåçêàìè, ñõîäÿùèìèñÿ â îäíîé òî÷êå íå
äîëæåí áûòü ìåíüøå 120°.

Òèïè÷íîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì, èçîáðàæåíî íà
ðèñóíêå 1. Ñåìü òî÷åê (÷åðíûå êðóæêè) ñî-
åäèíåíû ñåòüþ, â êîòîðîé ÷åòûðå äîïîëíè-
òåëüíûå òî÷êè. Â êàæäîé äîïîëíèòåëüíîé
òî÷êå òðè îòðåçêà ñõîäÿòñÿ ïîä óãëîì 120°.
Ñîåäèíåíèå ÿâíî íå îïòèìàëüíî.

Òðóäíîñòü æå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
îäíîìó è òîìó æå íàáîðó òî÷åê ìîæåò îò-
âå÷àòü íåñêîëüêî òàêèõ ðåøåíèé. Íà ðè-
ñóíêå 2 ïîêàçàíî äâà ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ÷åòûðåì òî÷êàì � âåðøèíàì ïðÿìîó-
ãîëüíèêà. Çäåñü èñõîäíûõ òî÷åê ÷åòûðå, à
ïðîìåæóòî÷íûõ äâå. È ÷åðíàÿ, è ñåðàÿ ñî-
åäèíÿþùàÿ ñåòü óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè, íî äëèíû ó
íèõ ðàçëè÷íû.

Â ñâÿçè ñ ðîñòîì èíòåðåñà ê ýêñòðå-
ìàëüíûì çàäà÷àì íà ãðàôàõ è óñïåõàìè â
ðåøåíèè çàäà÷ îá îïòèìàëüíûõ äåðåâüÿõ (îñ-
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òîâíîå äåðåâî ìèíèìàëüíîãî âåñà, äåðåâî
êðàò÷àéøèõ ïóòåé, êðàò÷àéøåå äåðåâî ïó-
òåé) åñòåñòâåííî ïîÿâèëèñü òðóäíî ðåøàå-
ìûå âàðèàíòû ýòèõ çàäà÷, â êîòîðûõ íàøëè
àíàëîãèþ ñ çàäà÷åé Øòåéíåðà. Òàêèå çàäà-
÷è ñòàëè íàçûâàòü ãðàôîâûìè çàäà÷àìè
Øòåéíåðà. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü
îäíó èç òàêèõ ôîðìóëèðîâîê.

Ïóñòü çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ
ìíîæåñòâîì âåðøèí M è ìíîæåñòâîì äóã
N. Êàæäîé äóãå u ñîïîñòàâëåí íåêîòîðûé
ïîëîæèòåëüíûé âåñ cu. Çàäàíû òàêæå âåð-
øèíà i0 (áóäåì íàçûâàòü åå íà÷àëüíîé âåð-
øèíîé) è íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí MÕ
(êîòîðûå, êîíå÷íî, íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè).
Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷àñòè÷íûé ïîäãðàô, òî åñòü
òàêèå ïîäìíîæåñòâà M′⊂ M, N′⊂ N, ÷òî ó
êàæäîé äóãè u ∈ N′  åå íà÷àëî jb(u) è êîíåö
je(u) ñîäåðæàòñÿ â M′. Ýòîò ÷àñòè÷íûé ïîä-
ãðàô äîëæåí ñîäåðæàòü ïóòè èç i0 â ëþáóþ
èç âåðøèí ìíîæåñòâà MÕ , à ñóììà âåñîâ
äóã èç N′ äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé.

Äî òîãî êàê ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, âñïîì-
íèì êîå-÷òî èçâåñòíîå (ìåòîä Äåéê-
ñòðû) è ïðèñïîñîáèì åãî ê íàøèì
ïîòðåáíîñòÿì.

3. ÊÐÀÒ×ÀÉØÈÅ ÏÓÒÈ
ÎÒ ÎÄÍÎÉ

ÄÎ ÎÄÍÎÉ ÂÅÐØÈÍÛ

Îáû÷íûé ìåòîä Äåéêñòðû
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, êàê ïîëà-
ãàåòñÿ â äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììè-
ðîâàíèè, åäèíè÷íàÿ çàäà÷à íàõîæ-

äåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè îò âåðøèíû i0 äî
âåðøèíû ðåøàåòñÿ âìåñòå ñî âñåìè àíàëî-
ãè÷íûìè çàäà÷àìè íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî
ïóòè îò i0 äî ëþáîé äðóãîé âåðøèíû i ∈ M.
Îñîáåííîñòüþ ìåòîäà Äåéêñòðû â ñðàâíåíèè
ñ äðóãèìè ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà èäåå
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ
îñîáûé ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé.

Èìåííî, âûäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåð-
øèí, ðàññòîÿíèå äî êîòîðûõ îò i0 íàõîäèò-
ñÿ â ñòàäèè âû÷èñëåíèÿ. Ýòî ìíîæåñòâî
âåðøèí ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç M1. Âñå
îñòàëüíûå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò ëèáî ìíî-
æåñòâó M0 âåðøèí, ðàññòîÿíèå äî êîòîðûõ
óæå âû÷èñëåíî, ëèáî ìíîæåñòâó M2 âåðøèí,
ðàññòîÿíèå äî êîòîðûõ âû÷èñëÿòüñÿ íå íà-
÷èíàëîñü.

Ïåðâîíà÷àëüíî M1 = {i0}, M2 = M \ M1,
M0 = ∅.

Íà êàæäîì øàãå èòåðàòèâíîãî ïðî-
öåññà â M1 âûáèðàåòñÿ âåðøèíà i1, ðàññòîÿ-
íèå äî êîòîðîé ìèíèìàëüíî, ýòà âåðøèíà
ïåðåâîäèòñÿ â M0, à çàòåì îíà èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ êîððåêòèðîâêè äðó-
ãèõ ðàññòîÿíèé. Èìåííî,
ïóòü äî i1 âñåâîçìîæíû-
ìè ñïîñîáàìè íàðàùèâà-
åòñÿ íà åùå îäíó äóãó
(âûõîäÿùóþ èç i1), ïîëó-
÷èâøèåñÿ ïóòè åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ èñïðàâëåíèÿ òåõ
äàííûõ î ïðîöåññå, êîòî-
ðûå ïðåäñòàâëåíû ìíî-
æåñòâàìè M0, M1, M2.

Â ðåàëèçàöèè ýòî-
ãî ìåòîäà áîëüøîå âíè-
ìàíèå óäåëÿåòñÿ ýôôåê-
òèâíîñòè çàäàíèÿ ìíîæå-
ñòâà M1. Íóæíî, ÷òîáû
äîñòàòî÷íî áûñòðî ðåøà-

Ðèñóíîê 2.

Ðèñóíîê 1.

... êðàò÷àéøèå ïóòè
äî çàäàííîé êîíå÷íîé âåðøèíû...
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ëèñü çàäà÷è è åãî ïîïîëíåíèÿ, è êîððåêòè-
ðîâêè ïðè óìåíüøåíèè ðàññòîÿíèÿ äî âåð-
øèíû è ïîèñêà â íåì âåðøèíû ñ íàèìåíü-
øèì ðàññòîÿíèåì.

Ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñåáå âàðèàíò ìå-
òîäà Äåéêñòðû, â êîòîðîì ãðàô êàê áû «èí-
âåðòèðóåòñÿ», òî åñòü âñå äóãè íàïðàâëÿþò-
ñÿ â äðóãóþ ñòîðîíó. Â òåðìèíàõ èñõîäíîãî
ãðàôà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîèòü íóæíî êðàò-
÷àéøèå ïóòè äî çàäàííîé êîíå÷íîé âåðøè-
íû iC îò âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà.

4. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÄÅÉÊÑÒÐÛ

Ìåòîä Äåéêñòðû ìîæíî ïðèìåíÿòü è
â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòü äåðåâà ïóòåé óæå âû-
÷èñëåíà.

Âû÷èñëèòåëüíî òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ
âûãëÿäèò î÷åíü ïðîñòî. Äëÿ îïðåäåëåííîñ-
òè ðàññìîòðèì, ÷òî íóæíî ñäåëàòü â èíâåð-

òèðîâàííîì ìåòîäå Äåéêñòðû: ïðè èíèöèà-
ëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà â ìíî-
æåñòâî M1 çàãðóæàþòñÿ âåðøèíû, ðàññòîÿ-
íèÿ äî êîòîðûõ óæå âû÷èñëåíû, è åñëè ïóòè,
âåäóùèå èç òàêèõ âåðøèí, èçìåíÿòü íåëüçÿ,
òî çàïðåùàåòñÿ èõ ìîäèôèêàöèÿ.

5. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÄÂÓÕ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÒÎ×ÅÊ

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, â êîòîðîì ìíî-
æåñòâî MÕ ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê, è íà íåì
ñíà÷àëà îïðîáóåì ýòó èäåþ. Ïóñòü ãðàô çà-
äàí ðèñóíêå 3: â íåì 25 âåðøèí, 40 äóã,
äëèíû êîòîðûõ çàïèñàíû ðÿäîì ñ äóãàìè,
íà÷àëüíîé ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà A, à ìíîæå-
ñòâî MÕ = {P, X}.

Ïðèìåíÿÿ îáû÷íûé ìåòîä Äåéêñòðû,
ñòðîèì äåðåâî êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé îò
A äî âñåõ âåðøèí ãðàôà (ðèñóíîê 4).

Ðèñóíîê 3. Èñõîäíûé ãðàô.
Íà÷àëüíàÿ âåðøèíà A,

äëèíû íàïèñàíû îêîëî äóã.

Ðèñóíîê 4. Äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé
îò âåðøèíû A äî îñòàëüíûõ âåðøèí.

Ðèñóíîê 6. Äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé
äî âåðøèíû X.

Ðèñóíîê 5. Äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé
                        äî âåðøèíû P.
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Íî äëÿ íàñ ñåé÷àñ áóäåò âàæíà âîç-
ìîæíîñòü ñòðîèòü êðàò÷àéøèå ïóòè äî çà-
äàííîé âåðøèíû îò âñåõ îñòàëüíûõ. Íà ðè-
ñóíêå 5 ïîêàçàíî äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé
äî âåðøèíû P îò âñåõ âåðøèí, ãäå òàêîé
ïóòü ñóùåñòâóåò. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòî óñ-
ëîâèå èñêëþ÷àåò âåðøèíû, ðàñïîëîæåííûå
ïðàâåå èëè íèæå âåðøèíû P. Â êðóæêè,
îáîçíà÷àþùèå âåðøèíû, âïèñàíû êðàò÷àé-
øèå ðàññòîÿíèÿ îò íèõ äî P. Àíàëîãè÷íî
ñòðîèòñÿ è äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò
âñåõ âåðøèí äî âåðøèíû X, ïîêàçàííîå íà
ðèñóíêå 6. Â êðóæêè, îáîçíà÷àþùèå âåð-
øèíû, âïèñàíû êðàò÷àéøèå ðàññòîÿíèÿ îò
íèõ äî X.

Ñîåäèíèì òåïåðü äàííûå èç ðèñóíêîâ 5
è 6, îãðàíè÷èâøèñü âåðøèíàìè, îò êîòîðûõ
åñòü ïóòè äî îáåèõ âåðøèí. Ïîëó÷èì ðèñóíîê
7, â êîòîðîì ê ýòèì «èçáðàííûì» âåðøèíàì
ìû äîáàâèëè åùå îäíó, âåðøèíó O. Â ýòó âåð-
øèíó èäóò äóãè èç âñåõ èìåâøèõñÿ âåðøèí
(ïðàâäà, íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû òîëüêî ïÿòü
èç íèõ. Êñòàòè, ïî êàêîìó ïðèíöèïó ÿ îòî-
áðàë ýòè ïÿòü äóã? Íà ñàìîì äåëå, â ãðàôå,
êîòîðûé ìû ñòðîèì, äîëæíû áûòü äóãè îò
ëþáîé èç «èçáðàííûõ» âåðøèí). Ñìûñë
íîâûõ äóã òàêîé: èñõîäíûå äóãè ãðàôà � ýòî
äóãè îáû÷íûå, ïî êîòîðûì ìû äîáèðàåìñÿ
îáû÷íûì îáðàçîì, ïðè÷åì, äâèãàÿñü ïî íèì,
ìû äâèæåìñÿ ê îáåèì âåðøèíàì, â òî âðå-
ìÿ êàê êàæäàÿ íîâàÿ äóãà ñèìâîëèçèðóåò
ñïîñîá ïåðåäâèæåíèÿ èç äàííîé âåðøèíû â
êàæäóþ èç òðåáóåìûõ âåðøèí îòäåëüíî. Ýòè
îòäåëüíûå ïóòè ñàìè ïî ñåáå îïòèìàëüíû:

Äëÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ãðàôà ìåòîäîì
Äåéêñòðû íàõîäèì äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïó-
òåé, âõîäÿùèõ â âåðøèíó O. Îíî èçîáðà-
æåíî íà ðèñóíêå 8. Íàì îñòàëîñü ïåðåéòè
îò íîâîãî ãðàôà ê èñõîäíîìó.

Â ïîñòðîåííîì äåðåâå âîçüìåì ïóòü
èç âåðøèíû A. Îí êîí÷àåòñÿ «íîâîé» äóãîé
LO. Çàìåíèì ýòó äóãó ïàðîé ïóòåé LP è LX
â èñõîäíîì ãðàôå. Ìû ïîëó÷èì ÷àñòè÷íîå
äåðåâî, ñîñòîÿùåå èç ïóòåé AL, LP è LX.
Îíî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 9.

6. ÏÐÈÍÖÈÏÈÀËÜÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÄËß
ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÒÎ×ÅÊ

À ÷òî æå äåëàòü â ñëó÷àå, êîãäà âåð-
øèí â ìíîæåñòâå MÕ  áîëüøå äâóõ. Ñëó÷àé
òðåõ âåðøèí óæå âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî óã-

Ðèñóíîê 7. Ãðàô èçáðàííûõ âåðøèí
          ñ íîâûìè äóãàìè è âåðøèíîé O.

Ðèñóíîê 8. Äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé
â íîâîì ãðàôå.

Ðèñóíîê 9. Îïòèìàëüíîå ÷àñòè÷íîå äåðåâî
ñ ïóòÿìè èç A â P è X.
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ðîæàþùå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
MÕ ={P, T, X}.

Ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé áóäåò òàêîé:
1) Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ âåðøèí P, T è X.
2) Ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè äàííûìè,

ðåøèì, êàê ðàíüøå, çàäà÷ó äëÿ ïàð {P, T},
{P, X} è {T, X}. ×òîáû íå çàïóòàòüñÿ, ââå-
äåì, íàêîíåö-òî, îáîçíà÷åíèÿ. Ñîñòàâèì
òàáëèöó âû÷èñëåííûõ ðàññòîÿíèé v[s, j], ãäå
s � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà MÕ, à j � âåð-
øèíà. Ìîæíî ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâèòü,
÷òî óæå âû÷èñëåíî ê äàííîìó ìîìåíòó (cì.
òàáëèöó 1).

3) (ñàìîå ãëàâíîå) Òåïåðü ìû áóäåì
âû÷èñëÿòü äëÿ ýòîé òàáëèöû ñòðîêó, ñîîò-
âåòñòâóþùóþ òðîéêå {P, T, X}. Äëÿ ýòîãî
âïèøåì â êàæäóþ ÿ÷åéêó v[MÕ, j] çíà÷åíèå
min{aP, aT, aX}, ãäå

aP = v[P, j] + v[TX, j];

aT = v[T, j] + v[PX, j];

aX = v[X, j] + v[PX, j]

è ïîñëå ýòîãî ïî ìåòîäó Äåéêñòðû «äîñ÷è-
òàåì» ïîëó÷èâøèåñÿ ðàññòîÿíèÿ.

Ôàêòè÷åñêè ó íàñ çäåñü ïîëó÷àåòñÿ
ñõåìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â
êîòîðîé ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæ-
íûå ïàðû (s, j), à v � ýòî ôóíêöèÿ Áåëëìà-
íà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðåêóððåíòíîìó ñîîò-
íîøåíèþ

v[s, j] = min{aSplit, aMove},

ãäå ââåäåííûå äëÿ óäîáñòâà aSplit è aMove
îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìóì, êîòî-
ðûé áåðåòñÿ ïî ðåøåíèÿì, ðàçáèâàþùèì
ìíîæåñòâî s íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà, è
ìèíèìóì ïî ïåðåõîäàì â äðóãèå âåðøèíû ñ
ïîìîùüþ äóãè, âûõîäÿùåé èç j:

aSplit = min {v[s′, j] + v[s \ s′, j] | s′ ⊂ s},

aMove = min{cu+ v[s, je(u)] | jb[u] = j}.

Åñëè óãîäíî, ìîæíî çàïèñàòü ýòî ðå-
êóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå â áîëåå ïðèâû÷-
íîì âèäå

v[s, j] = min{min{ v[s′, j] + v[s \ s′, j] | s′ ⊂ s},

{cu+ v[s, je(u)] | jb[u] = j}}.

Èìåííî ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-
íèå ëåæèò â îñíîâå íàøåãî ðàñ÷åòà. Ýòîò
ïîäõîä âïîëíå ïðèåìëåì, åñëè ïàìÿòü êîì-
ïüþòåðà ïîçâîëÿåò õðàíèòü òàáëèöó ðàçìå-
ðîì m × 2k, ãäå m � ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå, à
k � ÷èñëî âåðøèí â ìíîæåñòâå MÕ.

7. ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäëàãàåìî-
ãî àëãîðèòìà ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ýòî ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ ñ ïåðâîãî âçãëÿäà. Â åå îñíîâå
ëåæèò öèêë ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì ìíî-
æåñòâà MÕ. Ïåðåáîð ïîäìíîæåñòâ êîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ êàê ïå-
ðåáîð õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ ýòèõ
ïîäìíîæåñòâ, òî åñòü âñåâîçìîæíûõ íàáî-
ðîâ èç íóëåé è åäèíèö. Åñëè ÷èñëî k íå
ñëèøêîì âåëèêî, òî êàæäûé òàêîé íàáîð

A B C D E F G H I J K L M N P Q R S T U V W X Y Z
P t t t t t t t t t t t t t t t

T t t t t t t t t t t t t t t t t

X t t t t t t t t t t t t t t t

PT t t t t t t t t t t t t

PX t t t t t t t t t

TX t t t t t t t t t t t t

Òàáëèöà 1.

...ê ýòèì «èçáðàííûì» âåðøèíàì ìû
äîáàâèëè åùå îäíó...
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

ìîæíî ñ÷èòàòü k-çíà÷íûì äâîè÷íûì ÷èñ-
ëîì, òàê ÷òî ïåðåáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðî-
ñòûì öèêëîì îò 1 äî kSubset = 2k.

for iSubset := 1 to kSubset do begin
  Iteration
end;

Îïåðàòîð Iteration ñîñòîèò èç äâóõ
÷àñòåé: äîâû÷èñëåíèå ïî ìåòîäó Äåéêñòðû
ñòðîêè iSubset ìàòðèöû v è èñïîëüçîâà-
íèå âû÷èñëåííîé ñòðîêè â ïîäãîòîâêå äàí-
íûõ äëÿ äðóãèõ ñòðîê.

Iteration ≡≡≡≡≡
  Dijkstrification;
  UseRow;

Â ìåòîäå Äåéêñòðû íà ñàìîì äåëå íàì
íå ïîòðåáóåòñÿ ââîäèòü âåðøèíó O ñ ïðè-
ìûêàþùèìè ê íåé íîâûìè äóãàìè: äîñòà-
òî÷íî áóäåò âêëþ÷èòü âñå âåðøèíû, äëÿ
êîòîðûõ v óæå íà÷àëî âû÷èñëÿòüñÿ, â òàê
íàçûâàåìîå ìíîæåñòâî M1.

Èñïîëüçîâàíèå âû÷èñëåííîé ñòðîêè,
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ïîäìíî-
æåñòâó sCur ìíîæåñòâà MÕ çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ñòðîêè, âû-
÷èñëåííûå ðàíåå. Êàæäàÿ òàêàÿ ñòðîêà òàê-
æå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó
sPrev. Åñëè ïîäìíîæåñòâà sCur è sPrev äèçú-
þíêòíû, òî îíè ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå ïîä-
ìíîæåñòâà sNew = sCur ∪ sPrev, ÿâëÿþùå-
ãîñÿ èõ îáúåäèíåíèåì. Â òàêîì ñëó÷àå çíà-
÷åíèÿ v[sNew, j] êîððåêòèðóþòñÿ ïî ñóììå
v[sCur, j] + v[sPrev, j]. Íà ñàìîì äåëå âñÿ
ðàáîòà èäåò íå ñ ïîäìíîæåñòâàìè, à ñ öå-
ëûìè ÷èñëàìè, èì ñîîòâåòñòâóþùèìè. Óñ-
ëîâèå äèçúþíêòíîñòè ïîäìíîæåñòâ ïðåêðàñ-
íî çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ëî-
ãè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ ýòèõ ÷èñåë. Òàêèì
îáðàçîì, ìû èìååì

UseRow ≡≡≡≡≡
 for iPrev := 1 to iSubset-1 do;
  if (iPrev and iSubset) = 0 then begin
   CorrectRow
  end;

ß íå ðåøèëñÿ çäåñü æå ïèñàòü è êîð-
ðåêòèðîâêó, íî îíà ïðîñòà è ìû íå çàìåä-
ëèì åå ïðèâåñòè: çäåñü óæå ïåðâûé èíäåêñ
ìàññèâà � íå ïîäìíîæåñòâî, à ñîîòâåòñòâó-
þùåå åìó ÷èñëî.

CorrectRow ≡≡≡≡≡
 iNew := iPrev + iSubset;
  for all j do;
   if (v[iPrev,j]<infinity) and
       (v[iSubset,j]<infinity)
   then begin
     v1 := v[iPrev,j] + v[iSubset,j];
     if v[iNew,j] > v1
     then v[iNew,j] := v1;
   end;

Çàãîëîâîê öèêëà ïî âåðøèíàì çàâèñèò
îò ñïîñîáà çàäàíèÿ èíôîðìàöèè î ãðàôå.

Èíèöèàëèçàöèÿ òàáëèöû v î÷åíü ïðî-
ñòà: ñíà÷àëà âñÿ òàáëèöà çàïîëíÿåòñÿ «áåñêî-
íå÷íûì» çíà÷åíèåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èëè
÷åðåç infinity, à çàòåì îáíóëÿþòñÿ k ýëå-
ìåíòîâ v[power(i),vert(i)], ãäå power(i) = 2i, a
vert(i) � èñòèííûé íîìåð âåðøèíû, ñòîÿùåé
â MÕ íà ìåñòå i.

8. ×ÒÎ ÄÀËÜØÅ

Òàê ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è ñ íåáîëü-
øèìè çíà÷åíèÿìè k; ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ  è
ìîæíî ÷óòü-÷óòü çàéòè çà k = 20 íà áîëü-
øèõ êîìïüþòåðàõ. Ìåæäó òåì, äëÿ ñïåöè-
àëüíûõ òèïîâ ãðàôîâ ìîæíî ñèëüíî óïðîñ-
òèòü ðåøåíèå, îãðàíè÷èâàÿ íàáîð ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ïîäìíîæåñòâ.

Åñëè èñõîäíûé ãðàô ïëàíàðíûé, òî
åñòü åñëè åãî ìîæíî áåç ïåðåñå÷åíèé äóã

...äîñòàòî÷íî áóäåò âêëþ÷èòü âñå âåðøèíû,
äëÿ êîòîðûõ v óæå íà÷àëî âû÷èñëÿòüñÿ...
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ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè è åñëè âñå âåð-
øèíû ìíîæåñòâà  íàõîäÿòñÿ íà «ãðàíèöå»
îáëàñòè, ñîäåðæàùåé ãðàô, òî ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî ïîäìíîæåñòâà, îáðàçóþ-
ùèå ñïëîøíîé ó÷àñòîê ãðàíèöû.

Íàïðèìåð, ïóñòü â ãðàôå, ïîêàçàííîì
íà ðèñóíêå 3, MÕ ={ V, X, Z, P, E}. Âìåñòî
31 ïîäìíîæåñòâà, íåîáõîäèìîãî ïðè îáùåì
ïîäõîäå, çäåñü íàì áóäåò äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü k (k+1)/2 = 15: {V}, {V, X},
{V, X, Z}, {V, X, Z, P}, {V, X, Z, P, E}, {X},
{X, Z}, {X, Z, P}, {X, Z, P, E}, {Z}, {Z, P},
{Z, P, E}, {P}, {P, E}, {E}.

Âîïðîñû: Â êàêîì ïîðÿäêå ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîæåñòâà â ýòîì ÷àñò-
íîì ñëó÷àå? Êàêàÿ íóìåðàöèÿ ïîäìíîæåñòâ
îêàæåòñÿ çäåñü óäîáíîé:

Â ñëó÷àå çàìêíóòîé ãðàíèöû ÷èñëî
ïîäìíîæåñòâ íåñêîëüêî óâåëè÷èâàåòñÿ è
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì k (k � 1) + 1, íî ïðàêòè-
÷åñêè âñå âîçìîæíîñòè ýôôåêòèâíîãî ðàñ-
÷åòà ñîõðàíÿþòñÿ.

Áûëî áû èíòåðåñíî ïðåäëîæèòü äðó-
ãèå êëàññû ãðàôîâ, â êîòîðûõ ìîæíî îãðà-
íè÷èòü êîëè÷åñòâî ïåðåáèðàåìûõ ïîäìíî-
æåñòâ.


