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1. ÊÐÈÇÈÑ
ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÎÃÎ ÎÁÓ×ÅÍÈß

Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå,
êàê è îáó÷åíèå äðóãèì ïðåäìåòàì åñòåñòâåí-
íî-ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà, çà ïîñëåäíèå 10
ëåò íå ïîëó÷èëî ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èìîãî
ðàçâèòèÿ. Ïðè÷èíà, íà íàø âçãëÿä, çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî òåêñòîâûå ìàòåðèàëû, êàð-
òèíêè, âèäåî ìàòåðèàëû, ïðîñòåéøèå òåñ-
òû, òî åñòü ïðàêòè÷åñêè âñå ñòàíäàðòíûå
âèäû äèäàêòè÷åñêîé ïîääåðæêè, âñòðîåííûå
â ñóùåñòâóþùèå ñèñòåìû äèñòàíöèîííîãî
îáó÷åíèÿ, àáñîëþòíî íåàäåêâàòíû ñîäåðæà-
íèþ ìàòåìàòèêè [1].

Òðàäèöèîííîå îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå,
êàê, âïðî÷åì, è äðóãèì ïðåäìåòàì, ïðîèñõî-
äèò â óñëîâèÿõ ïðÿìîãî îáùåíèÿ ïðåïîäàâà-
òåëÿ ñ ó÷åíèêàìè. Îáðàòíàÿ ñâÿçü ïîçâîëÿåò
â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ áûñòðî èçìåíèòü ìåòî-
äèêó èçëîæåíèÿ íîâîãî ìàòåðèàëà, íàñòðî-
èòüñÿ íà äàííóþ àóäèòîðèþ, à íå íà àáñò-
ðàêòíîãî ó÷åíèêà. Òàêèì îáðàçîì, ýôôåê-
òèâíîñòü î÷íîãî îáó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãëó-
áîêèìè òðàäèöèÿìè êëàññè÷åñêîãî îáðàçî-
âàíèÿ, ðàçâèòûìè ôîðìàìè âçàèìîäåéñòâèÿ
è âçàèìîâëèÿíèÿ ó÷àñòíèêîâ îáðàçîâàòåëü-

íîãî ïðîöåññà. Ïî-äðóãîìó ýòó ìûñëü ìîæ-
íî âûðàçèòü òàê: ó ó÷àñòíèêîâ òðàäèöèîí-
íîãî î÷íîãî ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ñóùåñòâóåò
åäèíûé êîíòåêñò. Áëàãîäàðÿ ýòîìó áîãàòîìó
êîíòåêñòó, âíåøíå íåñëîæíûå ôîðìû î÷íî-
ãî ó÷åáíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåïîäàâàòåëÿ
è ó÷åíèêà îêàçûâàþò ãëóáîêîå è ïëàíèðóå-
ìîå âëèÿíèå íà ïðîöåññ ïåðåäà÷è çíàíèé.
Â ñóùåñòâóþùèõ æå ôîðìàõ äèñòàíöèîííî-
ãî îáó÷åíèÿ èçëèøíåå çíà÷åíèå ïðèäàåòñÿ
âíåøíèì íîñèòåëÿì (òåêñòû è ãèïåðòåêñòû
ó÷åáíèêîâ, ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ è ïð.) è
ìîäåëèðîâàíèþ âíåøíèõ ôîðì î÷íîãî îáó-
÷åíèÿ (âèäåîçàïèñü ëåêöèè èëè åå ïðÿìàÿ
òðàíñëÿöèÿ) [2]. Â òî æå âðåìÿ ïîëíîñòüþ
èãíîðèðóåòñÿ ïðîáëåìà êîíñòðóèðîâàíèÿ
ôîðì äëÿ «ìàòåðèàëèçàöèè» îáùåãî êîíòåê-
ñòà ïðè äèñòàíöèîííûõ ñïîñîáàõ ó÷åáíîãî
îáùåíèÿ. Íåâíèìàíèå ê ýòîé ïðîáëåìå ìîæ-
íî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè óñïåøíîì îáó÷å-
íèè íàëè÷èå ó÷åáíîãî êîíòåêñòà, êàê ïðà-
âèëî, ïëîõî îñîçíàåòñÿ åãî ó÷àñòíèêàìè.

2. ÎÁÙÅÅ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÅ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

Òåðìèí «èíôîðìàöèîí-
íîå ïðîñòðàíñòâî» ñ ðàçâèòè-

åì ñåòè Èíòåðíåò ñòàë øèðîêî èñïîëüçóå-
ìûì è ïîòåðÿë ïîíÿòèéíóþ íàãðóçêó, êîòî-
ðóþ èìåë â èññëåäîâàíèÿõ ïî êîíñòðóèðîâà-
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íèþ è èñïîëüçîâàíèþ îáùåãî èíôîðìàöè-
îííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ îðãàíèçàöèè ñîâìå-
ñòíîé ðàáîòû [3]. Îáùåå èíôîðìàöèîííîå
ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíûì òîëü-
êî äëÿ «ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ» � ãðóïï
ëþäåé, îáúåäèíåííûõ îáùåé äåÿòåëüíîñòüþ
è îáùèìè «íåîãëàøàåìûìè» çíàíèÿìè �
êîíòåêñòîì.

Ïðåäñòàâëåíèå êîíòåêñòà ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíîé ïðîáëåìîé. Äî ïîñëåäíåãî âðåìå-
íè íå ðàññìàòðèâàëàñü ïðîáëåìà èñêóññò-
âåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ êîíòåêñòà. Ýòà
ïðîáëåìà ðåàëüíî áûëà îñîçíàíà òîëüêî â
ïåðèîä ðàçâèòèÿ ñåòè Èíòåðíåò è êîíñòðó-
èðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôîðì äèñòàíöèîííî-
ãî îáùåíèÿ.

3. ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ ÎÁÚÅÊÒÛ �
ÍÎÑÈÒÅËÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÊÎÍÒÅÊÑÒÀ

Â ðàáîòàõ ïî èçó-
÷åíèþ îáùèõ èíôîðìà-
öèîííûõ ïðîñòðàíñòâ
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå
«ãðàíè÷íîãî îáúåêòà».
Ýòî íîñèòåëü êîíòåêñòà. Ãðàíè÷íûé îáúåêò
äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ãèáêèì, ÷òîáû åãî
ìîæíî áûëî ïðèñïîñîáèòü äëÿ âûðàæåíèÿ
ðàçëè÷íûõ ñìûñëîâ, è â òî æå âðåìÿ äîñ-
òàòî÷íî æåñòêèì, ÷òîáû èãðàòü ðîëü êîí-
òåêñòà.

×òî æå ìîæåò èãðàòü ðîëü òàêîãî êîí-
òåêñòà â äèñòàíöèîííîì ïðåïîäàâàíèè ìà-
òåìàòèêè?

Ïîíÿòíî, ÷òî èñêîìûé ãðàíè÷íûé
îáúåêò äîëæåí îòðàæàòü ñóùåñòâî ñàìîãî
ïðåäìåòà, òî åñòü îòíîñèòüñÿ ê ïðåäìåòíîé
îáëàñòè «ìàòåìàòèêà» � ýòèì è áóäåò îïðå-
äåëåíà åãî «æåñòêîñòü». Â òî æå âðåìÿ îí íå
äîëæåí ôèêñèðîâàòü íèêàêèõ ïåäàãîãè÷åñ-
êèõ èëè ìåòîäè÷åñêèõ óñòàíîâîê, ÷òîáû îò-
ðàæàòü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îáó÷åíèþ, ïî-
çâîëÿòü «íàðàùèâàòü» íà íåãî, êàê íà îñòîâ,
ïåäàãîãè÷åñêèå, äèäàêòè÷åñêèå è ìåòîäè÷åñ-
êèå àñïåêòû ïðîöåññà îáó÷åíèÿ.

Äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ
ðàññìîòðèì îäíî áûñòðî ðàçâèâàþùååñÿ íà-
ïðàâëåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ � ñîçäàíèå è èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðè-
çèðîâàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòðóìåíòà-

ðèÿ, ìîäåëèðóþùåãî òåõíè÷åñêèé àïïàðàò
ìàòåìàòèêè.

4. ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ
ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ

ÑÐÅÄÑÒÂÀ
Â ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Ïðåäøåñòâåííèöåé êîìïüþ-
òåðíîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ìàòåìàòèêà, òî÷íåå, âû÷èñëèòåëüíûå
ìåòîäû ìàòåìàòèêè, êîòîðûå îáåñïå÷èëè
îñíîâó àâòîìàòèçàöèè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñ-
ëåíèé. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè ñëîæíîñòè
çàäà÷, íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòàõ äâèæåíèÿ
÷àñòèö â óñêîðèòåëÿõ, ïîòðåáîâàëèñü ñèì-
âîëüíûå âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå âûâîäó ñà-
ìèõ ôîðìóë. Òàêèå ñèñòåìû áûëè ñîçäàíû è
ïîëó÷èëè íàçâàíèå ñèñòåì äëÿ ñèìâîëüíûõ
âû÷èñëåíèé èëè ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àë-
ãåáðû. Ýòè ñèñòåìû ïîçâîëÿþò â íåêîòîðûõ
àñïåêòàõ ðàññìàòðèâàòü ìàòåìàòèêó êàê íà-
óêó ýêñïåðèìåíòàëüíóþ. Ñ èõ ïîìîùüþ ìà-
òåìàòèê ìîæåò èññëåäîâàòü îáëàñòè ïðèìå-
íèìîñòè ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé, ñòðîèòü ïðèìåðû ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Òàêèå ñèñòå-
ìû, êàê Mathematica, Derive, Maple, ïðî÷íî
âîøëè â àðñåíàë ñðåäñòâ, êîòîðûìè ïîëüçó-
åòñÿ ñîâðåìåííûé ìàòåìàòèê.

Ñ ðàçâèòèåì òàêèõ ñèñòåì íà÷àëèñü
èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèìåíåíèþ èõ â ïðåïîäà-
âàíèè ìàòåìàòèêè. È íåìåäëåííî âîçíèêëà
ïðîáëåìà: ýòè ñèñòåìû ðåøàþò àâòîìàòè-
÷åñêè ìíîãèå øêîëüíûå è âóçîâñêèå çàäà÷è,
ïîäìåíÿÿ óìñòâåííûé òðóä ó÷åíèêà ïðîñòûì
íàæàòèåì íóæíîé êíîïêè. Ïðîñòîå âíåäðå-
íèå ýòèõ èíñòðóìåíòîâ, íå ñîïðîâîæäàåìîå
èçìåíåíèåì ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ è, â íåêîòî-
ðîé ñòåïåíè, åãî ñîäåðæàíèÿ, íå òîëüêî íå
ïîääåðæèâàåò, íî ñêîðåå ðàçðóøàåò ñèñòåìó
îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå.

Îäíèì èç ðåøåíèé ýòîé ïðîáëåìû �
öåëåñîîáðàçíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåð-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ � ÿâ-
ëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìàíèïóëÿòîðîâ. Ìà-
íèïóëÿòîðàìè ìû íàçûâàåì èíñòðóìåíòàëü-
íûå ñðåäñòâà áîëåå óçêîãî íàçíà÷åíèÿ, ïî-
ñòðîåííûå ñïåöèàëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû âû-
äåëèòü ñóùíîñòü èëè ñòðóêòóðó òîãî èíîãî
ïîíÿòèÿ, ëèáî òîãî èëè èíîãî ìåòîäà.
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ÑÒÀÍÄÀÐÒÛ È ÊÎÍÖÅÏÖÈÈ

5. ÌÀÍÈÏÓËßÒÎÐÛ �
ÃÐÀÍÈ×ÍÛÅ ÎÁÚÅÊÒÛ

Â ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÎÌ ÎÁÓ×ÅÍÈÈ
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Ìàíèïóëÿòîðû ñòðîÿòñÿ íà êîìïüþ-
òåðíûõ èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâàõ è, ïî
íàøåìó ìíåíèþ, ìîãóò èãðàòü ðîëü ãðàíè÷-
íûõ îáúåêòîâ � ñðåäñòâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî êîíòåêñòà. Ìàíèïóëÿòîð ñî-
çäàåòñÿ íå äëÿ íàó÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèé, à äëÿ ó÷åáíûõ öåëåé ïðè èçó÷å-
íèè ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó âõîäÿùèå â åãî
ñîñòàâ èíñòðóìåíòû îãðàíè÷åíû öåëüþ, äëÿ
êîòîðîé ìàíèïóëÿòîð ñîçäàåòñÿ. Îíè ïîçâî-
ëÿþò àâòîìàòèçèðîâàòü äåéñòâèÿ, êàê ïðà-
âèëî, òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå íå
èìåþò îòíîøåíèÿ ê èçó÷àåìîé ïðîáëåìå è â
òî æå âðåìÿ îñòàâëÿþò ñâîáîäó â âûáîðå äåé-
ñòâèé, êîòîðûå îáúåêòèâíî íåîáõîäèìû äëÿ
îâëàäåíèÿ íîâûì ìàòåìàòè÷åñêèì ïîíÿòè-
åì èëè ìåòîäîì. Íàïðèìåð, èçó÷åíèå ñâîéñòâ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé åñòåñòâåííî
ñâÿçàòü ñ ìàíèïóëÿòîðîì, ïîçâîëÿþùèì ýê-
ñïåðèìåíòèðîâàòü ñ ïîâîðîòàìè òî÷êè íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, èçó÷åíèå ðåøåíèé
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé � ñ ìàíèïóëÿ-
òîðîì, ïîçâîëÿþùèì âûïîëíÿòü îïåðàöèè
íàä ñòðî÷êàìè ñèñòåìû. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
ìàíèïóëÿòîðû îðèåíòèðîâàíû íà òå èëè èíûå
ïîíÿòèÿ èëè ìåòîäû, îíè íå ñîäåðæàò â ñåáå
êîíêðåòíûõ çàäàíèé ó÷åíèêó. Îíè îñòàâëÿ-
þò îïðåäåëåííóþ ñâîáîäó êàê ó÷åíèêó äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, òàê è ó÷è-
òåëþ, êîòîðûé ìîæåò èñïîëüçîâàòü èõ â
ðàçíûõ çàäà÷àõ, ñòàâèòü ðàçëè÷íûå ó÷åáíûå
öåëè. Íàïðèìåð, ó÷èòåëü ìîæåò ïðåäëîæèòü
ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó, æåñòêî óêàçàâ âñå äåé-
ñòâèÿ, êîòîðûå íàäî ñîâåðøèòü äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ðåçóëüòàòà, èëè ïðåäëîæèòü èññëåäîâàòü
íåêîòîðóþ ïðîáëåìó, â êîòîðîé ó÷åíèêè ñàìè
âûäâèãàþò ãèïîòåçû è ýêñïåðèìåíòàëüíî
ïîäòâåðæäàþò èëè îïðîâåðãàþò èõ. Ïðåïî-
äàâàòåëü íà îñíîâå ìàíèïóëÿòîðîâ ìîæåò ðå-
àëèçîâàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäè÷åñêèå è ïåäà-
ãîãè÷åñêèå ïîäõîäû. Â òî æå âðåìÿ, ìàíèïó-

ëÿòîðû ñâîåé ñòðóêòóðîé îãðàíè÷èâàþò ñâî-
áîäó äåÿòåëüíîñòè îáó÷àåìîãî ðîâíî â òîé
ñòåïåíè, â êàêîé ýòî íåîáõîäèìî äëÿ îâëà-
äåíèÿ ïîíÿòèÿìè, ëåæàùèìè â îñíîâå ìàíè-
ïóëÿòîðà. Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå ïîçíà-
âàòåëüíîé ñâîáîäîé ó÷åíèêà ïîçâîëÿåò ðåà-
ëèçîâàòü è â îïðåäåëåííîé ìåðå òåõíîëîãè-
çèðîâàòü ïðîäóêòèâíîå îáó÷åíèå ìàòåìàòè-
êå [4].

6. ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ
Â ØÊÎËÜÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè â øêî-
ëå, îñîáåííî â ñðåäíåì çâåíå, ïî-

ñòðîåíî íà èçó÷åíèè àëãîðèòìîâ, êîòîðûå
ïîëíîñòüþ àâòîìàòèçèðîâàíû â ñîâðåìåííûõ
êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ ïî ìàòåìàòèêå.
Íàïðèìåð, ïðîãðàììà UMS (Óíèâåðñàëüíûé
Ìàòåìàòè÷åñêèé Ðåøàòåëü) [5], ïîçâîëÿåò
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðåøåíèå ëþáîé òåõíè-
÷åñêîé çàäà÷è øêîëüíîãî êóðñà àëãåáðû (óï-
ðîñòèòü âûðàæåíèå, ðåøèòü óðàâíåíèå, äî-
êàçàòü òîæäåñòâî). Íà òàêîé ïîäõîä ê êóðñó
ìàòåìàòèêè òîëêàåò ñàìà ñèñòåìà îöåíêè
îáó÷åííîñòè ìàòåìàòèêå, êîãäà, âìåñòî ïðî-
âåðêè ãîòîâíîñòè ó÷åíèêà ê ïðîäîëæåíèþ îá-
ðàçîâàíèÿ, âëàäåíèÿ îáùèìè ïðèåìàìè èí-
òåëëåêòóàëüíîé äåÿòåëüíîñòè (òàêèìè, êàê ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è, îðãàíèçàöèÿ ïîèñêîâ åå ðå-
øåíèÿ, àíàëèç, îáîáùåíèå, ëîãè÷åñêèå ñóæ-
äåíèÿ), ïðîâåðÿåòñÿ çíàíèå ôèêñèðîâàííîãî
íàáîðà ñòàíäàðòíûõ òåõíè÷åñêèõ ïðèåìîâ.
Ñòðåìëåíèå óíèôèöèðîâàòü ýòó îöåíêó â ñè-
ñòåìå åäèíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêçàìåíà åùå
áîëüøå óñóãóáëÿåò ïðîáëåìó.

Â òî æå âðåìÿ îñòàþòñÿ ìåòîäè÷åñêè
íåîñâîåííûìè âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ñóùå-
ñòâîâàíèåì èñ÷åðïûâàþùåé (äëÿ øêîëüíî-
ãî êóðñà) èíñòðóìåíòàëüíîé ïîääåðæêè êóð-
ñà ìàòåìàòèêè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà èñïîëüçîâà-
íèÿ êîìïüþòåðà â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìà-
òèêè è ïðîáëåìà äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ
ìàòåìàòèêå èìåþò ìíîãî îáùåãî. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ìû èìååì äåëî ñ òðàäèöèÿìè îáó÷å-
íèÿ, îáåñïå÷èâàþùèìè óñïåøíîñòü ó÷åáíî-
ãî ïðîöåññà, êîòîðûå âñòóïàþò â ïðîòèâîðå-
÷èå ñ íîâûìè ðåàëèÿìè. Îáðàòèìñÿ ê àíà-
ëèçó ñîäåðæàòåëüíûõ èçìåíåíèé ñðåäû îáó-
÷åíèÿ.
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7. ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ
È ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÀß

ÑÐÅÄÀ ÎÁÓ×ÅÍÈß

Êîíòåêñò îáó÷åíèÿ â  ðàáîòå
[6] íàçûâàåòñÿ ñðåäîé îáó÷åíèÿ. Ñðåäà îáó-
÷åíèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ôîðìû îáó÷åíèÿ,
òàê è ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäìåòíûõ
çíàíèé. Êîìïüþòåð ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ïðè ïîñòðîåíèè ñðåäû îáó÷åíèÿ êîìïüþòåð-
íûå èíñòðóìåíòû. Îòìåòèì èõ âëèÿíèå íà
ïîñòðîåíèå ñðåäû îáó÷åíèÿ. Ïðè èõ èñïîëü-
çîâàíèè:

• Òåõíè÷åñêèå íàâûêè áîëåå íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê îñíîâíàÿ öåëü ïðè êîíñò-
ðóèðîâàíèè ñðåäû îáó÷åíèÿ. Èçó÷åíèå áî-
ëåå ñëîæíûõ ïîíÿòèé è òåîðèé ìîæíî íà-
ïðÿìóþ íå ïðèâÿçûâàòü ê óðîâíþ âëàäåíèÿ
òåõíè÷åñêèìè íàâûêàìè. Ðîëü íàâûêîâ â ìå-
òîäè÷åñêîì ïëàíå ñâîäèòñÿ â áîëüøåé ñòå-
ïåíè ê ïîíèìàíèþ òîãî, êàê ðàáîòàþò òå
èëè èíûå àëãîðèòìû, à â ïåäàãîãè÷åñêîì � ê
ïðàâèëüíîìó îòíîøåíèþ ê îðãàíèçàöèè
óìñòâåííîãî òðóäà, â ïñèõîëîãè÷åñêîì � ê
èíòåðèîðèçàöèè (ïåðåâîäó âî âíóòðåííèé
ïëàí) òåõ ïîíÿòèé, êîòîðûå âûçâàëè òðóä-
íîñòè ó îáó÷àåìîãî.

• Áîëüøóþ ðîëü, íåæåëè ðàíüøå, ìî-
æåò èãðàòü ïîñòàíîâêà ìàòåìàòè÷åñêîé çà-
äà÷è, ñîçäàíèå ïëàíà åå ðåøåíèÿ, èññëåäî-
âàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèÿ, ïîñòðîåíèå àíàëî-
ãîâ è îáîáùåíèé.

• Ñòàëî âîçìîæíûì ââåäåíèå â îáó÷å-
íèå çàäà÷, êîòîðûå ðàíåå îòâåðãàëèñü èç-çà
ñëîæíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé, ëåæàùèõ
â èõ îñíîâå, à òàêæå ïðîäóêòèâíûõ ìåòîäèê
îáó÷åíèÿ, êîòîðûå ðàíåå îòâåðãàëèñü èç-çà
èõ íåòåõíîëîãè÷íîñòè.

8. ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÉ
ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒ

ÄËß Ó×ÅÁÍÎÃÎ
ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß
Â ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Êàê èñïîëüçîâàòü êîìïüþòåðíûé èí-
ñòðóìåíòàðèé, ÷òîáû ïîääåðæàòü èíòåðåñ ê
ñîäåðæàòåëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì,
êîòîðûå íå ñâîäÿòñÿ ê ïðèìåíåíèþ òèïî-
âûõ ôîðìóë, èìåþò ðàçëè÷íûå âàðèàöèè è
îáîáùåíèÿ, äî ñèõ ïîð èíîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðåä-

ìåòîì èññëåäîâàíèé ïðîôåññèîíàëüíûõ
ìàòåìàòèêîâ?

Ìîæíî ëè ïîçíàêîìèòü ó÷åíèêîâ ñ
òðóäíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè çàäà÷àìè â ôîð-
ìå èãðû, êîíêóðñà, íå òðåáóþùåãî ñïåöè-
àëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé? Çäåñü êîì-
ïüþòåð ìîæåò ñûãðàòü íåîöåíèìóþ ðîëü.
Äàæå ñàìè ìàòåìàòèêè ãîâîðÿò, ÷òî ïîÿâëå-
íèå òàêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ èçìåíÿåò ýìîöè-
îíàëüíóþ îöåíêó çàíÿòèé ìàòåìàòèêîé. Îäèí
èç íèõ ñêàçàë: «Áóäó÷è ñòóäåíòîì, ÿ íå çàõî-
òåë èçó÷àòü òåîðèþ Ãàëóà èç-çà òîãî, ÷òî
íåëüçÿ áûëî ïðèâåñòè íè îäíîãî ïðèìåðà, íà
êîòîðîì ìîæíî áûëî óâèäåòü ðàáîòó àïïàðà-
òà ýòîé òåîðèè. Ñåé÷àñ ýòî ëåãêî áûëî áû
ñäåëàòü, ïðèìåíèâ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû, è, êîíå÷íî, îòíîøåíèå ê èçó÷åíèþ
ýòîé òåîðèè áûëî áû äðóãèì».

Ðàññìîòðèì êëàññ ìàòåìàòè÷åñêèõ çà-
äà÷, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü âîçìîæ-
íîñòè êîìïüþòåðíîãî èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ
ïîääåðæêè èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè
ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè. Ýòè çàäà÷è îáëà-
äàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Äëÿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà íå èçâåñòíû
íåïåðåáîðíûå àëãîðèòìû.

2. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ ëåãêî èùåòñÿ íåî-
ïòèìàëüíîå ðåøåíèå, íî äëÿ íàõîæäåíèÿ
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íóæíû èäåè, êîòîðûå
ñðîäíè èíòåëëåêòóàëüíûì äåéñòâèÿì ëþäåé,
ñîâåðøàþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèå îòêðûòèÿ.

3. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ ìîæíî ñêîíñòðóèðî-
âàòü ïðîãðàììíûé èíñòðóìåíò. Èíñòðóìåíò
áåðåò íà ñåáÿ âûïîëíåíèå òåõíè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷åíèêó ïðîâîäèòü
ýêñïåðèìåíòû â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Êðîìå òîãî, èíñòðóìåíò âûïîëíÿåò íåêîòî-
ðûå âñïîìîãàòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îïå-
ðàöèè, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ðåøàþùèå íå
ñìîãëè áû ñäåëàòü ñàìè. Èíñòðóìåíòû, îñó-
ùåñòâëÿþùèå ýòè îïåðàöèè äîëæíû áûòü
«ïðîçðà÷íûìè» äëÿ ó÷åíèêà è íå îñòàâëÿòü
ó ðåøàþùåãî âïå÷àòëåíèå «÷åðíîãî ÿùèêà»,
âûïîëíÿþùåãî çà íèõ óìñòâåííóþ ðàáîòó.

4. Ýòè çàäà÷è äîïóñêàþò îáîáùåíèå.
Ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ â îáùåì âèäå
ìîãóò áûòü íå èçâåñòíû äî ñèõ ïîð. Ïðåäî-
ñòàâëÿåìûé èíñòðóìåíò äîëæåí äàâàòü âîç-
ìîæíîñòü íå òîëüêî ðåøåíèÿ çàäà÷, íî è
êîíñòðóèðîâàíèÿ íîâûõ, áëèçêèõ â èäåéíîì
îòíîøåíèè.
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ÑÒÀÍÄÀÐÒÛ È ÊÎÍÖÅÏÖÈÈ

9. ÊÎÍÊÓÐÑ ÊÈÎ
(Êîíñòðóèðóé,

Èçîáðåòàé, Îïòèìèçèðóé)

Ýòîò êîíêóðñ áûë îðãàíè-
çîâàí Öåíòðîì «Èíôîðìàòèçàöèÿ îáðàçîâà-
íèÿ» ÈÏÎ ÐÀÎ è ïðîøåë â ìàðòå ýòîãî ãîäà.

Âñåì ó÷àñòíèêàì áûëî ïðåäëîæåíî
ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ïðîâåäåíèÿ
êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ  ñ ïðåäëîæåí-
íûìè òðåìÿ ìîäåëÿìè çàäà÷.

Çàäà÷è èìåëè èññëåäîâàòåëüñêèé õà-
ðàêòåð, è â ïðèâû÷íîì ñìûñëå ñëîâà êàæäàÿ
çàäà÷à èìåëà ìíîæåñòâî ðåøåíèé, íî íóæíî
áûëî ïîñòàðàòüñÿ íàéòè ñàìîå ëó÷øåå  èç
íèõ ïî óêàçàííîìó â çàäà÷å ïðèçíàêó. Òà-
êèì îáðàçîì, êàæäûé ó÷àñòíèê êîíêóðñà ìîã
ïðåäëîæèòü ñâîå ðåøåíèå. Ïîáåäèòåëè îï-
ðåäåëÿëèñü ïî òîìó, íàñêîëüêî íàéäåííûå
èìè ðåøåíèÿ ëó÷øå ðåøåíèé, ïðèñëàííûõ
äðóãèìè ó÷àñòíèêàìè.

Íèæå îïèñàíû ýòè çàäà÷è.

Çàäà÷à Øòåéíåðà.
Íà ïëîñêîñòè çàäàíû N òî÷åê (ïóíê-

òîâ). Òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü èõ ñèñòåìîé îò-
ðåçêîâ (äîðîã), ââåäÿ, åñëè íàäî, äîïîëíè-
òåëüíûå òî÷êè (ïåðåêðå-
ñòêè) òàê, ÷òî-
áû ñóììàðíàÿ
äëèíà îòðåç-
êîâ áûëà íàè-
ìåíüøåé.

Èçâåñòíî, ÷òî ýòà çàäà÷à NP-ïîëíàÿ,
òî åñòü îíà ðàâíîñèëüíà ïî òðóäîåìêîñòè
äðóãèì «òðóäíûì» çàäà÷àì, òàêèì, êàê çàäà-
÷à êîììèâîÿæåðà.

Ïðîãðàììà ïîìîãàåò áûñòðî ïðîâåñòè
ýêñïåðèìåíò: èíòåðôåéñ ïîñòðîåí òàê, ÷òî
äîáàâëåíèå è óäàëåíèå òî÷åê è îòðåçêîâ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ïðîñòî, à ïðîãðàì-
ìà ïîäñ÷èòûâàåò ñóììó äëèí îòðåçêîâ.

Â çàäà÷å Øòåéíåðà íåòðóäíî ïðîâåñ-
òè ðàññóæäåíèÿ [7], êîòîðûå îáîñíîâûâàþò
ñâîéñòâà ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé:

� â êàæäîì ïåðåêðåñòêå ñõîäèòñÿ ðîâ-
íî òðè äîðîãè, îáðàçóþùèå óãëû â 120°,

� êîëè÷åñòâî ïåðåêðåñòêîâ, ïî êðàé-
íåé ìåðå, íà äâà ìåíüøå êîëè÷åñòâà èñõîä-
íûõ ïóíêòîâ,

� åñëè äîðîãà ïðîõîäèò ÷åðåç îäèí èç
èñõîäíûõ ïóíêòîâ, òî îòðåçêè äîðîã îáðàçó-
þò óãîë íå ìåíüøå 120°.

Ïîýòîìó, åñëè ýêñïåðèìåíòàòîð âûá-
ðàë ñõåìó ñîåäèíåíèÿ, äîáàâèâ ïåðåêðåñòêè
è ñîåäèíèâ èõ ñ èñõîäíûìè ïóíêòàìè äîëæ-
íûì îáðàçîì, òî äàëåå, ïîëüçóÿñü ýòèìè ïðà-
âèëàìè, ìîæíî «ïîøåâåëèòü» ïåðåêðåñòêè
òàê, ÷òîáû äîðîãè îáðàçîâàëè íóæíûå óãëû.
Òàêîé ýêñïåðèìåíò îáåñïå÷åí ïîäâèæíîñ-
òüþ ââîäèìûõ òî÷åê. Ãëàâíîå äîñòîèíñòâî
ïðîãðàììû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëîêàëüíàÿ
îïòèìèçàöèÿ äåëàåòñÿ è àâòîìàòè÷åñêè ìå-
òîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ýòîò ìåòîä íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì ó÷àñòíèêó, òàê êàê
ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèåì ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ. Â òî æå âðåìÿ ýòîò ìåòîä
ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé èäåè «øåâåëåíèÿ»
òî÷åê äëÿ óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòà, ïîýòîìó
ÿâëÿåòñÿ «ïðîçðà÷íûì» äëÿ òåõ, êòî åãî èñ-
ïîëüçóåò. Êðîìå òîãî, öåëüþ ðàáîòû áûëà
íå ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ (êîòîðàÿ, ïîâòî-
ðèì, ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà è ýìïèðè÷åñêè
øåâåëåíèåì ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê), à íàõîæ-
äåíèå ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà (òî åñòü ñà-
ìîãî ëó÷øåãî ðåøåíèÿ). Ýòè äâå çàäà÷è ïðèí-
öèïèàëüíî ðàçëè÷íû ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ,
ïîýòîìó «êàìóôëèðîâàíèå» ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ îäíîé èç íèõ íå çàòåìíÿåò, à íàîáîðîò
äåëàþò áîëåå ÿñíûìè çàêîíîìåðíîñòè, ïðè-
ñóùèå äðóãîé.

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíî îïòè-
ìèçèðóþùåé ñåòè äîðîã � òîæå èíòåðåñíàÿ çà-

äà÷à è ìîæåò ñòàòü ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ,
íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ñðåäû «The Geometer�s
Sketchpad» («Æèâàÿ ãåîìåòðèÿ»).

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïîñòðîåíèÿ òàêîé ñåòè äëÿ äâóõ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ: êðàò÷àéøàÿ ñåòü äîðîã äëÿ âåðøèí òðå-
óãîëüíèêà è âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà [6].

Åñëè îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà áîëü-
øå èëè ðàâåí 120°, òî èñêîìàÿ ñåòü äîðîã �
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îáúåäèíåíèå äâóõ ìåíüøèõ ñòîðîí. Äëÿ ïîñò-
ðîåíèÿ êðàò÷àéøåé ñåòè äîðîã â òðåóãîëüíè-
êå, âñå óãëû êîòîðîãî ìåíüøå 120°, äîñòàòî÷-
íî ñîåäèíèòü òðè âåðøèíû ñ òî÷êîé, èç êîòî-
ðîé êàæäàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà âèäíà ïîä
óãëîì 120°. Ýòó òî÷êó â ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêàõ
íàçûâàþò òî÷êîé Òîððè÷åëëè, òî÷êîé Ôåðìà
èëè òî÷êîé Øòåéíåðà. Â ïðîöåññå çíàêîìñòâà
øêîëüíèêîâ ñ äàííûì ñþæåòîì ïîëåçíî ïðî-
âåñòè ýêñïåðèìåíò â ñðåäå «The Geometer�s
Sketchpad». Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî åñëè òðè íàñåëåííûõ ïóíêòà ðàñ-
ïîëîæåíû â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà, òî êðàò÷àéøåé ñåòüþ äîðîã áóäåò
âîâñå íå îáúåäèíåíèå äâóõ êàòåòîâ, õîòÿ íà
ìåñòíîñòè äîðîãè ñêîðåå âñåãî ïðîëîæèëè áû
èìåííî ïî êàòåòàì.

Ïîñòðîèì òî÷êó Ôåðìà äëÿ òðåóãîëüíè-
êà (ðèñóíîê 1).

Ïîñòðîèì âíåøíèì îáðàçîì ðàâíîñòî-
ðîííèé òðåóãîëüíèê ÀÊÂ íà ñòîðîíå ÀÂ è îïè-
øåì îêîëî íåãî îêðóæíîñòü. Ïðîâåäåì îòðå-
çîê ÑÊ è îáîçíà÷èì ÷åðåç Î òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ îòðåçêà ÑÊ è îêðóæíîñòè.

Òîãäà ∠ÀÎÂ = 120°, ïîñêîëüêó óãîë îïè-
ðàåòñÿ íà äóãó â 240°.

∠ÂÎÊ = ∠ÀÎÊ, ïîñêîëüêó óãëû îïèðà-
þòñÿ íà ðàâíûå õîðäû, ñëåäîâàòåëüíî,
∠ÑÎÂ = ∠ÑÎÀ. Ñóììà ýòèõ äâóõ óãëîâ ðàâíà
360° � ∠ÀÎÂ = 360° � 120° = 240°, îòêóäà
∠ÑÎÂ = ∠ÑÎÀ = 120°.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ êðàò÷àéøåé
ñåòè äîðîã äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ñâîéñòâà ëî-

êàëüíî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïîçâîëÿþò ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî êðàò÷àéøàÿ ñåòü äîðîã äëÿ ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà ABCD èìååò âèä, ïîêàçàííûé
íà ðèñóíêå 2, ïðè÷åì îòðåçêè ñõîäÿòñÿ â òî÷-
êàõ E è F ïîä óãëàìè 120°.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ñåòè äîðîã çàìå-
òèì, ÷òî òî÷êà Å ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ôåðìà äëÿ
òðåóãîëüíèêà ABF. Ïîñòðîèì ðàâíîñòîðîííèé
òðåóãîëüíèê ÀÂÊ íà ñòîðîíå ÀÂ (ðèñóíîê 3). Èç
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà èçâåñòíî, ÷òî òî÷êó Ôåð-
ìà ìîæíî ïîñòðîèòü êàê ïåðåñå÷åíèå îêðóæ-
íîñòè è îòðåçêà KF. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè K, E
è F ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà
ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, ïîëó÷èì, ÷òî
∠KFC = ∠CFD = ∠DFK = 120°, ïîýòîìó F �
òî÷êà Ôåðìà äëÿ òðåóãîëüíèêà KCD.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò N òî÷åê ê
N � 1. Ïðè ïîñòðîåíèè íà îòðåçêå ÀÂ ïðàâèëü-

Ðèñóíîê 1.

Ðèñóíîê 2.

Ðèñóíîê 3.
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íîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÊ ìû ìîæåì
çàìåíèòü äâå òî÷êè îäíîé òî÷êîé Ê
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîñòðîåíèåì ñåòè
äëÿ N � 1 òî÷êè. Çàèíòåðåñîâàííûé
÷èòàòåëü ìîæåò ïðîâåðèòü ïåðåõîä
îò ïÿòè òî÷åê ê ÷åòûðåì íà ïðèìåðå
ðèñóíêîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ðåøåíèå
ïðîáëåìû Øòåéíåðà â ðóáðèêå «È
â øóòêó è âñåðüåç».

Äàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðåäïîëàãà-
åò, ÷òî ìû óæå çíàåì êîíôèãóðàöèþ ñåòè è
ëèøü óòî÷íÿåì åå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðè-
ñòèêè. Íî ïðè íåóäà÷íî âûáðàííîé êîíôèãó-
ðàöèè ìîæíî íàéòè ëîêàëüíûé ìèíèìóì, íå
ðåàëèçóþùèé êðàò÷àéøóþ ñåòü äîðîã. Îáðàç-
íî ãîâîðÿ, ìîæíî îêàçàòüñÿ íå íà ñàìîé âûñî-
êîé âåðøèíå, à íà äðóãîé, íàõîäÿùåéñÿ íåïî-
äàëåêó. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ñèòóàöèè
ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê è äâå ñåòè äîðîã
(ðèñóíîê 4).

Îáå ñåòè äîðîã óäîâëåòâîðÿþò ñâîé-
ñòâàì ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, íî äëèíà
âòîðîé ñåòè íà 11% ïðåâîñõîäèò äëèíó ïåð-
âîé ñåòè.

Â ñðåäå «The Geometer�s Sketchpad» ïîä-
ãîòîâëåí ìàíèïóëÿòîð, ðàçìåùåííûé íà äèñêå
ê æóðíàëó. Íà ýòîì ïðèìåðå ìîæíî èçìåíÿòü
âèä ñåòè äîðîã, ïðè÷åì îíà âñåãäà îñòàåòñÿ
ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé, íî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøåé.

Çàäà÷à î ïåðåñå÷åíèè ïóñòûíè ñ îã-
ðàíè÷åííûì ðåñóðñîì.

Áåíçîáàê ìàøèíû âìåùàåò íå áîëåå

N ëèòðîâ áåíçèíà. Íà îäèí êèëîìåòð ïóòè
ðàñõîäóåòñÿ îäèí ëèòð áåíçèíà. Ïóòü ÷åðåç
ïóñòûíþ ðàâåí L êèëîìåòðàì (L > N). Ïî
õîäó äâèæåíèÿ ìîæíî îñòàâëÿòü çàïàñû áåí-
çèíà. Êàê ïåðåñå÷ü ïóñòûíþ, èçðàñõîäîâàâ
êàê ìîæíî ìåíüøå òîïëèâà (ïðîåõàâ íàè-
ìåíüøåå ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå)?

Ïðîãðàììà ïîìîãàåò âåñòè ýêñïåðè-
ìåíò, ñîõðàíÿÿ óäîáíûì îáðàçîì ñâåäåíèÿ î
ïðîéäåííîì ïóòè, îñòàòêàõ òîïëèâà â áåí-
çîáàêå è çàïàñàõ, ñäåëàííûõ ïî õîäó äâèæå-
íèÿ. Ïðîãðàììà òàêæå ñîõðàíÿåò «ðåêîðä» �

ëó÷øèé ðåçóëüòàò è ïîçâîëÿåò ñîõðàíÿòü
ôàéëû-ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòîðûå â ëþáîé
ìîìåíò ìîæíî âûçâàòü äëÿ àíàëèçà. Â ýòîé
çàäà÷å íå áûëî íèêàêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ, êðîìå òåõ,
êîòîðûå ñëåäèëè çà âûïîëíåíèåì âñåõ åñòå-
ñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (íàëè÷èå äîñ-
òàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà òîïëèâà, ïðåîäîëåíèå
òðåáóåìîãî ðàññòîÿíèÿ è ïð.)

Çàäà÷à î ðàññòàíîâêå øàõìàòíûõ
ôèãóð.

Íà øàõìàòíîé äîñêå íàäî ïîñòàâèòü

äâà ôåðçÿ è êàê ìîæíî áîëüøå êîíåé òàê,
÷òîáû íèêàêèå äâå ôèãóðû íå áèëè äðóã
äðóãà.

Ïðîãðàììà ïîìîãàåò áûñòðî ðàññòàâ-
ëÿòü è ñíèìàòü ôèãóðû, ñëåäèò çà òåì, ÷òî-
áû ôèãóðû íå áèëè äðóãà, ïîçâîëÿåò ñîõðà-
íÿòü ïîçèöèè, çàïîìèíàåò ðåêîðäû.

10. ÐÀÇÁÎÐ ÇÀÄÀ× ÊÎÍÊÓÐÑÀ

Çàäà÷à î ðàññòàíîâêå øàõìàòíûõ
ôèãóð

Â ýòîé çàäà÷å ðåêîðä (ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî êîíåé) îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ñêîëü-
êî êëåòîê «áüþò» äâà  ôåðçÿ. Òî åñòü, äîëæ-
íî îñòàòüñÿ êàê ìîæíî áîëüøå êëåòîê äëÿ
ðàññòàíîâêè êîíåé.

Åñëè ïîñòàâèòü â öåíòð ïîëÿ äâóõ
ôåðçåé, òî îíè áóäóò «áèòü» áîëüøóþ
÷àñòü ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì ïî-
ñòàâèòü íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî (ïðèìåð-
íî 8�10) êîíåé.

Ðèñóíîê 4.
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Ïðèìåð 1
Ïîñòàâèì 2-õ ôåðçåé â «öåíòðå» ïîëÿ,

êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5. Ïðè ýòîì ìû
ìîæåì  ïîñòàâèòü 8 êîíåé.

Ïðåäëîæèì ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì1:
ïîïðîáóåì ðàññòàâèòü ôåðçåé òàê, ÷òîáû îíè
áèëè ìèíèìóì êëåòîê.

Ïðèìåð 2
Ïîñòàâèì ôåðçåé íà äâå âåðõíèå ëè-

íèè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìû ïîëó÷àåì 14 êîíåé.

Ïîïðîáóåì óëó÷øèòü ðåøåíèå.

Ïðèìåð 3
Î÷åâèäíî, ÷òî ôåðçè áóäóò «áèòü»

íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê, åñëè èõ
ïîñòàâèòü  â îäèí óãîë. Íî ìû ýòîãî íå ìî-
æåì ñäåëàòü � ôåðçè áóäóò «áèòü» äðóã äðó-

ãà. Òàêæå ìû íå ìîæåì ïîñòàâèòü ôåðçåé â
ñîñåäíèå óãëû � îíè òîæå áóäóò «áèòü» äðóã
äðóãà. Ïîñòàâèì îäíîãî èç íèõ â óãîë øàõ-
ìàòíîé äîñêè, à äðóãîãî �  íàïðîòèâ íåãî,
êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 7. Ôåðçè «áüþò»
38 êëåòîê.

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ôåðçè
«áüþò» íåìíîãî êëåòîê.

Èòàê, ìû îñòàâèëè ìàêñèìóì êëåòîê
äëÿ êîíåé. Ðàññòàâèâ êîíåé, ïîëó÷èì íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàíåííóþ ñðåäè ðåøåíèé
ó÷àñòíèêîâ ðàññòàíîâêó èç 15 êîíåé, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 8.

15 êîíåé � ðåêîðä äëÿ ýòîé çàäà÷è.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìû íå äîêàçûâàëè íå-
âîçìîæíîñòü ïîñòàíîâêè 16 êîíåé.

Ïîïðîáóåì äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôåðçè
«áèëè» åùå ìåíüøå êëåòîê.

Ðèñóíîê 5. Ðèñóíîê 6.

Ðèñóíîê 7. Ðèñóíîê 8.

1 Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì � àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èíòóèòèâíûõ ðàññóæäåíèÿõ. Îí íå ãàðàíòèðó-
åò ïîëó÷åíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, íî åãî ðåçóëüòàò âñåãäà áëèçîê ê îïòèìàëüíîìó (â íàøåì ñëó÷àå ïîä
îïòèìàëüíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîíåé, êîòîðûå ìîæíî ðàññòàâèòü íà øàõìàòíîé
äîñêå).
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Ïðèìåð 4
Ïðè êîìáèíàöèè, ïðèâåäåííîé íà ðè-

ñóíêå 9, ïîëó÷àåì, ÷òî ôåðçè áüþò 37 êëåòîê.
Âèäíî, ÷òî êîìáèíàöèÿ íå äàåò íàì

âîçìîæíîñòè ïîñòàâèòü 16 êîíåé ðèñó-
íîê 10).

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðîáîâàëè ðàç-
ëè÷íûå «ýâðèñòè÷åñêèå» ìåòîäû è ñðàâíè-
ëè èõ ðåçóëüòàòû.

Ðàçáîð çàäà÷è î ïåðåñå÷åíèè ïóñòûíè
Çàäà÷à î ïåðåñå÷åíèè ïóñòûíè ãîðàç-

äî ïðîùå ðåøàåòñÿ ñ êîíöà, òî åñòü áóäåì
ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðîå êîíå÷íîå ñîñòîÿ-
íèå èãðû è âûÿñíÿòü, èç êàêîãî ïðåäûäóùå-
ãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü äàííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû «äâèæåìñÿ» îò ôè-
íèøà ê ñòàðòó.

Äëÿ íà÷àëà îãðàíè÷èì ñåáÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèåì: áóäåì äåëàòü îñòàíîâêè òîëüêî íà
îòìåòêàõ, êðàòíûõ 100 êì.

Ïðèìåì ñòðàòåãèþ: êàæäûé ðàç áóäåì
«äâèãàòüñÿ» íàçàä è âûÿñíÿòü òðåáóåìûé çà-

ïàñ òîïëèâà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ñíà÷àëà
áóäåì ðàññ÷èòûâàòü íåîáõîäèìûé çàïàñ òîï-
ëèâà íà 300-ì êì, çàòåì íà 200-ì, çàòåì íà
100-ì.

Èòàê, î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåä ïîñëåäíèì
õîäîì (íà ðàññòîÿíèè 500 êì îò ôèíèøà)
ìû äîëæíû áûòü íà 300-ì êì ñ ïîëíûì áåí-
çîáàêîì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 11.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íà ïðåäûäóùåì
õîäó íà ñòàðòå çàïðàâèòüñÿ ïî ìàêñèìóìó,
ïîòîì äîåõàòü äî 300-ãî êì è çàïðàâèòü òàì
åùå 300 åäèíèö òîïëèâà, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 12.

Ôîðìèðîâàíèå çàïàñà íà 300-ì êì
Òåïåðü çàäà÷à ñâåëàñü ê ñëåäóþùåìó:

êàê äîñòàâèòü 300 åäèíèö òîïëèâà íà 300-é
êì è âåðíóòüñÿ îáðàòíî íà ñòàðò?

Äàæå åñëè íà 200-ì êì ó íàñ áûëî ìàê-
ñèìóì òîïëèâà � 500 åäèíèö, òî ìû ïîòðà-
òèì 100 åäèíèö, ÷òîáû äîåõàòü äî 300-ãî êì.
Íà 300-ì êì íàì íåîáõîäèìî îñòàâèòü 300
åäèíèö, è ó íàñ îñòàíåòñÿ 100 åäèíèö, ÷òî-

Ðèñóíîê 9. Ðèñóíîê 10.

Ðèñóíîê 11.

Ðèñóíîê 12.
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áû âåðíóòüñÿ íà 200-é êì. Ñîîòâåòñòâåííî,
íà 200-ì êì è 100-ì êì äîëæíî áûòü åùå ïî
100 åäèíèö òîïëèâà, ÷òîáû ìû ìîãëè äî-
åõàòü äî ñòàðòà. Ñìîòðè ðèñóíêè 13 è 14.

Çàäà÷à ñâåëàñü ê áîëåå ïðîñòîé � êàê
äîáèòüñÿ ñëåäóþùåé ñèòóàöèè: ìû íàõîäèì-
ñÿ íà 200-ì êì ñ çàïàñîì 500 åäèíèö; â òî æå
âðåìÿ çàïàñû íà 100-ì êì è 200-ì êì ïî 100
åäèíèö.

Ôîðìèðîâàíèå çàïàñà íà 200-ì êì
Åñëè ìû íàõîäèìñÿ íà 200-ì êì ñ 500

åäèíèöàìè òîïëèâà, òî íà ïðåäûäóùåì õîäå
ìû çàïðàâèëè 100 åäèíèö òîïëèâà, òàê êàê
ñìîãëè ïðèåõàòü íà 200-é êì, îòïðàâëÿÿñü ñ
100-ãî êì.

Íà ïðåäûäóùåì õîäó ñèòóàöèÿ áûëà
òàêîé, êàê ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 15.

Âèäíî, ÷òî 100 åäèíèö  òîïëèâà ìû
çàïðàâèëè íà 100-ì êì.

Òîãäà åùå õîä íàçàä ñèòóàöèÿ áûëà
òàêîé, êàê ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 16.

Ìû ìîãëè ñäåëàòü çàïàñ èç 200 åäè-
íèö òîïëèâà íà 200-ì êì òàê: âûåõàòü ñ 500
åäèíèöàìè òîïëèâà ñî ñòàðòà, çàïðàâèòü íà
100-ì êì åùå 100 åäèíèö òîïëèâà è âûãðó-
çèòü 200 åäèíèö òîïëèâà íà 200-ì êì. Çàòåì
âåðíóòüñÿ íàçàä.

Òî åñòü íà ïðåäûäóùåì õîäå ñèòóàöèÿ
äîëæíà áûëà áû âûãëÿäåòü, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 17.

Ôîðìèðîâàíèå çàïàñà íà 100-ì êì (ðè-
ñóíîê 18)

300 åäèíèö òîïëèâà çàâåçòè íà 100-é êì
ìîæíî òàê: çàïðàâëÿåì ïîëíûé áàê íà ñòàð-
òå, åäåì âïåðåä äî 100-ãî êì, âûãðóæàåì 300
åäèíèö è âîçâðàùàåìñÿ íà ñòàðò.

Ñóììèðóÿ ïðîéäåííûé ïóòü, ïîëó÷à-
åì 2000 êì � íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé
ñðåäè ðåøåíèé ó÷àñòíèêîâ ðåçóëüòàò.

Ïîïðîáóåì îïòèìèçèðîâàòü ðåøåíèå
çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ çàïàñîâ
òîïëèâà.

Ðèñóíîê 13.

Ðèñóíîê 14.

Ðèñóíîê 15.

Ðèñóíîê 16.
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1736 êì
Äîñòè÷ü ñóììàðíîãî ïðîáå-

ãà â 1736 êì ìîæíî, ðàñïîëîæèâ
ïî-äðóãîìó ìåñòà, ãäå ìû áóäåì îñ-
òàâëÿòü òîïëèâî. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü õîäîâ òà æå, îòëè÷àåòñÿ òîëü-
êî ðàñïîëîæåíèåì çàïàñîâ òîïëè-
âà â ïóòè.

Ñèòóàöèÿ ïåðåä ïîñëåäíèì
õîäîì èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 19.

Õîäû äî ýòîãî èçîáðàæåíû
íà ðèñóíêå 20.

Â êíèãå [8] ïîêàçàíî, êàêèì
îáðàçîì äâå çàïðàâêè ïîçâîëÿþò
ïðîéòè ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
â 4/3 åäèíèöû (îäíîé çàïðàâêîé
ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî áåíçèíà íà
N êì, à åäèíèöåé ðàññòîÿíèÿ � ïóòü
â N êì), òðè çàïðàâêè � 4/3 + 1/5
åäèíèöû, ÷åòûðå çàïðàâêè � 4/3 +
+ 1/5 + 1/7 åäèíèöû è òàê äàëåå. Èí-
òåðåñíî, ÷òî ñóììà âèäà 1 + 1/3 +
+1/5 + 1/7 + 1/9 + ... ìîæåò áûòü ñäå-
ëàíà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, åñëè
âçÿòü äîñòàòî÷íî ìíîãî (î÷åíü ìíî-
ãî!) ñëàãàåìûõ, ïîýòîìó â óñëîâèÿõ
çàäà÷è ìîæíî ïåðåñå÷ü ïóñòûíþ ëþ-
áîé íàïåðåä çàäàííîé øèðèíû.

Îñòàëîñü âûÿñíèòü, ñêîëüêî
ïîòðåáóåòñÿ òîïëèâà. Â [8] ïðèâîäèò-
ñÿ ñëåäóþùåå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ
N = 500 è L = 800.

Òðè çàïðàâêè ïîçâîëÿþò ïðî-

åõàòü 
3

2
766  êì (

5

1

3

1
1 +  åäèíèöû),

Ðèñóíîê 17.

Ðèñóíîê 18.

Ðèñóíîê 19.

Ðèñóíîê 20.
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ïîýòîìó íà ðàññòîÿíèè 
3

1
33  êì îò òî÷êè

ñòàðòà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü åùå îäíî áåí-
çîõðàíèëèùå. Çà ïÿòü ðåéñîâ ìîæíî ïîñò-
ðîèòü ýòî õðàíèëèùå è çàâåçòè â íåãî ñòîëüêî
ãîðþ÷åãî, ÷òî, êîãäà â êîíöå ñåäüìîãî ðåéñà
ãðóçîâèê ïîðàâíÿåòñÿ ñ òðåòüèì õðàíèëèùåì,
îáùåå êîëè÷åñòâî áåíçèíà â åãî áàêàõ è â
õðàíèëèùå ñîñòàâèò òðè çàïðàâêè. Êàê ìû
óæå çíàåì, ýòîãî êîëè÷åñòâà òîïëèâà äîñòà-
òî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðóçîâèê ìîã ïðîéòè

îñòàâøååñÿ ðàññòîÿíèå â 
3

2
766  êì. Íà ñåìü

ðåéñîâ, ñîâåðøåííûõ ìåæäó ïóíêòîì îòïðàâ-
ëåíèÿ è âíîâü ïîñòðîåííûì áåíçîõðàíèëè-

ùåì, èçðàñõîäîâàíî 
15

7
 çàïðàâêè. Òðåõ îñ-

òàâøèõñÿ çàïðàâîê äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðî-
åõàòü íåîáõîäèìóþ ÷àñòü ïóòè. Òàêèì îáðà-

çîì, íà âåñü ïóòü áóäåò èçðàñõîäîâàíî 
15

7
3

çàïðàâêè. Äëÿ N = 500 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè-
äåòñÿ ïðîåõàòü ïðèìåðíî 1733,3 êèëîìåòðà.

Ëó÷øåå èç ðåøåíèé, íàéäåííûõ ó÷àñ-
òíèêàìè êîíêóðñà, óñòóïàåò ðåøåíèþ, ïðè-
âåäåííîìó â [8], ìåíåå 3 êì!

Ðàçáîð çàäà÷è Øòåéíåðà
Íåêîòîðûå ó÷àñòíèêè ñòðåìèëèñü

îáîéòè âñå òî÷êè «ïóòåì» � òî åñòü ñîåäè-
íèòü âñå ïóíêòû îäíîé äîðîãîé. Ýòà çàäà÷à
èçâåñòíà êàê «Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà». Äëÿ

åå ðåøåíèÿ íåèçâåñòíû íåïåðåáîðíûå àëãî-
ðèòìû (ðèñóíîê 21).

Ïî÷åìó-òî íåêîòîðûå ó÷àñòíèêè íå
èñïîëüçîâàëè ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè. Ìîæåò
áûòü, îíè ïðîñòî íå çàìåòèëè òîãî, ÷òî
ìîæíî ïåðåêëþ÷èòü ïðîãðàììó â äðóãîé ðå-
æèì. Âîçìîæíî, îíè ðåøèëè, ÷òî îïòè-
ìàëüíûé âàðèàíò ïîëó÷àåòñÿ áåç ïðîìåæó-
òî÷íûõ òî÷åê.

Åñëè íå èñïîëüçîâàòü ïðîìåæóòî÷íûå
òî÷êè, òî îïòèìàëüíûé âàðèàíò äàþò àëãî-
ðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî
äåðåâà â ãðàôå, íàïðèìåð, àëãîðèòì Êðàñêà-
ëà. Èäåÿ àëãîðèòìà Êðàñêàëà î÷åíü ïðîñòàÿ:
íà êàæäîì øàãå ñîåäèíÿþò 2 áëèæàéøèå
âåðøèíû è ïðîâåðÿþò, íå îáðàçîâàëîñü ëè

Ðèñóíîê 21.

Ðèñóíîê 22. Ðèñóíîê 23.
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öèêëîâ, åñëè íå îáðàçóåòñÿ öèêë � ðåáðî
ñîõðàíÿþò.

Èòàê, ëó÷øèé âàðèàíò áåç ïðîìåæó-
òî÷íûõ òî÷åê  èçîáðàæåí íà ðèñóíîêå 22.

Äîáàâèâ äâå ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè è
íàæàâ êíîïêó «Ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ», ïî-
ëó÷èì âàðèàíò ëó÷øå (ðèñóíîê 23).

Ýêñïåðèìåíòèðóÿ ñ òðåìÿ ïðîìåæóòî÷-
íûìè òî÷êàìè, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò ïîðÿäêà
1200 (ðèñóíîê 24).

Çàìåòèì, ÷òî âñå óãëû ñ âåðøèíàìè â
äîáàâëåííûõ òî÷êàõ ïî 120°. Â êàæäîé òà-
êîé òî÷êå ñõîäÿòñÿ ðîâíî òðè îòðåçêà.

Ïîïðîáóåì äðóãóþ êîíôèãóðàöèþ èç
3-õ òî÷åê è ïðåîäîëååì ðóáåæ 1200 (ðèñó-
íîê 25).

Ðèñóíîê 24.

Çàìåòèì, ÷òî óëó÷øàåò ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê òàì, ãäå åñòü
óãëû ìåíüøå 120°.

Ñïðàâà ìû âèäèì êàê ðàç òàêîå ñîåäè-
íåíèå îòðåçêîâ � äîáàâèì ÷åòâåðòóþ ïðîìå-
æóòî÷íóþ òî÷êó è åùå íåìíîãî óëó÷øèì
ðåçóëüòàò (ðèñóíîê 26).

Ìû âèäèì ìåñòî, ãäå ëèíèè ñîåäèíÿ-
þòñÿ ïîä îñòðûì óãëîì. Ñîåäèíèâ íåìíîãî
ïî-äðóãîìó òî÷êè, ïîëó÷èì î÷åíü ðàñïðîñò-
ðàíåííûé ñðåäè ðåøåíèé ó÷àñòíèêîâ âàðè-
àíò (ðèñóíîê 27).

Î÷åíü ëþáîïûòíî, ÷òî îáðàçîâàëàñü
ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ 4
ëèíèè è âñå óãëû ïî 90° � ýòî âòîðîé âàðè-
àíò ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êè.

Ðèñóíîê 25.

Ðèñóíîê 26. Ðèñóíîê 27.
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