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ÏÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÞ

Ïîëíûå òåêñòû ïðîãðàìì è òåñòû
æþðè ìîæíî íàéòè íà ñàéòå øêîëüíûõ
îëèìïèàä http://neerc.ifmo.ru/school.

ÇÀÄÀ×À A. ÌÎÍÑÒÐÛ

Â îäíîé ñåêðåòíîé ëàáîðàòîðèè âû-
âåëè íîâûé âèä ìàëåíüêèõ ìîíñòðîâ ðàçìå-
ðîì ÷óòü áîëüøå ñóñëèêà. Â õîäå èññëåäîâà-
íèé ó÷åíûå ðåøèëè ïîñòàâèòü ñëåäóþùèé
ýêñïåðèìåíò. Â öåíòðå êîìíàòû óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûé ñòîë, ïîâåðõíîñòü êî-
òîðîãî ðàçáèòà íà N × M êëåòîê ðàçìåðà
1 × 1. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà íå-
êîòîðûõ åãî êëåòêàõ ðàñïîëàãàþòñÿ ìîíñò-
ðû, ñìîòðÿùèå ïàðàëëåëüíî ñòîðîíàì ñòî-
ëà. Ïî êîìàíäå ýêñïåðèìåíòàòîðà ìîíñòðû
íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé â òó ñòîðîíó,
â êîòîðóþ îíè ñìîòðÿò, äîõîäÿò äî êðàÿ ñòî-
ëà è ñïðûãèâàþò íà ïîë. Òàì èõ ñîáèðàåò
ëàáîðàíò Ïåòÿ è îòíîñèò â êëåòêó.

Ïîñêîëüêó ó ìîíñòðîâ î÷åíü ãðÿçíûå
ëàïêè, îíè îñòàâëÿþò ñëåäû íà òåõ êëåò-

êàõ, íà êîòîðûõ îíè ïîáûâàëè. Òàê êàê
îòìûâàòü ñòîë ïðèäåòñÿ ëàáîðàíòó Ïåòå, åãî
çàèíòåðåñîâàë âîïðîñ  â êàêîì êîëè÷åñòâå
êëåòîê ïîáûâàþò ìîíñòðû. Ïîìîãèòå åìó
ðåøèòü ýòó ñëîæíóþ çàäà÷ó.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåð-
æèò ÷èñëà M è N � ðàçìåðû ëàáîðàòîðíîãî
ñòîëà (1 ≤ M, N ≤ 106). Ñëåäóþùàÿ ñòðîêà
ñîäåðæèò ÷èñëî K � êîëè÷åñòâî ìîíñòðîâ
(0 ≤ K ≤ 103). Ñëåäóþùèå K ñòðîê ñîäåðæàò
îïèñàíèÿ ìîíñòðîâ � äâà öåëûõ ÷èñëà è îäèí
ñèìâîë èç ìíîæåñòâà {N, E, S, W} � íà÷àëü-
íûå êîîðäèíàòû è íàïðàâëåíèå ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ìîíñòðà (ñîîòâåòñòâèå íàïðàâëåíèé è
êîîðäèíàò ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 1). Ñèìâîë
îòäåëåí îò ÷èñåë ðîâíî îäíèì ïðîáåëîì.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ

Â âûõîäíîé ôàéë âûâåäèòå åäèíñòâåí-
íîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî êëåòîê ñòîëà, íà
êîòîðûõ ïîáûâàþò ìîíñòðû.
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Ïðèìåð

Ïðèìåð ñîîòâåòñòâóåò ðàñïîëîæåíèþ
ìîíñòðîâ, ïðèâåäåííîìó íà ðèñóíêå 1.

Ðåøåíèå

Ïîäñ÷èòàåì îòäåëüíî êîëè÷åñòâî êëå-
òîê, íà êîòîðûõ ïîáûâàþò ìîíñòðû, èäó-
ùèå ïî ãîðèçîíòàëè (îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî
òàêèõ êëåòîê êàê H), êîëè÷åñòâî êëåòîê,
íà êîòîðûõ ïîáûâàþò ìîíñòðû, èäóùèå ïî
âåðòèêàëè (îáîçíà÷èì èõ êîëè÷åñòâî êàê V),
è êîëè÷åñòâî êëåòîê, íà êîòîðûõ ïîáûâà-
þò îáà òèïà ìîíñòðîâ (îáîçíà÷èì èõ êîëè-
÷åñòâî êàê B). Òîãäà îòâåòîì íà çàäà÷ó áó-
äåò ÷èñëî H + V � B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñòîëå èìåþòñÿ
òîëüêî ìîíñòðû, èäóùèå ïî ãîðèçîíòàëè (òî
åñòü íà çàïàä èëè âîñòîê). Ïîñòàâèì ñåáå
öåëüþ çàìåíèòü ýòèõ ìîíñòðîâ íà äðóãèõ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íèêàêèå äâà ìîíñòðà
íå ïðîõîäèëè ïî îäíîé è òîé æå êëåòêå, à
êëåòêè, íà êîòîðûõ îíè ïîáûâàþò, íå èç-
ìåíèëèñü. Ñäåëàåì ýòî íåçàâèñèìî äëÿ âñåõ
ãîðèçîíòàëüíûõ ðÿäîâ. Ðàññìîòðèì êàêîé-
ëèáî ãîðèçîíòàëüíûé ðÿä. Åñëè íà íåì íåò
ìîíñòðîâ, òî, î÷åâèäíî, íà íåì íåò êëåòîê,
ïî êîòîðûì ïðîõîäÿò ìîíñòðû, èäóùèå ïî
ãîðèçîíòàëè.

Ïóñòü íà ðàññìàòðèâàåìîì ðÿäó èç-
íà÷àëüíî ñòîÿò íåñêîëüêî ìîíñòðîâ (íàïîì-
íèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ìîíñò-
ðîâ, êîòîðûå èäóò ïî ãîðèçîíòàëè). Âûáå-
ðåì ñàìîãî çàïàäíîãî ìîíñòðà, êîòîðûé èäåò
íà âîñòîê (åñëè òàêèå åñòü) è ñàìîãî âîñ-
òî÷íîãî ìîíñòðà, êîòîðûé èäåò íà çàïàä.
Âñåõ îñòàëüíûõ ìîíñòðîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà
ýòîé ãîðèçîíòàëè, ìîæíî óäàëèòü ñî ñòîëà:
ïî âñåì êëåòêàì, ïî êîòîðûì îíè ïðîõî-
äÿò, ïðîéäóò è âûáðàííûå êðàéíèå ìîíñò-
ðû. Åñëè ìîíñòðîâ, èäóùèõ â îäíó èç ñòî-
ðîí, íåò, òî âûáðàííûé îäèí ìîíñòð ïðî-
õîäèò ïî òåì æå êëåòêàì, ÷òî è âñå ìîíñò-
ðû íà ýòîì ãîðèçîíòàëüíîì ðÿäó, òàêèì îá-

ðàçîì, äëÿ äàííîãî ðÿäà íàøà öåëü âûïîë-
íåíà. Åñëè æå èìåëèñü ìîíñòðû, èäóùèå â
ðàçíûå ñòîðîíû, òî âûáðàííûå äâà ìîíñòðà
ìîãóò ëèáî íå ïðîõîäèòü ïî îäíîé è òîé æå
êëåòêå (ñì. ðèñóíîê 2), ëèáî ïðîõîäèòü (ñì.
ðèñóíîê 3).

Â ïåðâîì ñëó÷àå îñòàâèì ýòèõ äâóõ
ìîíñòðîâ íà ïîëå. Âî âòîðîì ñëó÷àå íà âñåõ
êëåòêàõ âûáðàííîãî ðÿäà ïîáûâàþò ìîíñò-
ðû. Çàìåíèì èõ âñåõ íà îäíîãî ìîíñòðà,
êîòîðûé èäåò, ê ïðèìåðó, íà âîñòîê èç ñà-
ìîé çàïàäíîé êëåòêè (ñì. ðèñóíîê 4).

Àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ ïðîâåäåì äëÿ
âñåõ âåðòèêàëüíûõ ðÿäîâ, òîëüêî òåïåðü
áóäåì âûáèðàòü ñàìîãî ñåâåðíîãî ìîíñòðà,
èäóùåãî íà þã, è ñàìîãî þæíîãî ìîíñòðà,
èäóùåãî íà ñåâåð, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü ïî êàæäîé êëåòêå ïðîõîäèò
íå áîëåå îäíîãî ìîíñòðà, èäóùåãî ïî ãîðè-
çîíòàëè, è íå áîëåå îäíîãî ìîíñòðà, èäó-
ùåãî âî âåðòèêàëè. Íàéòè ÷èñëà H è V òå-
ïåðü íå ñîñòàâëÿåò òðóäà, íàéäåì ÷èñëî B.
Äëÿ ýòîãî ïåðåáåðåì âñå ïàðû ãîðèçîíòàëü-
íûõ è âåðòèêàëüíûõ ìîíñòðîâ, è, åñëè åñòü
êëåòêà, ïî êîòîðîé ïðîõîäÿò îáà ìîíñòðà
ïàðû, óâåëè÷èì ÷èñëà B íà îäèí.

Çíàÿ H, V è B, ìû ìîæåì ïî ôîðìóëå,
óêàçàííîé â íà÷àëå ðàçáîðà, íàéòè îòâåò.
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ÇÀÄÀ×À B. ÔÎÐÓÌ

Êëóá Þíûõ Õàêå-
ðîâ îðãàíèçîâàë íà ñâîåì
ñàéòå ôîðóì. Ôîðóì èìå-
åò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
êàæäîå ñîîáùåíèå ëèáî
íà÷èíàåò íîâóþ òåìó,
ëèáî ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì íà
êàêîå-ëèáî ïðåäûäóùåå
ñîîáùåíèå è ïðèíàäëå-
æèò òîé æå òåìå.

Ïîñëå íåñêîëüêèõ
ìåñÿöåâ èñïîëüçîâàíèÿ
ñâîåãî ôîðóìà þíûõ õà-
êåðîâ çàèíòåðåñîâàë âîï-
ðîñ, êàêàÿ òåìà íà èõ ôî-
ðóìå íàèáîëåå ïîïóëÿð-
íà. Ïîìîãèòå èì âûÿñ-
íèòü ýòî.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåð-
æèò öåëîå ÷èñëî N � êîëè÷åñòâî ñîîáùå-
íèé â ôîðóìå (1 ≤ N ≤ 1000). Ñëåäóþùèå
ñòðîêè ñîäåðæàò îïèñàíèå ñîîáùåíèé â õðî-
íîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Îïèñàíèå ñîîáùåíèÿ, êîòîðîå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íà÷àëî íîâîé òåìû, ñîñòîèò
èç òðåõ ñòðîê. Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ÷èñ-
ëî 0. Âòîðàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò íàçâàíèå òåìû.
Äëèíà íàçâàíèÿ íå ïðåâûøàåò 30 ñèìâîëîâ.
Òðåòüÿ ñòðîêà ñîäåðæèò òåêñò ñîîáùåíèÿ.

Îïèñàíèå ñîîáùåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ îòâåòîì íà äðóãîå ñîîáùåíèå, ñîñòîèò
èç äâóõ ñòðîê. Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò öå-
ëîå ÷èñëî � íîìåð ñîîáùåíèÿ, îòâåòîì íà
êîòîðîå îíî ÿâëÿåòñÿ. Ñîîáùåíèÿ íóìåðó-

þòñÿ, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû. Îòâåò âñåãäà ïî-
ÿâëÿåòñÿ ïîçæå, ÷åì ñîîáùåíèå, îòâåòîì íà
êîòîðîå îí ÿâëÿåòñÿ. Âòîðàÿ ñòðîêà ñîäåð-
æèò òåêñò ñîîáùåíèÿ.

Äëèíà âñåõ ñîîáùåíèé íå ïðåâûøàåò
100 ñèìâîëîâ.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ

Âûâåäèòå â âûõîäíîé ôàéë íàçâàíèå
òåìû, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ íàèáîëüøåå êî-
ëè÷åñòâî ñîîáùåíèé. Åñëè òàêèõ òåì íå-
ñêîëüêî, òî âûâåäèòå ïåðâóþ â õðîíîëîãè-
÷åñêîì ïîðÿäêå.

Ïðèìåð

Ðåøåíèå

Ýòî, ïîæàëóé, ñàìàÿ ïðîñòàÿ çàäà÷à
íà îëèìïèàäå. Áóäåì ðåøàòü åå ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ñîîáùåíèÿ áóäåì õðà-
íèòü åãî òåìó. Äëÿ êàæäîé òåìû áóäåì õðà-
íèòü êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé â íåé è åå íà-
çâàíèå. Ðàçóìååòñÿ, òåêñò ñàìèõ ñîîáùåíèé
ìîæíî ïðîñòî èãíîðèðîâàòü.

Ïðè ÷òåíèè î÷åðåäíîãî ñîîáùåíèÿ
ñíà÷àëà ÷èòàåì íîìåð ñîîáùåíèÿ, îòâåòîì
íà êîòîðîå îíî ÿâëÿåòñÿ. Åñëè òàêîãî íåò
(ïåðâîå ÷èñëî â îïèñàíèè ñîîáùåíèÿ ðàâ-
íî íóëþ), òî óâåëè÷èâàåì íà îäèí êîëè÷å-
ñòâî òåì è óñòàíàâëèâàåì íîâîìó ñîîáùå-
íèé î÷åðåäíîé íîìåð òåìû. Êîëè÷åñòâî ñî-
îáùåíèé â ýòîé òåìå ïîëàãàåì ðàâíûì 1. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñëè ñîîáùåíèå ÿâëÿåò-
ñÿ îòâåòîì íà äðóãîå ñîîáùåíèå) óñòàíàâ-
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ëèâàåì çíà÷åíèå òåìû ðàâíûì çíà÷åíèþ
òåìû ñîîáùåíèÿ, îòâåòîì íà êîòîðîå îíî
ÿâëÿåòñÿ, è óâåëè÷èâàåì íà îäèí êîëè÷å-
ñòâî ñîîáùåíèé â ýòîé òåìå.

Çàòåì ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì íàõîäèì
ìàêñèìóì ïî êîëè÷åñòâó ñîîáùåíèé ñðåäè
âñåõ òåì.

ÇÀÄÀ×À C. ÒÐÈ ÃÎÐÎÄÀ

Â îäíîì ãîñóäàðñòâå èìååòñÿ N ãîðî-
äîâ. Íåêîòîðûå ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãà-
ìè, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ äâóõ ãîðîäîâ A è B
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: ñóùåñòâó-
åò ðîâíî îäèí ñïîñîá ïîïàñòü èç ãîðîäà A â
ãîðîä B, åñëè ìîæíî ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî
ïî äîðîãàì è íå ðàçðåøàåòñÿ ïðîåçæàòü ïî
îäíîé è òîé æå äîðîãå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Íåäàâíî ïðåçèäåíòà ýòîé ñòðàíû çà-
èíòåðåñîâàë âîïðîñ: êàêèå òðè ãîðîäà ÿâ-
ëÿþòñÿ íàèáîëåå óäàëåííûìè äðóã îò äðó-
ãà. À èìåííî, íàçîâåì âçàèìíîé óäàëåííîñ-
òüþ äðóã îò äðóãà òðåõ ãîðîäîâ A, B è C
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîðîã, êîòîðîå íå-
îáõîäèìî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû äîåõàòü îò
A äî B, çàòåì îò B äî C è çàòåì îò C äî A
(ïðè ýòîì ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îäíó è
òó æå äîðîãó â ðàçëè÷íûõ ïóòåøåñòâèÿõ).

Òðåáóåòñÿ íàéòè òðè ãîðîäà, äëÿ êî-
òîðûõ âçàèìíàÿ óäàëåííîñòü äðóã îò äðóãà
áóäåò ìàêñèìàëüíîé.

Íàïðèìåð, äëÿ ïÿòè ãîðîäîâ, ñîåäè-
íåííûõ äîðîãàìè òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 5, òðè íàèáîëåå óäàëåííûõ äðóã îò
äðóãà ãîðîäà � ýòî ãîðîäà 1, 2 è 5 (âçàèìíàÿ
óäàëåííîñòü ðàâíà 2 + 3 + 3 = 8), à äëÿ ãî-
ðîäîâ íà ðèñóíêå 6 � ýòî ëþáûå òðè ãîðîäà,

âûáðàííûå èç ìíîæåñòâà {1, 2, 4, 5} (óäà-
ëåííîñòü 2 + 2 + 2 = 6).

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåðæèò
÷èñëî N � êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ (3 ≤ N ≤ 1000).
Ñëåäóþùèå N ñòðîê ñîäåðæàò îïèñàíèÿ ãî-
ðîäîâ. Îïèñàíèå i-ãî ãîðîäà ñíà÷àëà
ñîäåðæèò Ki � êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ, ñ êîòî-
ðûìè îí ñîåäèíåí äîðîãàìè (1 ≤ Ki < N), à
çàòåì Ki ÷èñåë � íîìåðà ãîðîäîâ, ñ êîòîðû-
ìè îí ñîåäèíåí.

Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî âõîäíûå äàííûå
êîððåêòíû,  òî åñòü åñëè åñòü äîðîãà èç ãî-
ðîäà A â ãîðîä B, òî åñòü è äîðîãà èç ãîðîäà
B â ãîðîä A, ïðè÷åì äëÿ âñåõ ïàð ãîðîäîâ
âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî, óêàçàííîå â óñëîâèè
çàäà÷è.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ

Âûâåäèòå â âûõîäíîé ôàéë òðè ðàç-
ëè÷íûõ ÷èñëà � íîìåðà òðåõ íàèáîëåå óäà-
ëåííûõ äðóã îò äðóãà ãîðîäîâ â ïðîèçâîëü-
íîì ïîðÿäêå. Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, âû-
âåäèòå ëþáîå èç íèõ.

Ïðèìåðû

1 2

3

4

5

1 2

3

4 5

Ðèñóíîê 5.
Ïðèìåð ãîðîäîâ,

ñîåäèíåííûõ äîðîãàìè,
ðåøåíèå  1, 2, 5.

Ðèñóíîê 6.
Ïðèìåð ãîðîäîâ,

ñîåäèíåííûõ
äîðîãàìè,
ðåøåíèå

íåîäíîçíà÷íî.
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Ðåøåíèå

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïðåäûäóùåé,
ýòà çàäà÷à îäíà èç ñàìûõ ñëîæíûõ íà ñî-
ðåâíîâàíèè (õîòÿ îòìåòèì, ÷òî íà ýòîé
îëèìïèàäå íå áûëî ïðåäëîæåíî íè îäíîé
«íåïîäúåìíîé» çàäà÷è, áëàãîäàðÿ ÷åìó êàæ-
äóþ çàäà÷ó ðåøèëà õîòÿ áû îäíà êîìàíäà).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è óäîáíî ïðè-
ìåíÿòü òåðìèíîëîãèþ òåîðèè ãðàôîâ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âåðøèí V ñ ââåäåííûì íà íåì îòíîøåíèåì

E V V⊂ × , êîòîðîå çàäàåò ìíîæåñòâî ðåáåð
ãðàôà. Â íàøåì ñëó÷àå âåðøèíàìè ãðàôà
áóäóò ãîðîäà, à ðåáðàìè � äîðîãè. Îòìåòèì,
÷òî ñâîéñòâî, ñôîðìóëèðîâàííîå â óñëîâèè
çàäà÷è î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí
ïðîñòîé ïóòü èç ãîðîäà A â ãîðîä B äëÿ
ëþáûõ äâóõ ãîðîäîâ A è B, îçíà÷àåò, ÷òî
íàø ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî åñòü íå èìå-
åò öèêëîâ. Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è ïîäðàçóìåâàåò áàçîâîå çíàêîì-
ñòâî ÷èòàòåëÿ ñ òåðìèíîëîãèåé, ïðèìåíÿå-
ìîé â òåîðèè ãðàôîâ.

Ïåðåôîðìóëèðóåì íàøó çàäà÷ó â
òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: íàéòè â äåðåâå òðè âåðøèíû, ñóììà
ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó êîòîðûìè ìàê-
ñèìàëüíà äëÿ äàííîãî äåðåâà.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðåøåíèþ çà-
äà÷è, äîêàæåì îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðå-
çóëüòàò. Ëþáîé çàìêíóòûé ïóòü â äåðåâå (òî
åñòü ïóòü, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ñîâïà-
äàþò) ïðîõîäèò ïî êàæäîìó ðåáðó äåðåâà
÷åòíîå ÷èñëî ðàç (âîçìîæíî, íè ðàçó). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåá-
ðî e. Åñëè ìû óäàëèì åãî èç äåðåâà, îíî
ðàñïàäåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí îäíîé êîì-
ïîíåíòû êàê U, à ìíîæåñòâî âåðøèí äðó-
ãîé êîìïîíåíòû êàê W. Ïóñòü íàø çàìêíó-
òûé ïóòü íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå èç

ìíîæåñòâà U. Òîãäà, ïîñêîëüêó îí äîëæåí
â êîíöå òàêæå îêàçàòüñÿ â êîìïîíåíòå U,
îí ïðîõîäèò ïî ðåáðó, ñîåäèíÿþùåìó êîì-
ïîíåíòû ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ðåáðà e, ýòî
äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ íàøåé
çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíèì ñëåäóþùèé
ïðèåì, ïîìîãàþùèé ÷àñòî ýôôåêòèâíî îðãà-
íèçîâàòü ïîèñê ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðåøåíèå íàéäåíî è òðè âåðøèíû, íàèáîëåå
óäàëåííûå äðóã îò äðóãà, � ýòî A, B è C.
Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ïóòè îò A ê B, îò B ê
C è îò C ê A. Ïîêàæåì, ÷òî ó íèõ åñòü
ðîâíî îäíà îáùàÿ âåðøèíà. Áóäåì äåéñòâî-
âàòü îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü ó âñåõ òðåõ ïóòåé áîëåå îäíîé
îáùåé âåðøèíû. Âûáåðåì ñðåäè íèõ äâå,
îáîçíà÷èì èõ êàê D è E. Ïî óñëîâèþ, ñó-
ùåñòâóåò ðîâíî îäèí ïðîñòîé ïóòü îò D äî
E. Âûáåðåì íà íåì êàêîå-ëèáî ðåáðî e. Ïî-
ñêîëüêó êàæäûé èç òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ
ïóòåé ïðîõîäèò è ÷åðåç D è ÷åðåç E, òî êàæ-
äûé èç íèõ ïðîõîäèò ïî e. Íî ïîñêîëüêó
âåñü öèêëè÷åñêèé ïóòü A → B → C → A äîë-
æåí ïðîõîäèòü ïî ýòîìó ðåáðó ÷åòíîå ÷èñ-
ëî ðàç, òî êàêîé-ëèáî èç ïðîñòûõ ïóòåé
A → B, B → C è C → A äîëæåí ïðîõîäèòü
ïî íåìó õîòÿ áû äâà ðàçà, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò òîìó, ÷òî ýòîò ïóòü ïðîñòîé. Òàêèì îá-
ðàçîì, ó ýòèõ òðåõ ïóòåé íå áîëåå îäíîé
îáùåé âåðøèíû.

Ïóñòü òåïåðü ó íèõ íåò îáùèõ âåð-
øèí. Íî òîãäà ðàññìîòðèì íàèáîëåå óäà-
ëåííóþ îò âåðøèíû A îáùóþ âåðøèíó ïó-
òåé A → B è A → C. Ïîñêîëüêó îíà íå ëå-
æèò íà ïóòè B → C, íè îäíî èç ñëåäóþ-
ùèõ çà íåé ðåáåð íà ïóòÿõ ê B è ê C íå
ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïóòè. Íî òîãäà ïî êàæ-
äîìó èç ýòèõ ðåáåð ïðè ïðîõîäå ïî öèêëó
A → B → C → A ìû ïðîéäåì ðîâíî îäèí ðàç,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó íàìè âûøå
ðåçóëüòàòó î ÷åòíîñòè êîëè÷åñòâà ïðîõîäîâ
ïî ðåáðó íà öèêëè÷åñêîì ïóòè (ðèñóíîê 7).

Èòàê, ó òðåõ óêàçàííûõ ïóòåé èìååòñÿ
ðîâíî îäíà îáùàÿ âåðøèíà (ñì. ðèñóíîê 8).

Áóäåì ïåðåáèðàòü âñå âåðøèíû ãðàôà,
ïîëàãàÿ èõ îáùèìè äëÿ òðåõ ïóòåé ìåæäó
íàèáîëåå óäàëåííûìè âåðøèíàìè. Ïóñòü ìû
âûáðàëè öåíòðàëüíóþ âåðøèíó, îáîçíà÷èì
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Ñðåäè íàèáîëåå óäàëåííûõ âåðøèí â
ïîääåðåâüÿõ âîçüìåì òðè íàèáîëåå

óäàëåííûõ
Ïîääåðåâüÿ â äåðåâå,

ïîäâåøåííîì çà âåðøèíó K

K

Ñðåäè íàèáîëåå óäàëåííûõ âåðøèí
â ïîääåðåâüÿõ âîçüìåì

òðè íàèáîëåå óäàëåííûõ
Ïîääåðåâüÿ â äåðåâå,

ïîäâåøåííîì
çà âåðøèíó Ê

åå êàê K. Ïîäâåñèì íàøå äåðåâî çà ýòó âåð-
øèíó, òî åñòü îðèåíòèðóåì âñå ðåáðà ãðàôà
ïî íàïðàâëåíèþ îò ýòîé âåðøèíû. Òîãäà ñóììà
ïóòåé ìåæäó òðåìÿ âåðøèíàìè A, B è C, íà-
õîäÿùèìèñÿ â ðàçíûõ ïîääåðåâüÿõ, ðàâíà
2(AK + BK + CK), ãäå çà XY îáîçíà÷åíî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè X è Y. À çíà÷èò,
ïîëó÷èòü òðè íàèáîëåå óäàëåííûå âåðøè-
íû â äåðåâå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáùåé
âåðøèíîé ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà K, ìîæíî, âçÿâ
â êàæäîì ïîääåðåâå íàèáîëåå óäàëåííóþ
âåðøèíó è âûáðàâ ñðåäè íèõ òðè íàèáîëåå
óäàëåííûõ (ðèñóíîê 9).

Åñëè ïðè ïîäâåøèâàíèè äåðåâà çà âåð-
øèíó ó íåå îêàçûâàåòñÿ îäíî ïîääåðåâî, òî
ýòî ëèñò, è åå ìîæíî ïðî-
èãíîðèðîâàòü (îíà íå ìî-
æåò áûòü öåíòðàëüíîé
òî÷êîé òðåõ ïóòåé), à
åñëè òîëüêî äâà, òî ìîæ-
íî â êà÷åñòâå òðåòüåé âåð-
øèíû âçÿòü ñàìó âåðøè-
íó K (ðèñóíîê 10).

Äëÿ êàæäîãî ïîä-
äåðåâà íàéòè â íåì íàè-
áîëåå óäàëåííóþ âåðøè-
íó ìîæíî çà ëèíåéíîå
îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà
ýòîãî äåðåâà âðåìÿ. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî îðãàíè-
çîâàòü ïîèñê â ãëóáèíó è
óñòàíàâëèâàòü ðàññòîÿ-
íèå äî âåðøèíû ðàâíûì
ãëóáèíå ðåêóðñèè.

Ïîñëå ýòîãî íàéòè
òðè ìàêñèìàëüíûõ ýëå-
ìåíòà ìîæíî çà ëèíåé-

íîå âðåìÿ. À ìîæíî ñäåëàòü ïðîùå, îòñîðòè-
ðîâàâ ìàññèâ íàèáîëåå óäàëåííûõ âåðøèí,
ïðè÷åì ìîæíî èñïîëüçîâàòü äàæå êâàäðàòè÷-
íóþ ñîðòèðîâêó. Ïðè ýòîì åñëè îáîçíà÷èòü
ñòåïåíü i-îé âåðøèíû êàê di, à êîëè÷åñòâî
ðåáåð â ãðàôå êàê E, òî ñóììàðíîå âðåìÿ ðà-
áîòû ýòîé ÷àñòè àëãîðèòìà ïî âñåì âåðøè-
íàì, çà êîòîðûå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäâåøèâà-

íèå, áóäåò ðàâíî 
2

2 2
2

i
i

i i

d
O d O E

E

   =   
   
∑ ∑ .

Ïîñêîëüêó id E≤ , òî 
2

2
i id d

E E
≤ , çíà÷èò,

âðåìÿ ðàáîòû ìîæíî îöåíèòü êàê

Ðåáðà, ïî êîòîðûì ïðîõîäèì
òîëüêî îäèí ðàç

A

B

C Îáùàÿ âåðøèíà òðåõ ïóòåé

A

B

C

Ðèñóíîê 7. Ðèñóíîê 8.

Ðèñóíîê 9.
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   = =   
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òàê êàê 1 ( )E N O N= − = , òî âðåìÿ ðàáîòû

ýòîé ÷àñòè áóäåò ( )2O N . Â ñâîþ î÷åðåäü,

âðåìÿ ðàáîòû ïîèñêà íàèáîëåå óäàëåííîé
âåðøèíû â ïîääåðåâå ðàáîòàåò â ñóììå çà

âðåìÿ, ðàâíîå ( ) ( )O E O N=  äëÿ êàæäîé

âåðøèíû, çà êîòîðóþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîä-
âåøèâàíèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå âðåìÿ

ðàáîòû àëãîðèòìà åñòü ( )2O N .

ÇÀÄÀ×À D. ÏÎËÎÂÈÍÍÎÅ ÄÅËÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê,
âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò â òî÷êàõ ïëîñêî-
ñòè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Òðåáóåòñÿ  ðàç-
áèòü åãî íà òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè â
òî÷êàõ ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, êàæäûé èç
êîòîðûõ èìåë áû ïëîùàäü 1/2 (ðèñóíîê 11),
ëèáî âûÿñíèòü, ÷òî ýòî ñäåëàòü íåâîçìîæíî.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåð-
æèò ÷èñëî N � êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîãî-
óãîëüíèêà (1 ≤ N ≤ 10). Ñëåäóþùèå N ñòðîê
ñîäåðæàò êîîðäèíàòû âåðøèí ìíîãîóãîëü-
íèêà â ïîðÿäêå îáõîäà èõ ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå. Âñå êîîðäèíàòû � öåëûå íåîòðèöàòåëü-
íûå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå 10. Íèêàêèå
òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ìíîãîóãîëü-
íèêà íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ

Åñëè âûïîëíèòü ðàçáèåíèå óêàçàííûì
îáðàçîì íåâîçìîæíî, âûâåäèòå â âûõîäíîé
ôàéë åäèíñòâåííîå ÷èñëî 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûâåäèòå íåñêîëü-
êî ñòðîê, ñîäåðæàùèõ ïî 6 ÷èñåë êàæäàÿ.
Êîëè÷åñòâî ñòðîê äîëæíî áûòü ðàâíî êîëè-
÷åñòâó òðåóãîëüíèêîâ â íàéäåííîì ðàçáèå-
íèè. ×èñëà â êàæäîé ñòðîêå äîëæíû ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé êîîðäèíàòû âåðøèí ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî òðåóãîëüíèêà  x1, y1, x2, y2, x3, y3.
Ïëîùàäü êàæäîãî òðåóãîëüíèêà äîëæíà áûòü
1/2. Ïîðÿäîê ïåðå÷èñëåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ è
âåðøèí â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíûì. Åñëè äîïóñòèìûõ ðàç-
áèåíèé íåñêîëüêî, âûâåäèòå ëþáîå.

Åñëè ïðè ïîäâåøèâàíèè çà K îáðàçóåòñÿ òîëüêî äâà ïîääåðåâà, òî â
êà÷åñòâå òðåòüåé âåðøèíû ñëåäóåò âçÿòü ñàìó âåðøèíó K

K

Ðèñóíîê 10.

Ðèñóíîê 11. Ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëüíèêà
íà òðåóãîëüíèêè ñ ïëîùàäüþ 1/2.
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Ïðèìåð

Ðåøåíèå

Áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü òî÷-
êè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè öåëûìè òî÷-
êàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîëåçíî
âñïîìíèòü ôîðìóëó Ïèêà äëÿ ìíîãîóãîëü-
íèêà ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ñâÿçûâà-
þùóþ  êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê âíóòðè ìíî-
ãîóãîëüíèêà (I), íà åãî ãðàíèöå (B) è åãî ïëî-
ùàäü (S). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ôîðìóëîé

/ 2 1I B S+ = + .
Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó äëÿ òðåóãîëü-

íèêà ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî åãî ïëîùàäü ðàâíà 1/2. Òîãäà èç

ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî  / 2 3/ 2I B+ = , à ïî-
ñêîëüêó B ≥ 3 (òàê êàê âåðøèíû òðåóãîëü-
íèêà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè òî÷êàìè è ëå-
æàò íà åãî ãðàíèöå), òî I = 0 è B = 3.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè I = 0 è B = 3,
òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïî ôîðìóëå
Ïèêà ðàâíà 1/2. Èòàê, ìû äîêàçàëè ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå: ÷òîáû ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷-
êàõ áûëà ðàâíà 1/2, íåîáõîäèìî è äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû âíóòðè íåãî íå áûëî
öåëûõ òî÷åê è íà åãî ãðàíèöå íå áûëî
öåëûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò åãî âåðøèí.

Òàêèì îáðàçîì, íàì òðåáóåòñÿ
ðàçáèòü ìíîãîóãîëüíèê íà òàêèå òðåó-
ãîëüíèêè, ÷òî âíóòðè è íà ãðàíèöå
êàæäîãî òðåóãîëüíèêà íåò öåëûõ òî-
÷åê, îòëè÷íûõ îò åãî âåðøèí. Ñäåëà-
åì ýòî ïîñòåïåííî. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî
òðèàíãóëèðóåì íàø ìíîãîóãîëüíèê.
Òðèàíãóëèðîâàòü âûïóêëûé ìíîãî-
óãîëüíèê íåñëîæíî: äîñòàòî÷íî ïðî-
âåñòè äèàãîíàëè èç îäíîé âåðøèíû âî
âñå îñòàëüíûå, êðîìå ñìåæíûõ ñ íåé
(ðèñóíîê 12).

ßñíî, ÷òî åñëè ìû ðàçäåëèì êàæ-
äûé èç ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ

òðåáóåìûì îáðàçîì è çàòåì îáúåäèíèì ðàç-
áèåíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç ðàçáèåíèå èñ-
õîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåññ ðàçáèåíèÿ
òðåóãîëüíèêà. Åñëè âíóòðè òðåóãîëüíèêà íåò
òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè è òàêèõ òî-
÷åê, îòëè÷íûõ îò åãî âåðøèí, íåò íà åãî
ãðàíèöå, òî ýòîò òðåóãîëüíèê óæå èìååò ïëî-
ùàäü 1/2, åãî ìîæíî âûâåñòè â âûõîäíîé
ôàéë (ðèñóíîê 13).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçüìåì êàêóþ-
ëèáî öåëóþ òî÷êó âíóòðè èëè íà ãðàíèöå è
ðàçîáúåì òðåóãîëüíèê íà òðè èëè íà äâà íî-
âûõ òðåóãîëüíèêà (ðèñóíîê 14).

half.in half.out
4
0 0
0 2
2 2
1 0

0 0 1 1 1 0
0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 2
0 1 1 2 0 2
1 0 2 2 1 1
1 1 2 2 1 2

Ðèñóíîê 12.

1

2

3

...

N

Ïðîâåäåì äèàãîíàëè

èç ïåðâîé âåðøèíû âî

âñå, êðîìå ñìåæíûõ ñ

íåé

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì òî÷êó âíóòðè òðåóãîëüíèêà èëè íà å
ãðàíèöå è ðàçîáúåì åãî íà äâà èëè òðè íîâûõ òðåóãîëüíèêà

Ðèñóíîê 13.

åãî

Ðèñóíîê 14.

Åñëè âíóòðè òðåóãîëüíèêà è íà
åãî ãðàíèöå íåò öåëûõ òî÷åê,

îòëè÷íûõ îò åãî âåðøèí, òî åãî

ïëîùàäü ðàâíà 1/2
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Ïðè ýòîì óäîáíî âñåãäà ðàçáèâàòü òðå-
óãîëüíèê íà òðè ÷àñòè è çàòåì îòêèäûâàòü
òðåóãîëüíèêè, ïëîùàäü êîòîðûõ ðàâíà 0. Ïî-
ñêîëüêó äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåð-
øèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç äâóõ: ëèáî îí èìååò ïëîùàäü 1/2, ëèáî
åãî ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíèêè ìåíü-
øåé ïëîùàäè ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ,
òî çàäà÷à âñåãäà èìååò ðåøåíèå.

ÇÀÄÀ×À E.  ÄÐÎÁÜ Â LATEX-Å

Èçäàòåëüñêàÿ

ñèñòåìà LATEX ïðåä-

íàçíà÷åíà äëÿ âåðñò-
êè ñëîæíûõ íàó÷íî-
òåõíè÷åñêèõ òåêñòîâ
ñ áîëüøèì êîëè÷å-
ñòâîì ôîðìóë. Èñõîä-
íûé ôàéë äëÿ ñèñòå-

ìû LATEX ïèøåòñÿ

íà ÿçûêå TEX è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåêñò

äîêóìåíòà, â êîòîðûé âêëþ÷åíû ñïåöèàëü-
íûå ñèìâîëû è êîìàíäû. Ñïåöèàëüíûå ñèì-
âîëû è êîìàíäû îïèñûâàþò ðàçìåùåíèå
òåêñòà, â ÷àñòíîñòè, â ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîð-
ìóëàõ. Êîìàíäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ëàòèíñêèõ áóêâ (ðåãèñòð âà-
æåí), ïåðåä êîòîðîé ñòîèò ñèìâîë \. Òàê,
êîìàíäà \frac ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïèñà-
íèÿ äðîáè, â êîòîðîé ÷èñëèòåëü ðàñïîëî-
æåí íàä çíàìåíàòåëåì. Ðàññìîòðèì ïðîñòåé-
øóþ ñòðóêòóðó êîìàíäû \frac.

Êîìàäíà \frac èìååò äâà ïàðàìåòðà:
÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü. Ïåðåä ñàìîé êî-
ìàíäîé íå îáÿçàòåëüíî ñòàâèòü ïðîáåë. Ñëå-
äîì çà êëþ÷åâûì ñëîâîì \frac çàïèñûâà-
þòñÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü. Åñëè ÷èñëè-
òåëü è çíàìåíàòåëü èìåþò äëèíó áîëåå îä-
íîãî ñèìâîëà, îíè çàêëþ÷àþòñÿ â ôèãóð-
íûå ñêîáêè. Åñëè ÷èñëèòåëü èëè çíàìåíà-
òåëü çàïèñûâàþòñÿ îäíîé áóêâîé èëè öèô-
ðîé, èõ ìîæíî íå áðàòü â ôèãóðíûå ñêîá-

êè. Åñëè ÷èñëèòåëü çàïèñûâàåòñÿ îäíèì
ñèìâîëîì, òî îí îòäåëÿåòñÿ îò \frac
õîòÿ áû îäíèì ïðîáåëîì. Åñëè çíàìåíà-
òåëü çàïèñûâàåòñÿ îäíèì ñèìâîëîì, òî
îí íå îòäåëÿåòñÿ ïðîáåëîì îò ÷èñëèòå-
ëÿ. Ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå êîëè÷åñòâî
ïðîáåëîâ ñ÷èòàåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòíûì îäíîìó ïðîáåëó. Íåëüçÿ ðàç-
äåëÿòü ïðîáåëàìè íà ÷àñòè êëþ÷åâîå ñëî-
âî \frac.

Äàäèì òàêæå ôîðìàëüíîå îïðåäåëå-
íèå âûðàæåíèÿ äëÿ íàøåé çàäà÷è (ñì. ðè-
ñóíîê 15).

Çäåñü âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà | îçíà÷àåò
«èëè», çàêëþ÷åííàÿ â êâàäðàòíûå ñêîáêè
÷àñòü ìîæåò îòñóòñòâîâàòü, à ñèìâîëû, çà-
ïèñàíûå â êàâû÷êàõ, îáîçíà÷àþò ñàìèõ ñåáÿ.
Ïå÷àòíûé ñèìâîë � ëþáîé ñèìâîë ñ ASCII
êîäîì îò 32 (ïðîáåë) äî 127.

Íàïðèìåð, âûðàæåíèå

2
31 2

a b a

d x
y

+
+ −

+ +

<âûðàæåíèå> ::= <ýëåìåíò> | <ýëåìåíò><âûðàæåíèå>
<ýëåìåíò> ::= <äðîáü> | { <âûðàæåíèå> } | <äðóãîé ìàòåìàòè÷åñêèé ýëåìåíò>
<äðîáü> ::= �\frac� <òåëî äðîáè>
<òåëî äðîáè> ::= <÷èñëèòåëü><çíàìåíàòåëü>
<÷èñëèòåëü> ::= <ïðîáåëû><íåïðîáåëüíûé ñèìâîë> |  [<ïðîáåëû>] �{� <âûðàæåíèå> �}�
<çíàìåíàòåëü> ::= <íåïðîáåëüíûé ñèìâîë> | [<ïðîáåëû>] �{� <âûðàæåíèå> �}�
<äðóãîé ìàòåìàòè÷åñêèé ýëåìåíò> ::= ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïå÷àòíûõ
  ñèìâîëîâ, íå ñîäåðæàùàÿ ôèãóðíûõ ñêîáîê è ïîäñòðîêè \frac
<ïðîáåëû> ::=  � � |  � � <ïðîáåëû>
<íåïðîáåëüíûé ñèìâîë> ::= ïðîèçâîëüíûé ïå÷àòíûé ñèìâîë, çà èñêëþ÷åíèåì � �, �\�,
  �{� è �}�

Ðèñóíîê 15.



49

Ðàçáîð çàäà÷ òðåòüåé âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ

ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

çàïèñûâàåòñÿ íà ÿçûêå TEX êàê

\frac{a+b}{d+1}+\frac ax -\frac 2
{2+\frac{3}{y}}

×òîáû â ïå÷àòàåìîì äîêóìåíòå âûâå-
ñòè ôîðìóëó, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü åå
âûñîòó äëÿ èñïîëüçóåìîãî ïðè ïå÷àòè øðèô-
òà. Øðèôò îïðåäåëÿåò ðàçìåðû S � âûñîòó
îòäåëüíîãî ñèìâîëà è D � âûñîòó ãîðèçîí-
òàëüíîé äðîáíîé ÷åðòû. Çíà÷åíèÿ S è D
çàäàþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Âàøà çàäà÷à �
äëÿ çàäàííîãî âûðàæåíèÿ íà ÿçûêå TEX âû-
÷èñëèòü âûñîòó ôîðìóëû.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äâå äðîáè ïðèíàä-
ëåæàò îäíîìó âûðàæåíèþ, òî èõ äðîáíûå
÷åðòû çàïèñûâàþòñÿ íà îäíîì óðîâíå, à åñëè
íåò (íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëèòåëÿì èëè
çíàìåíàòåëÿì ðàçëè÷íûõ äðîáåé), � ýòî
ñâîéñòâî ìîæåò è íå âûïîëíÿòüñÿ. ×òîáû
ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðà-
âèëà, ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà:

\frac{a+b}{\frac cd}+\frac{\frac
ef}{g+h}

e

a b f
c g h
d

+ +
+

\frac{a+b+c}{\frac{\frac de}
{g+h}}+\frac{i+j+k}{\frac{l+m}
{\frac no}}

a b c i j k
d l m

ne
g h o

+ + + ++
+

+

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Â ïåðâîé ñòðîêå íàõîäÿòñÿ öåëûå ïî-
ëîæèòåëüíûå ÷èñëà S è D (1 ≤ S, D ≤ 10000).
Ñëåäóþùàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò îïèñàíèå

ôîðìóëû íà TEX-å, äëèíà ñòðîêè íå áî-

ëåå 200  ñèìâîëîâ. Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ôîð-
ìóëà ñèíòàêñè÷åñêè êîððåêòíà, òî åñòü ôè-
ãóðíûå ñêîáêè îáðàçóþò ïðàâèëüíóþ ñêî-
áî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ñòðîêà ñîäåð-
æèò òîëüêî ïå÷àòíûå ñèìâîëû. Âñå ñèìâî-
ëû \, âñòðå÷àþùèåñÿ â ñòðîêå, îòíîñÿòñÿ ê
íåêîòîðîé êîìàíäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(íå îáÿçàòåëüíî \frac). Ìîæåòå ñ÷èòàòü,
÷òî âñå ïðî÷èå êîìàíäíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè çàäàþò ñèìâîëû, âûñîòà êîòîðûõ ðàâ-
íà S. ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü êàæäîé äðî-
áè ñîäåðæàò õîòÿ áû ïî îäíîìó ñèìâîëó, âñÿ
ôîðìóëà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ñèìâîë.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ

Âûâåäèòå â âûõîäíîé ôàéë åäèíñòâåí-
íîå ÷èñëî � âûñîòó ôîðìóëû.

Ïðèìåðû (ñì. ðèñóíîê 16)

Ðåøåíèå

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì
äåëå óêàçàííàÿ ñõåìà íå ïðèìåíÿåòñÿ íàïðÿ-
ìóþ â ñèñòåìå TEX. Âî ïåðâûõ, â TEX-å

÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè èìåþò ìåíü-
øèé ðàçìåð, ÷åì îñíîâíîé òåêñò, ÷èñëèòåëü
è çíàìåíàòåëü äðîáè, íàõîäÿùåéñÿ â ÷èñ-
ëèòåëå èëè çíàìåíàòåëå äðóãîé äðîáè, èìå-
þò åùå ìåíüøèé ðàçìåð è ò. ä. Êðîìå òîãî,
â TEX-å èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ñèñòåìà

îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîâ ïðîìåæóòêîâ ìåæäó

frac.in frac.out
10 2
\frac{a+b}{d+1}+\frac ax -\frac 2 {2+\frac{3}{y}}

34

10 2
no fractions here

10

10 2
\frac        {\alpha}          {\beta+\sin{2+x}}

22

10 2
\cos{\frac{\alpha}b}

22

10 2
\frac a  {sin{a}}

22

10 2
\frac{a+b}{\frac cd}+\frac{\frac ef}{g+h}

46

10 2
\frac{a+b+c}{\frac{\frac de}{g+h}}+\frac{i+j+k}{\frac{l+m}{\frac no}}

46

Ðèñóíîê 16.



50

Ñòàíêåâè÷ À.Ñ.

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 6, 2003 ã.

ýëåìåíòàìè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëå, ó÷è-
òûâàþùàÿ â òîì ÷èñëå âûñîòó îòäåëüíûõ ñèì-
âîëîâ. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ ñõåìà íå
ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåíÿåìîé â TEX-å íà ñà-
ìîì äåëå. Ñèñòåìà, ïîõîæàÿ íà èçëîæåííóþ,
èñïîëüçóåòñÿ â ñèñòåìàõ âèçóàëüíîãî íàáîðà
ôîðìóë Microsoft Equation è Math Type.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ íàøåé
çàäà÷è.

Ïðè ðåøåíèè îñíîâíóþ ïðîáëåìó
ïðåäñòàâëÿåò ÷òåíèå ââîäà è âûäåëåíèå äðî-
áåé. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó âñå ïðî÷èå
ñèìâîëû èìåþò îäèíàêîâóþ âûñîòó, ñìûñë
ïðî÷èõ êîäîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå
âàæåí, à ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íå ìîãóò
áûòü ïóñòûìè, òî íåò íåîáõîäèìîñòè ïè-
ñàòü ëåêñè÷åñêèé àíàëèç òåêñòà. Ìîæíî ðå-
øèòü çàäà÷ó ïðîùå.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áóäåò
âîçâðàùàòü âûñîòó ìàòåìàòè÷åñêîãî âûðà-
æåíèÿ, çàïèñàííîãî â ñòðîêå ñ i-ãî ïî j-ûé
ñèìâîë, ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò
ôðàãìåíò âûðàæåíèÿ íå ïåðåñåêàåò ãðàíèö
îïèñàíèÿ íèêàêîé äðîáè.

Íàéäåì âûñîòó áëîêà, êîòîðûé ñîîò-
âåòñòâóåò óêàçàííîìó âûðàæåíèþ. Âûäåëèì

âñå äðîáè â ýòîì âûðàæåíèè. Òåì ñàìûì
ìû ïðåäñòàâèì íàø áëîê â âèäå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè áëîêîâ:

Åñëè â áëîêå íåò äðîáåé, òî îí ñî-
ñòîèò èç åäèíñòâåííîãî áëîêà, åãî âûñî-
òà ðàâíà S. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ êàæ-
äîé äðîáè íàéäåì âûñîòó åå ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ. Âûñîòîé áëîêà áóäåò

max ( ) max ( )D H num H den+ + , ãäå H(num) �
âûñîòà ÷èñëèòåëÿ äðîáè, H(den) � âûñî-
òà çíàìåíàòåëÿ äðîáè è ìàêñèìóì â îáîèõ
ñëó÷àÿõ áåðåòñÿ ïî âñåì äðîáÿì â âûðàæå-
íèè. Âûñîòà æå ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé
âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî òåì æå ñïîñîáîì
(ñì. ðèñóíîê 17).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ âû÷èñëåíèé
âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñóíîê 18).

Íàõîäèì â èñõîäíîé ñòðîêå ïåðâîå
âõîæäåíèå ïîäñòðîêè \frac. Àêêóðàòíî âû-
äåëÿåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü. Ðåêóðñèâ-
íî âûçûâàåìñÿ îò íèõ, îáíîâëÿåì ïðè íå-
îáõîäèìîñòè çíà÷åíèå ìàêñèìóìà äëÿ âû-
ñîò ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Â êîíöå, åñëè áûëà íàéäåíà äðîáü,

÷èñëèòåëü

çíàìåíàòåëü

÷èñëèòåëü

çíàìåíàòåëü

÷èñëèòåëü

çíàìåíàòåëü

òåêñòòåêñò òåêñò. . .

Äðîáü 1 Äðîáü KÄðîáü 2

Âûñîòà
áëîêà

. . .. . .\ f r a c { } { } \ f r a c c1 c2

\ f r a c { } { }. . . . . .
c1 c2

òåêñò äðîáü òåêñò äðîáü äðîáü òåêñò. . .

Ðèñóíîê 17.

Ðèñóíîê 18.
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âîçâðàùàåì ñóììó íàéäåííûõ ìàêñèìóìîâ
ïëþñ D, èíà÷å âîçâðàùàåì S.

ÇÀÄÀ×À F. ÑÒÎËÈÖÀ

Â íåêîòîðîì öàðñòâå, â íåêîòîðîì
ãîñóäàðñòâå áûëî N ãîðîäîâ, è âñå îíè, ñóäÿ
ïî ãëàâíîé êàðòå èìïåðàòîðà, èìåëè öåëûå
êîîðäèíàòû. Â òå ãîäû ëåñà áûëè äðåìó-
÷èå, äîðîãè æå ñòðîèòü óìåëè òîëüêî ïà-
ðàëëåëüíî îñÿì êîîðäèíàò, òàê ÷òî ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó äâóìÿ ãîðîäàìè îïðåäåëÿëîñü

êàê 1 2 1 2x x y y− + − .

Èìïåðàòîð ðåøèë ïîñòðîèòü N + 1-ûé
ãîðîä è ñäåëàòü åãî ñòîëèöåé ñâîåãî ãîñó-
äàðñòâà, ïðè ýòîì êîîðäèíàòû ñòîëèöû òàê-
æå äîëæíû áûòü öåëûìè. Ìåñòî äëÿ ñòîëè-
öû ñëåäóåò âûáðàòü òàê, ÷òîáû ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå ðàññòîÿíèé ìåæäó ñòîëèöåé è îñ-
òàëüíûìè ãîðîäàìè áûëî êàê ìîæíî ìåíü-
øå. Îäíàêî, ðàçóìååòñÿ, ñòîëèöó íåëüçÿ ñòðî-
èòü íà ìåñòå ñóùåñòâóþùåãî ãîðîäà.

Íåëåãêàÿ çàäà÷à âûáðàòü ìåñòî äëÿ
ñòîëèöû ïîðó÷åíà Âàì.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåð-
æèò ÷èñëî N êîëè÷åñòâî ãîðîäîâ (1 ≤ N ≤ 100).
Ñëåäóþùèå N ñòðîê ñîäåðæàò êîîðäèíàòû
ãîðîäîâ � ïàðû öåëûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàþ-
ùèõ 1000 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ

Âûâåäèòå â âûõîäíîé ôàéë äâà öå-
ëûõ ÷èñëà � êîîðäèíàòû òî÷êè, ãäå ñëåäóåò
ïîñòðîèòü ñòîëèöó. Åñëè ðåøåíèé íåñêîëü-
êî, âûâåäèòå ëþáîå.

Ïðèìåðû

Ðåøåíèå

Äëÿ íà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ íåò
îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðîèòåëüñòâî ñòîëèöû â òî÷-
êå, â êîòîðîé óæå èìååòñÿ äðóãîé ãîðîä.

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî
àðèôìåòè÷åñêîãî äîñòàòî÷íî ìèíèìè-
çèðîâàòü ñóììó. Òàêèì îáðàçîì, íàì
òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

( )
1

( , )
N

c c c i c i
i

d x y x x y y
=

= − + −∑ , ãäå (xc , yc) �

êîîðäèíàòû ñòîëèöû. Çàìåòèì, ÷òî ýòó ôóí-
êöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ
íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé:

1

( )
N

x c c i
i

d x x x
=

= −∑  è 
1

( )
N

y c c i
i

d y y y
=

= −∑ .

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íåçàâèñèìî ìèíèìè-
çèðîâàòü îáå ýòè ôóíêöèè, è òîãäà èõ ñóììà
òàêæå áóäåò ìèíèìàëüíà.

Ïîñìîòðèì, êàê ìèíèìèçèðîâàòü ôóí-

êöèþ 
1

N

c i
i

x x
=

−∑ . Îòñîðòèðóåì êîîðäèíàòû

xi ïî âîçðàñòàíèþ è ðàññìîòðèì ïàðû x1 ↔ xN ,

x2 ↔ xN�1, ..., ( 1) / 2Nx +  
↔ ( 1) / 2Nx +  

. Â ñëó-

÷àå, åñëè N íå÷åòíî, ýëåìåíòû â ïîñëåäíåé

ïàðå ñîâïàäàþò (ñì. ðèñóíîê 19).
Ðàçîáüåì òåïåðü ñëàãàåìûå â íàøåé

ñóììå íà ïàðû â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì
íàìè ðàçáèåíèåì íà ïàðû êîîðäèíàò. Â ñëó-
÷àå íå÷åòíîãî N îäíî èç ñëàãàåìûõ îñòà-
íåòñÿ áåç ïàðû.

capital.in capital.out

8
0 0
1 0
2 0
0 1
2 1
0 2
1 2
2 2

1 1

4
0 0
1 1
0 1
1 0

0 2
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Ïóñòü N ÷åòíî.

Òîãäà ( )
/ 2

1
1 1

N N

c i c i c N i
i i

x x x x x x + −
= =

− = − + −∑ ∑ .

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñóììó ðàññòîÿíèé îò íåêîòîðîé òî÷êè
íà ïðÿìîé äî äâóõ çàäàííûõ òî÷åê. Çàìå-

òèì, ÷òî åñëè òî÷êà xc ëåæèò ìåæäó òî÷êà-

ìè xi è xN+1�i, òî ýòî ñëàãàåìîå ðàâíî

1i N ix x + −− . Åñëè æå ýòî íå òàê, òî

1 1c i c N i i N ix x x x x x+ − + −− + − > − . Çàìåòèì

òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó ìû îòñîðòèðîâàëè êîîð-

äèíàòû, òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåçêîâ ìåæ-

äó ïàðíûìè òî÷êàìè âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

[ ] [ ] [ ]1 2 1 / 2 /2 1, , ,N N N Nx x x x x x− +⊃ ⊃ ⊃K , è,

ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êè îòðåçêà

[ ]/ 2 / 2 1,N Nx x +  ïðèíàäëåæàò òàêæå âñåì îñ-

òàëüíûì îòðåçêàì, è äëÿ ýòèõ òî÷åê èñêî-
ìàÿ ñóììà èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Â
òî æå âðåìÿ â ñëó÷àå, åñëè òî÷êà íå ïðè-
íàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó îòðåçêó, ñóììà
îêàæåòñÿ áîëüøå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà
èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå â ñëó÷àå, êîã-
äà êîîðäèíàòà xc íàõîäèòñÿ ìåæäó N/2 è
N/2 + 1 êîîðäèíàòîé ãîðîäîâ.

Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî N ïðèâåäåííîå ðàñ-
ñóæäåíèå îñòàåòñÿ â ñèëå, çà èñêëþ÷åíèåì
òîãî, ÷òî íåîáõîäèìî íåçàâèñèìî ðàññìàò-

ðèâàòü ñðåäíþþ êîîðäèíàòó / 2Nx  
. Ñëàãàå-

ìîå ñ ýòîé êîîðäèíàòîé íå èìååò ïàðû. Îíî

ðàâíî íóëþ â ñëó÷àå, åñëè / 2c Nx x  
= . Ýòà

òî÷êà òàêæå ëåæèò íà âñåõ îòðåçêàõ

[ ] [ ]1 2 1 ( 1) /2 ( 1) /2 1, , ,N N N Nx x x x x x− − + + ⊃ ⊃ ⊃  K ,

à çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ìèíè-
ìóì íàøåé ñóììû.

Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû äëÿ îáîèõ ñëó-
÷àåâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

( )x cd x  ìèíèìàëüíî, åñëè / 2 /2 1cN Nx x x +      
≤ ≤

(îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íå÷åòíîãî N îòðåçîê
ðåøåíèé ýòîãî íåðàâåíñòâà âûðîæäàåòñÿ â
òî÷êó, îí ìîæåò âûðîäèòüñÿ â òî÷êó â ñëó-
÷àå, åñëè íåêîòîðûå êîîðäèíàòû ãîðîäîâ ïî
îñè x ñîâïàäàþò).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî îïòèìàëü-
íàÿ êîîðäèíàòà ïî îñè y äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü íåðàâåíñòâó / 2 / 2 1cN Ny y y +      

≤ ≤ .
Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è áåç äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷å-
íèÿ íà ñòðîèòåëüñòâî ñòîëèöû â òî÷êå, óæå
çàíÿòîé ãîðîäîì, ëåæàò â íåêîòîðîì ïðÿ-
ìîóãîëüíèêå (ðèñóíîê 20). Íàçîâåì åãî îï-
òèìàëüíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîé çàäà÷å.
Èìååòñÿ ñëåäóþùåå ïðåïÿòñòâèå ê íåïîñ-
ðåäñòâåííîìó ïðèìåíåíèþ ïîëó÷åííîãî ðå-
çóëüòàòà ê íàøåé çàäà÷å: âûáðàâ ïðîèçâîëü-
íóþ òî÷êó, êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåò-
âîðÿþò óêàçàííûì íåðàâåíñòâàì, ìû ìî-
æåì âûáðàòü óæå ñóùåñòâóþùèé ãîðîä. Ìû
ìîãëè áû ïåðåáðàòü âñå òî÷êè îïòèìàëü-
íîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, íî ýòî íå ïîìîæåò:
âî-ïåðâûõ, îí ìîæåò èìåòü áîëüøóþ ïëî-
ùàäü (õîòÿ â ýòîé çàäà÷å êîîðäèíàòû îãðà-
íè÷åíû íåáîëüøîé âåëè÷èíîé è òàêîå ðå-
øåíèå ìîãëî áû óëîæèòüñÿ â îòâåäåííûé
ïåðèîä âðåìåíè), íî áîëåå âàæíî òî, ÷òî
âñå òî÷êè ïðÿìîóãîëüíèêà ìîãóò óæå áûòü
çàíÿòû ãîðîäàìè.

Èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ñëåäóåò
ïåðåìåùàòü ìåñòî äëÿ ñòîëèöû, ïîêà îíî
íå îêàæåòñÿ â òî÷êå, ãäå íåò ãîðîäà. Îäíàêî
íåïîíÿòíî, â êàêóþ ñòîðîíó ñëåäóåò îñóùå-
ñòâëÿòü ïåðåìåùåíèå è ïî÷åìó íàéäåííîå òà-
êèì îáðàçîì ìåñòî áóäåò îïòèìàëüíî. Ìîæ-
íî áûëî áû ïðîâåðèòü âñå òî÷êè â îêðåñòíî-

1x 2x 1Nx Nx/ 2Nx / 2 1Nx. . . . . .

. . .

1x 2x 1Nx Nx. . . . . .

. . .

/ 2Nx / 2Nx / 2 1Nx

Ðèñóíîê 19.
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ñòè îïòèìàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è âûáðàòü
ñðåäè íèõ íàèëó÷øóþ. Îäíàêî íåïîíÿòíî,
ñêîëüêî òî÷åê ïðèäåòñÿ ïðîâåðèòü.

Îêàçûâàåòñÿ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
âñåãî O(N) òî÷åê. Äîêàæåì ñëåäóþùåå óò-
âåðæäåíèå: äëÿ òîãî ÷òîáû âûáðàòü îïòè-
ìàëüíîå ìåñòî äëÿ ñòîëèöû, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü îäíó ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó îïòè-
ìàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è ÷åòûðå ñîñåä-
íèõ òî÷êè ðÿäîì ñ êàæäûì ãîðîäîì (ñì.
ðèñóíîê 21). Ïðè ýòîì åñëè òî÷êà, êîòîðóþ
ìû ïðîâåðÿåì, çàíÿòà ãîðîäîì, òî ìîæíî åå
ïðîñòî ïðîïóñòèòü.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1: âûáðàííàÿ íàìè òî÷êà îï-

òèìàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íå çàíÿòà ãî-
ðîäîì. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê óæå áûëî ïîêà-
çàíî, îíà îïòèìàëüíà.

Ñëó÷àé 2: âûáðàííàÿ íàìè òî÷êà îï-
òèìàëüíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà çàíÿòà ãîðîäîì,
íî â îïòèìàëüíîì ïðÿìîóãîëüíèêå èìååòñÿ
õîòÿ áû îäíà íå çàíÿòàÿ òî÷êà. Â òàêîì ñëó-
÷àå, î÷åâèäíî, õîòÿ áû îäíà òàêàÿ òî÷êà ëå-
æèò ðÿäîì ñ êàêèì-ëèáî ãîðîäîì.

Ñëó÷àé 3: â îïòèìàëüíîì ïðÿìîóãîëü-
íèêå íåò ñâîáîäíûõ òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè òî÷êà íå ëåæèò â îïòèìàëüíîì ïðÿìî-
óãîëüíèêå, òî ñîñåäíÿÿ ñ íåé òî÷êà, ó êîòî-
ðîé îäíà èç êîîðäèíàò áëèæå ê îïòèìàëü-
íîìó ïðÿìîóãîëüíèêó, èìååò ìåíüøóþ èñ-
êîìóþ ñóììó (ïîñêîëüêó ïî ýòîé êîîðäè-
íàòå îíà ïðèáëèæàåòñÿ ê áîëüøåìó êîëè-
÷åñòâó ãîðîäîâ, ÷åì óäàëÿåòñÿ). Ðàññìîòðèì
îïòèìàëüíóþ òî÷êó (òî÷êó, èìåþùóþ ìè-
íèìóì èñêîìîé ñóììû èç íåçàíÿòûõ ãîðî-
äàìè). Ïîñêîëüêó îíà íå ëåæèò â îïòèìàëü-
íîì ïðÿìîóãîëüíèêå, òî, ïî êðàéíåé ìåðå,
â îäíîé èç ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ ñ íåé òî÷åê
èñêîìàÿ ñóììà ìåíüøå. Íî ýòî è îçíà÷àåò,
÷òî òà òî÷êà çàíÿòà ãîðîäîì è îïòèìàëüíàÿ
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíåé ñ íèì.

ÇÀÄÀ×À G. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÊÈ

Âàíÿ è Ïåòÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ
èãðó. Âàíÿ ïèøåò íà áóìàãå êàêóþ-ëèáî
ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë îò 1 äî N (òî åñòü âû-
ïèñûâàåò âñå ÷èñëà îò 1 äî N â íåêîòîðîì
ïîðÿäêå) è ðàññòàâëÿåò íà ñòîëå â ðÿä N
ïðåäìåòîâ. Ïîñëå ýòîãî Ïåòÿ ïåðåñòàâëÿåò
ïðåäìåòû â ñîîòâåòñòâèè ñ âàíèíîé ïåðå-
ñòàíîâêîé. À èìåííî, Ïåòÿ âûïîëíÿåò ñëå-
äóþùèå äåéñòâèÿ: åñëè i-îå ÷èñëî â âàíè-
íîé ïåðåñòàíîâêå ðàâíî ai , òî Ïåòÿ ñòàâèò
ïðåäìåò, êîòîðûé ñòîèò íà i-îì ìåñòå, íà
ìåñòî ñ íîìåðîì ai.

Îáîçíà÷èì ïðåäìåòû ÷èñëàìè îò 1 äî
N. Òîãäà íà÷àëüíîå ðàñïîëîæåíèå ïðåäìå-
òîâ ìîæíî îáîçíà÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
÷èñåë (1, 2, ..., N). Ê ïðèìåðó, åñëè N = 5,
òî íà÷àëüíîå ðàñïîëîæåíèå ïðåäìåòîâ åñòü
(1, 2, 3, 4, 5). Ïóñòü Âàíÿ íàïèñàë ïåðå-
ñòàíîâêó <2, 5, 4, 3, 1>. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïîñëå ïåðåìåùåíèÿ ïðåäìåòîâ îíè îêà-
æóòñÿ ðàññòàâëåíû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
(5, 1, 4, 3, 2).

Îäíàêî, ïåðåñòàâèâ ïðåäìåòû, Ïåòÿ
íå îñòàíàâëèâàåòñÿ íà äîñòèãíóòîì è âíîâü
ïåðåñòàâëÿåò èõ â ñîîòâåòñòâèè ñ âàíèíîé
ïåðåñòàíîâêîé. Òàê, åñëè â ïðèâåäåííîì
âûøå ïðèìåðå ïîâòîðíî ïðèìåíèòü ïåðå-
ñòàíîâêó, ïðåäìåòû îêàæóòñÿ ðàñïîëîæåíû
â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: (2, 5, 3, 4, 1).

/ 2Nx / 2 1Nx

/ 2Ny

/ 2 1Ny

Ðèñóíîê 20. Ðèñóíîê 21.
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Òàêèì îáðàçîì, Ïåòÿ ïåðåñòàâëÿåò
ïðåäìåòû â ñîîòâåòñòâèè ñ âàíèíîé ïåðå-
ñòàíîâêîé, ïîêà èõ ðàñïîëîæåíèå íå îêà-
æåòñÿ òàêèì æå, êàê èñõîäíîå. Â íàøåì
ïðèìåðå Ïåòå ïîòðåáóåòñÿ ñäåëàòü åùå 4
äåéñòâèÿ, ïîðÿäîê ïðåäìåòîâ ïîñëå êàæäî-
ãî èç íèõ áóäåò ñëåäóþùèì: (1, 2, 4, 3, 5),
(5, 1, 3, 4, 2), (2, 5, 4, 3, 1), (1, 2, 3, 4, 5).
Âñåãî Ïåòå ïîòðåáîâàëîñü ïðèìåíèòü ïåðå-
ñòàíîâêó 6 ðàç.

Äîáðûé Âàíÿ õî÷åò, ÷òîáû Ïåòå ïðè-
øëîñü âûïîëíèòü êàê ìîæíî áîëüøå äåé-
ñòâèé. Ïîìîãèòå åìó âûáðàòü ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ïåðåñòàíîâêó.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò åäèíñòâåí-
íîå öåëîå ÷èñëî N � êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ
(1 ≤ N ≤ 100).

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ

Âûâåäèòå â âûõîäíîé ôàéë ïåðåñòà-
íîâêó ÷èñåë îò 1 äî N, ïðè êîòîðîé êîëè-
÷åñòâî äåéñòâèé, êîòîðîå ïðèäåòñÿ ñäåëàòü
Ïåòå, ìàêñèìàëüíî. Åñëè òàêèõ ïåðåñòàíî-
âîê íåñêîëüêî, ìîæíî âûâåñòè ëþáóþ.

Ïðèìåð

Ðåøåíèå

Âûÿñíèì ñíà÷àëà, êàê ïî ïåðåñòàíîâ-
êå óçíàòü, ñêîëüêî äåéñòâèé ïîòðåáóåòñÿ
ñîâåðøèòü Ïåòå, ïðåæäå ÷åì îí ñíîâà ïî-
ëó÷èò èñõîäíîå ðàñïîëîæåíèå ïðåäìåòîâ.
Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïåðåñòàíîâ-
êè. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô ñ N âåðøèíàìè è N äóãàìè. Âåðøèíû
áóäóò îáîçíà÷àòü ïîçèöèè ïðåäìåòîâ. Ïðî-
âåäåì èç i-îé âåðøèíû â j-óþ äóãó, åñëè
ai = j.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåò ñ÷èòàòü, ÷òî
èçíà÷àëüíî i-ûé ïðåäìåò ðàçìåùåí â i-îé
âåðøèíå ãðàôà, è êàæäûé ðàç, êîãäà Ïåòÿ
ïðîèçâîäèò ïåðåìåùåíèå ïðåäìåòîâ, ïåðå-
ìåùàåòñÿ ïî äóãå, âûõîäÿùåé èç âåðøèíû,
â êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ (ÿñíî, ÷òî â ãðàôå
ìîãóò áûòü ïåòëè, è ïðåäìåò ìîæåò îñòà-

âàòüñÿ íà ìåñòå, ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ
êîãäà ai = i).

Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ãðàôå èç êàæ-
äîé âåðøèíû âûõîäèò è âõîäèò ðîâíî îäíà
äóãà, à çíà÷èò, ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íàáîð öèêëîâ. Åñëè äëèíà íåêîòîðîãî öèê-
ëà åñòü L, òî ÷åðåç êàæäûå L îïåðàöèé ïî
ïåðåìåùåíèþ ïðåäìåòû â ýòîì öèêëå îêà-
çûâàþòñÿ íà ñâîåì ìåñòå. Çíà÷èò, åñëè ìû
íàéäåì öèêëû íàøåãî ãðàôà (îíè òàêæå
íàçûâàþòñÿ öèêëàìè äàííîé ïåðåñòàíîâêè),
òî ìû ñìîæåì íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äåé-
ñòâèé, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ ñîâåðøèòü Ïåòå.
Ýòî áóäåò íàèìåíüøåå ÷èñëî, êîòîðîå äå-
ëèòñÿ íà äëèíû âñåõ öèêëîâ, òî åñòü íàè-
ìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äëèí âñåõ öèêëîâ.

Èòàê, ïîðÿäîê ïåðåñòàíîâêè ðàâåí
íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó äëèí öèê-
ëîâ, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ ýòà ïåðåñòà-
íîâêà.

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ïåðåñòàíîâ-
êà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà öèêëà: (2, 5, 1) è (4, 3),
èõ äëèíû ðàâíû 3 è 2 ñîîòâåòñòâåííî, çíà-
÷èò, åå ïîðÿäîê ðàâåí 6.

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà äëèí âñåõ öèê-
ëîâ ïåðåñòàíîâêè ðàâíà êîëè÷åñòâó ýëåìåí-
òîâ â íåé, è åñëè çàäàíû ÷èñëà L1, L2, ..., Lk,
òàêèå ÷òî L1 + L2 + ... + Lk = N, òî ìîæíî
ïîñòðîèòü ïåðåñòàíîâêó N ÷èñåë òàêóþ, ÷òî
â íåé áóäåò k öèêëîâ ñ äëèíàìè L1, L2, ...,
Lk, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ïåðåñòàíîâêà
(2, 3, ..., L1, 1)(L1 + 2, L1 + 3, ..., L1 + L2,
L1 + 1)...(L1 + ... + Lk�1 + 2, ..., N, L1 + ... +
+ Lk-1 + 1).

Òàêèì îáðàçîì, íàøó çàäà÷ó ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çàäàíî ÷èñëî N, íàéòè òàêèå ÷èñëà, ÷òîáû
èõ ñóììà áûëà ðàâíà N è èõ íàèìåíüøåå
îáùåå êðàòíîå áûëî ìàêñèìàëüíûì.

Óñòàíîâèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå ôàêòû
îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ïóñòü ìû çíàåì ðåøåíèå äëÿ M < N.
Òîãäà ìû ìîæåì ïðåâðàòèòü åãî â ðåøåíèå
äëÿ N, äîáàâèâ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî
åäèíèö. Òàêèì îáðàçîì, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
(îïòèìàëüíîå íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå)
íå óáûâàåò.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå, â êîòîðîì âñå ÷èñëà ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â

perm.in perm.out

5 2 5 4 3 1



55

Ðàçáîð çàäà÷ òðåòüåé âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ

ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

ðåøåíèè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü Li è
Lj ðàâåí d > 1. Òîãäà çàìåíèì ÷èñëî Lj íà
Lj / d < Lj. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷è-
ñåë íå èçìåíèòñÿ, à ñóììà óìåíüøèòñÿ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî N
åäèíèöàìè. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó-
÷èì ðåøåíèå, êîòîðîå èìååò òàêîå æå çíà-
÷åíèå ÍÎÊ, íî â êîòîðîì âñå ÷èñëà ïîïàð-
íî âçàèìíî ïðîñòû.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîïàðíî âçà-
èìíî ïðîñòûõ ñëàãàåìûõ èõ íàèìåíüøåå
îáùåå êðàòíîå ðàâíî èõ ïðîèçâåäåíèþ.

Ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå ñëàãàåìûõ
äîñòàòî÷íî áðàòü òîëüêî ñòåïåíè ïðîñòûõ
÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â îïòèìàëüíîì
ðåøåíèè ïðèñóòñòâóåò ÷èñëî Li = AB, ãäå
A > 1, B > 1 è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
A è B ðàâåí 1. Ïîñêîëüêó åñëè A ≥ 2 è B ≥ 2,
òî AB ≥ A + B, ìîæíî çàìåíèòü ÷èñëî Li íà
äâà � A è B, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì ñóì-
ìà íå óâåëè÷èòñÿ, à ïðîèçâåäåíèå îñòàíåò-
ñÿ ïðåæíèì. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïî-
ëó÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, â êîòîðîì âñå
ñëàãàåìûå � ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë.

Èòàê, òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü ÷èñëî N â
ñóììó ñòåïåíåé ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë
è åäèíèö, ÷òîáû èõ ïðîèçâåäåíèå áûëî ìàê-
ñèìàëüíî.

Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a[i][j]
ìàêñèìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå ìîæåò
èìåòü íàáîð ñòåïåíåé ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò i, è
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïåðâûå j ïðîñòûõ ÷è-
ñåë. Òîãäà a[i][0] = 1 äëÿ âñåõ i, a[0][j] = 1
äëÿ âñåõ j.

Åñëè i > 0, j > 0, òî

{[ ][ ] max [ ][ 1],a i j a i j= −

 ( )}max [ ][ 1]
k

a i k j k− − × ,

ãäå k ïðèíèìàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
âèäà D

jk p=  òàêèå, ÷òî k ≤ i, ãäå pj � j-îå
ïðîñòîå ÷èñëî, D � öåëîå. Èñêîìûì ìàêñè-
ìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì áóäåò a[N][P], ãäå
P � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâû-
øàþùèõ N. ×òîáû âîññòàíîâèòü íåîáõîäè-
ìûå ñëàãàåìûå è ïîñòðîèòü ñàìó ïåðåñòà-
íîâêó, òðåáóåòñÿ çàïîìèíàòü â ñïåöèàëüíîì
ìàññèâå, â êàêîì ñëó÷àå äîñòèãàëñÿ ìàêñè-
ìóì â óêàçàííîé ôîðìóëå.

ÇÀÄÀ×À H. ÂÎÅÍÍÀß ÑÎÐÒÈÐÎÂÊÀ

Ôèðìà Macrohard ïîëó÷èëà çàêàç îò
àðìèè îäíîé ñòðàíû íà ðåàëèçàöèþ êîìï-
ëåêñà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ íîâî-
ãî ñóïåðñåêðåòíîãî ðàäàðà. Îäíîé èç íàèáî-
ëåå âàæíûõ ïîäïðîãðàìì â ðàçðàáàòûâàåìîì
êîìïëåêñå ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ñîðòèðîâêè.

Îäíàêî, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ñîð-
òèðîâêè, ýòà ïðîöåäóðà äîëæíà ñîðòèðîâàòü
íå ïðîèçâîëüíûé ìàññèâ ÷èñåë, êîòîðûé
ïåðåäàåòñÿ åé íà âõîä, à ñïåöèàëüíûé çàðà-
íåå çàäàííûé ìàññèâ èç N ÷èñåë, â êîòîðîì
çàïèñàíà íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïåðåñòà-
íîâêà ÷èñåë îò 1 äî N, è, êðîìå òîãî, íè
îäíî ÷èñëî â íåì èçíà÷àëüíî íå íàõîäèòñÿ
íà ñâîåì ìåñòå (òî åñòü íà ïîçèöèè ñ íîìå-
ðîì i èçíà÷àëüíî íå íàõîäèòñÿ ÷èñëî i).

Â ñâÿçè ñ ïîâûøåííûìè òðåáîâàíèÿ-
ìè ê íàäåæíîñòè êîìïëåêñà â ïðîöåññå ñîð-
òèðîâêè ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíÿòü åäèíñòâåí-
íóþ îïåðàöèþ: ìåíÿòü ìåñòàìè äâà ñîñåä-
íèõ ýëåìåíòà ìàññèâà. Êðîìå òîãî, â ñâÿçè
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñîîòâåòñòâèÿ óñòàâó, íå
ðàçðåøàåòñÿ èçìåíÿòü ïîëîæåíèå ÷èñëà,
êîòîðîå óæå íàõîäèòñÿ íà ñâîåì ìåñòå.

Íàïðèìåð, åñëè ìàññèâ èç 6 ýëåìåí-
òîâ â íåêîòîðûé ìîìåíò èìååò âèä
<2, 1, 3, 6, 4, 5>, òî ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòà-
ìè 1 è 2, 6 è 4 èëè 4 è 5, à ìåíÿòü ìåñòàìè
1 è 3 èëè 3 è 6 íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëî 3
íàõîäèòñÿ íà ñâîåì ìåñòå (íà ïîçèöèè ñ íî-
ìåðîì 3).

Âàì äàí âõîäíîé ìàññèâ è ïîñòàâëå-
íî âàæíîå çàäàíèå. Íàéòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îáìåíîâ (íå îáÿçàòåëüíî êðàò÷àéøóþ),
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ñîðòèðóþùóþ ìàññèâ è óäîâëåòâîðÿþùóþ
ïðèâåäåííûì óñëîâèÿì.

Ïîäñêàçêà: íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îáìåíîâ âñåãäà âîçìîæíî.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Ïåðâàÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà ñîäåð-
æèò öåëîå ÷èñëî N � ðàçìåð âõîäíîãî ìàñ-
ñèâà (1 ≤ N ≤ 100). Âòîðàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò
N öåëûõ ÷èñåë � èñõîäíóþ ïåðåñòàíîâêó
÷èñåë îò 1 äî N â ìàññèâå. Èçíà÷àëüíî íè
îäíî ÷èñëî íå ñòîèò íà ñâîåì ìåñòå.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ

Âûâåäèòå â âûõîäíîé ôàéë K ñòðîê,
ãäå K � êîëè÷åñòâî îáìåíîâ â Âàøåé ñîð-
òèðîâêå. Íà êàæäîé ñòðîêå âûâåäèòå ïî äâà
÷èñëà xi è yi , ðàçäåëåííûõ ïðîáåëîì, � ïî-
çèöèè â ìàññèâå, ÷èñëà íà êîòîðûõ ñëåäóåò
ïîìåíÿòü ìåñòàìè íà i-îì îáìåíå. Ïîìíè-
òå, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

1i ix y− =  è ÷òî íåëüçÿ ïåðåìåùàòü ÷èñ-
ëî, êîòîðîå óæå ñòîèò íà ñâîåì ìåñòå.

Ïðèìåð

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ìàññèâ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:
èñõîäíûé âèä ìàññèâà 2 3 1 6 4 5
ïîìåíÿëè ìåñòàìè ÷èñëà
íà 2 è 3 ïîçèöèÿõ 2 1 3 6 4 5
ïîìåíÿëè ìåñòàìè ÷èñëà
íà 1 è 2 ïîçèöèÿõ 1 2 3 6 4 5
ïîìåíÿëè ìåñòàìè ÷èñëà
íà 4 è 5 ïîçèöèÿõ 1 2 3 4 6 5
ïîìåíÿëè ìåñòàìè ÷èñëà
íà 5 è 6 ïîçèöèÿõ 1 2 3 4 5 6

Ðåøåíèå

Áóäåì óñòàíàâëèâàòü ýëåìåíòû ìàñ-
ñèâà íà ñâîè ìåñòà ïî î÷åðåäè. Ïóñòü ïåð-
âûå m � 1 ÷èñëà óæå íàõîäÿòñÿ íà ñâîåì ìå-
ñòå. Ðàññìîòðèì îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ìàññè-
âà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåé íè îäíî ÷èñëî
íå íàõîäèòñÿ íà ñâîåì ìåñòå.

Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî â îñ-
òàâøåéñÿ ÷àñòè ìàññèâà. Îíî ðàâíî m. Ïî-
ñòàâèì ñåáå öåëüþ ïîñòàâèòü åãî íà ñâîå
ìåñòî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ýòîì íå
âîçíèêëà ñèòóàöèÿ, êîãäà íåêîòîðîå ÷èñëî
îêàçûâàåòñÿ íà ñâîåì ìåñòå è ñëåâà îò íåãî
èìåþòñÿ ÷èñëà, êîòîðûå åùå íå íàõîäÿòñÿ
íà ñâîèõ ìåñòàõ (ðèñóíîê 22).

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó èíäóêöèåé ïî
ðàññòîÿíèþ îò ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà äî åãî

ìåñòà. Åñëè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
óæå ñòîèò íà ñâîåé ïîçèöèè â ìàñ-
ñèâå, òî ïîäçàäà÷à ðåøåíà.

Ïóñòü ìû óìååì ðåøàòü ïî-
ñòàâëåííóþ ïîäçàäà÷ó â ñëó÷àå, êîã-
äà íè îäíî ÷èñëî (êðîìå, âîçìîæ-
íî, ìèíèìàëüíîãî) â ìàññèâå íå íà-
õîäèòñÿ íà ñâîåì ìåñòå è ìèíèìàëü-
íîå ÷èñëî íàõîäèòñÿ â ìàññèâå íà
i-îì ìåñòå, ãäå m ≤ i < j. Íàó÷èìñÿ
ðåøàòü ýòó çàäà÷ó â ñëó÷àå, åñëè
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íàõîäèòñÿ íà
j-îì ìåñòå. Åñëè ÷èñëî íà j � 1-îé
ïîçèöèè íå ðàâíî j, òî åãî ìîæíî
ïîìåíÿòü ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì.
Ïîñòàâëåííîå íàìè óñëîâèå íå íà-
ðóøèòñÿ, ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïðè-
áëèçèòñÿ ê ñâîåìó ìåñòó, è ïîëó-
÷èòñÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìû óæå óìå-
åì ðåøàòü ïî èíäóêöèîííîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ (ðèñóíîê 23).

sort.in sort.out
6
2 3 1 6 4 5

2 3
1 2
4 5
5 6

1 m-1m-22 ... m... ...

m-1 ýëåìåíòîâ íàõîäÿòñÿ

íà ñâîèõ ìåñòå

íè îäèí ýëåìåíò

íå íàõîäèòñÿ íà

ñâîåì ìåñòå

m ... ...

m-1 ýëåìåíòîâ íàõîäÿòñÿ

íà ñâîèõ ìåñòå

íè îäèí ýëåìåíò

íå íàõîäèòñÿ íà

ñâîåì ìåñòå

1 m-1m-22 ... ...

m-ûé ýëåìåíò âñòàë

íà ñâîå ìåñòî

âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå îêàçàëèñü íà ñâîåì

ìåñòå èäóò ïîñëåäîâàòåëüíî

ïîñëåäíèé ýëåìåíò,

êîòîðûé âñòàë íà ñâîå

ìåñòî

Ðèñóíîê 22.

mt... ...

m

...

åñëè t íå ðàâíî j, òî ìîæíî áåçîïàñíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè t è m

jj-1

Ðèñóíîê 23.

m-1 ýëåìåíò íàõîäÿòñÿ
íà ñâîèõ ìåñòàõ

m-1 ýëåìåíò íàõîäÿòñÿ
íà ñâîèõ ìåñòàõ

,
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Ïóñòü òåïåðü ÷èñëî íà
ïîçèöèè j � 1 ðàâíî j. Íàé-
äåì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
k < j òàêîå, ÷òî ÷èñëî íà k-îé
ïîçèöèè íå ðàâíî k + 1 (ïî-
ëîæèì k = 0, åñëè òàêèõ íåò)
(ðèñóíîê 24).

Åñëè k = m � 1 (òî
åñòü âñå ÷èñëà, ïðåäøåñòâó-
þùèå ìèíèìàëüíîìó â îñòàâ-
øåéñÿ ÷àñòè ìàññèâà, íàõî-
äÿòñÿ íà îäíó ïîçèöèþ ëå-
âåå ñâîåãî ìåñòà), òî ïðîñòî
ïîñëåäîâàòåëüíûìè îáìåíà-
ìè ïåðåìåñòèì ÷èñëî m íà
ñâîå ìåñòî. Ïðè ýòîì ÷èñëà
ñ m + 1 ïî j òàêæå ñòàíóò íà
ñâîè ìåñòà (ðèñóíîê 25).

Åñëè æå k > m, òî ïå-
ðåìåñòèì ÷èñëî, ñòîÿùåå íà
k-îé ïîçèöèè, íà j-óþ ïîçè-
öèþ ïîñëåäîâàòåëüíûìè îá-
ìåíàìè. Ïðè ýòîì íè îäíî
÷èñëî íå îêàæåòñÿ íà ñâîåì
ìåñòå. Ïîñëå ýòîé îïåðàöèè
÷èñëî m îêàæåòñÿ íà ïîçè-
öèè ñ íîìåðîì j � 1 < j, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èòñÿ çà-
äà÷à, êîòîðóþ ìû óìååì ðåøàòü ïî èíäóê-
öèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ (ðèñóíîê 26).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïîñòàâèòü íà ñâîå ìåñòî âñå ÷èñëà
â ìàññèâå.

Ìû ïîñòðîèëè àëãîðèòì ðåøåíèÿ çà-
äà÷è è ïàðàëëåëüíî äîêàçàëè ôàêò, óêàçàí-
íûé â óñëîâèè â êà÷åñòâå ïîäñêàçêè � ðå-
øåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò.

ÇÀÄÀ×À I. ÊÎÑÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÓÑÎÐÙÈÊ

Â îêîëîçåìíîì êîñìè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå íàêîïèëîñü ìíîãî ìóñîðà, ïîýòî-
ìó ó÷åíûå ñêîíñòðóèðîâàëè ñïåöèàëüíûé
àïïàðàò-ëîâóøêó äëÿ êîñìè÷åñêîãî ìóñîðà.
Äëÿ òîãî ÷òîáû õîðîøî ñîáèðàòü ìóñîð, ýòîò
àïïàðàò äîëæåí äâèãàòüñÿ ïî äîñòàòî÷íî
ñëîæíîé òðàåêòîðèè, ñæèãàÿ ñîáðàííûé ïî
ïóòè ìóñîð. Ëîâóøêà ìîæåò ïåðåäâèãàòüñÿ
â ïðîñòðàíñòâå ïî 6 íàïðàâëåíèÿì: íà ñå-
âåð (N), íà þã (S), íà çàïàä (W), íà âîñòîê

k+2 mj...t ...

m

...

íàéäåì ìàêñèìàëüíîå k, òàêîå ÷òî ÷èñëî íà k-îì ìåñòå íå ðàâíî k+1

j

...

k

Ðèñóíîê 24.

èíà÷å ïåðåìåñòèì ÷èñëî c ïîçèöèè k íà ïîçèöèþ j

k+2 mj...t ...

m

...

j

...

k

k+3 tm...k+2 ...

m

...

j

...

k

j

m+2 mj ...m+1...

åñëè k < m, òî ïðîñòî ïåðåìåñòèì ÷èñëî m íà ñâîå ìåñòî:

j

...

mk

m+1 jj-1 ...m...

j

...

mk

Ðèñóíîê 25.

Ðèñóíîê 26.

(E), ââåðõ (U) è âíèç (D). Äâèæåíèåì ëî-
âóøêè óïðàâëÿåò ïðîöåññîð. Ïðîãðàììà äâè-
æåíèÿ çàäàåòñÿ øåñòüþ ïðàâèëàìè äâèæå-
íèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êàæäîìó èç óêà-
çàííûõ íàïðàâëåíèé. Êàæäîå òàêîå ïðàâè-
ëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðîêó ñèìâîëîâ èç
ìíîæåñòâà {N, S, W, E, U, D}.

Êîìàíäà ëîâóøêè åñòü ïàðà èç ñèì-
âîëà íàïðàâëåíèÿ è ïàðàìåòðà  öåëîãî ïî-
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ëîæèòåëüíîãî ÷èñëà M. Ïðè èñïîëíåíèè
òàêîé êîìàíäû ëîâóøêà â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñâîåé ïðîãðàììîé âûïîëíÿåò ñëåäóþùåå.
Åñëè ïàðàìåòð áîëüøå 1, òî îíà ïåðåìåùà-
åòñÿ íà îäèí ìåòð â íàïðàâëåíèè, êîòîðîå
óêàçàíî â êîìàíäå, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëü-
íî âûïîëíÿåò êîìàíäû, çàäàííûå ïðàâèëîì
äëÿ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ, ñ ïàðàìåòðîì
ìåíüøèì íà 1. Åñëè æå ïàðàìåòð ðàâåí 1,
òî ïðîñòî ïåðåìåùàåòñÿ íà îäèí ìåòð â óêà-
çàííîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü, íàïðèìåð, çàäàíû ñëåäóþùèå
ïðàâèëà:

Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè êîìàíäû S(3)
ìóñîðùèê âûïîëíèò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1) ïåðåìåñòèòñÿ íà 1 ìåòð â íàïðàâ-
ëåíèè S;

2) âûïîëíèò ïîñëåäîâàòåëüíî êîìàí-
äû N(2), U(2), S(2), D(2), D(2), U(2), S(2),
E(2).

Åñëè äàëåå ïðîàíàëèçèðîâàòü äåéñòâèÿ
ìóñîðùèêà ïðè âûïîëíåíèè êîìàíä èç ïóí-
êòà 2, ïîëó÷èì, ÷òî â öåëîì îí ñîâåðøèò
ñëåäóþùèå ïåðåìåùåíèÿ: SNNUUSNUS
DDUSEDWEDDWEDUUSNUSDDUSEE.

Ïî çàäàííîé êîìàíäå îïðåäåëèòå, êà-
êîå îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåìåùåíèé íà îäèí
ìåòð ñîâåðøèò ëîâóøêà ïðè âûïîëíåíèè çà-

äàííîé êîìàíäû. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå
ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî 34.

Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Ïåðâûå øåñòü ñòðîê âõîäíîãî ôàéëà
çàäàþò ïðàâèëà äëÿ êîìàíä ñ íàïðàâëåíèåì
N, S, W, E, U è D ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäàÿ
ñòðîêà ñîäåðæèò íå áîëåå 100 ñèìâîëîâ (è
ìîæåò áûòü ïóñòîé). Ñëåäóþùàÿ ñòðîêà ñî-
äåðæèò êîìàíäó ëîâóøêè: ñíà÷àëà ñèìâîë
èç ìíîæåñòâà {N, S, W, E, U, D}, çàòåì
ïðîáåë è ïàðàìåòð êîìàíäû � öåëîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâûøàþùåå 100.

Ôîðìàò âûõîäíûõ äàííûõ

Âûâåäèòå â âûõîäíîé ôàéë åäèíñòâåí-
íîå ÷èñëî � êîëè÷åñòâî ïåðåìåùåíèé, êî-
òîðîå ñîâåðøèò ëîâóøêà. Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî
îòâåò íå ïðåâûøàåò 109.

Ïðèìåð

Çàìå÷àíèå: Äëÿ âñåõ çàäà÷ ìàêñèìàëü-
íîå âðåìÿ ðàáîòû íà îäíîì òåñòå � 2 ñåêóí-
äû, ìàêñèìàëüíûé îáúåì äîñòóïíîé ïàìÿ-
òè � 8 ìåãàáàéò.

Íà äèñêå ê æóðíàëó íàõîäÿòñÿ ôðàã-
ìåíòû òåêñòîâ ïðîãðàìì.

Íàïðàâëåíèå Ïðàâèëî

N N

S NUSDDUSE

W UEWWD

E

U U

D WED
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