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Ãåéíö Øóìàí

ÐÅØÅÍÈÅ ÀÍÀËÈÒÈÊÎ-ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ×

ÑÒÅÐÅÎÌÅÒÐÈÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÀ

Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãèå ó÷å-
íèêè ñòàðøåé øêîëû èñïûòûâàþò îïðåäå-
ëåííûå òðóäíîñòè â ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè
àíàëèòèêî-ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñòåðåîìåò-
ðèè. Ïîäõîäÿùàÿ ñèñòåìà òðåõìåðíîé ãðà-
ôèêè, íàïðèìåð, DreiDGeo (íàçâàíèå ìîæ-
íî ïîïðîáîâàòü ïåðåâåñòè ñ íåìåöêîãî êàê
3DGeo), ìîæåò ïîìî÷ü â ïðåîäîëåíèè ýòèõ
òðóäíîñòåé è ñïîñîáñòâîâàòü ðàçâèòèþ ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî âîîáðàæåíèÿ è íàâûêîâ â
èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ îòíîøåíèé. Ìû
èñõîäèì èç òåçèñà, ÷òî îáðàç êàêîé-ëèáî
ïðîñòðàíñòâåííîé ôèãóðû ìîæåò âîçíèêíóòü
â ãîëîâå ó÷åíèêà òîëüêî íà îñíîâå íàáëþ-
äåíèÿ íàä ðåàëüíûì îáúåêòîì èëè íàãëÿä-
íûì èçîáðàæåíèåì ýòîãî îáúåêòà. Ñòàòè-
÷åñêèå ðèñóíêè íà êëàññíîé äîñêå èëè èç-
ãîòîâëåííûå âðó÷íóþ ëèñòû ñ èçîáðàæåíè-
ÿìè ïðîåêöèé îáëàäàþò ñîìíèòåëüíîé öåí-

íîñòüþ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî âîñïðèÿòèÿ
è íå ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðàçâèòèÿ
àäåêâàòíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðåäñòàâëå-
íèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðî-
ñòðàíñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè �
÷òî, êîíå÷íî, íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè
ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ó÷åíèêàìè è áåç òàêèõ
ïðåäñòàâëåíèé, ïî÷òè «âñëåïóþ», èñïîëü-
çóÿ ãîòîâûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ.

Äîáàâèì åùå îäíî ñîîáðàæåíèå. Âî-
îáùå çàäà÷è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè èìå-
þò ñïåöèôè÷åñêèé õàðàêòåð, òî åñòü ïðè
èñïîëüçîâàíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ îíè
ïðåäïîëàãàþò òîëüêî ÷èñëåííîå ðåøåíèå.
Ñðåäñòâà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû è ÷èñëåí-
íûå ìåòîäû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ïàêåòîâ, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, DERIVE,
ïîçâîëÿþò ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò, ïîäñòàâëÿÿ
êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â îáùåå
ðåøåíèå çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì ñòàíîâèò-
ñÿ äîñòóïíûì öåëûé êëàññ çàäà÷, îäíàêî ïðè
ýòîì òðåáóþò ðàññìîòðåíèÿ óñëîâèÿ ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷ èç ýòîãî êëàññà, ÷òî è äåëà-
åò èíòåðåñíîé èõ ïîñòàíîâêó ïîìèìî ÷èñ-
òî âû÷èñëèòåëüíîé ñòîðîíû.

Ñâÿçü ìåæäó ìåòîäàìè êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû è êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè â ïðî-
öåññå ðåøåíèÿ êàêîé-ëèáî çàäà÷è ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå áàçèðóåò-
ñÿ íà îáùåì ðåøåíèè, íåÿâíî èñïîëüçóå-
ìûì äàííîé ãðàôè÷åñêîé ñðåäîé.

Äàëåå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
ïðèìåíåíèå êàê ãðàôè÷åñêîãî, òàê è àëãåá-
ðàè÷åñêîãî ìåòîäîâ â ðåøåíèè îäíîé êëàñ-
ñè÷åñêîé çàäà÷è.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

... ìíîãèå ó÷åíèêè ... èñïûòûâàþò
îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè â ïîñòàíîâêå
è ðåøåíèè àíàëèòèêî-ãåîìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷ ñòåðåîìåòðèè.
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

2.  ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
Ñ  ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÀ

 Ïëàí äåéñòâèé òàêîâ: ñíà÷àëà çàäà÷à
áóäåò ðàññìîòðåíà ñ ãðàôè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ, à çàòåì ðàçîáðàíî ðåøåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îáùåé àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è. Ãðà-
ôè÷åñêîå ðåøåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è ïðè-
äàñò íàãëÿäíîñòü è ïîìîæåò ëó÷øåìó ïîíè-
ìàíèþ îáùåé àáñòðàêòíîé çàäà÷è.

2.1. ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ

Ïðèâåäåì êðàòêèé ïëàí äåéñòâèé, îñ-
íîâàííûé íà ñðåäñòâàõ âèçóàëèçàöèè, ïîñò-
ðîåíèÿ è èçìåðåíèÿ, ïðåäîñòàâëÿåìûõ ïðî-
ãðàììîé DreiDGeo.

1. Ââîä ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê äàí-
íîãî îáúåêòà, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîçäàíèÿ
åãî ãðàôè÷åñêîãî îáðàçà.

2. Ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòà äëÿ ðå-
øåíèÿ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ.

3. Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ãðà-
ôè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è.

4. Ïîñòðîåíèå ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
íà îñíîâå èñõîäíûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ
îáúåêòîâ.

5. Îïðåäåëåíèå ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ,
õàðàêòåðèçóþùèõ ïîëó÷åííîå ãðàôè÷åñêîå
ðåøåíèå.

6. Âàðüèðîâàíèå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ
âûÿñíåíèÿ   èõ âëèÿíèÿ íà ðåøåíèå.

Ïðèìå÷àíèÿ:
Íà êàæäîì øàãå èñïîëüçóåòñÿ âèçóà-

ëèçàöèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà ïóòåì âðà-
ùåíèÿ åãî âîêðóã íåêîòîðîãî öåíòðà, ïðè

ýòîì äëÿ óëó÷øåíèÿ èçîáðàæåíèÿ èçìåíÿ-
åòñÿ êîíòðàñòíîñòü, ïðèìåíÿåòñÿ ìàñøòà-
áèðîâàíèå, ââîäèòñÿ òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò è ò. ä.

Ïîëó÷åííûå ãðàôè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñî-
õðàíÿþòñÿ íà äèñêå è èñïîëüçóþòñÿ â äàëü-
íåéøåì äëÿ ðàñøèðåíèÿ íàáîðà çàäà÷.

Ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ DreiDGeo

Ìû ââîäèì äàííûå, îïðåäåëÿþùèå
ïðÿìûå g1 è g2 è òî÷êó R (ðèñóíîê 1).
Ýòè îáúåêòû àâòîìàòè÷åñêè èçîáðàæàþò-

...îáðàç êàêîé-ëèáî ïðîñòðàíñòâåííîé ôèãóðû
ìîæåò âîçíèêíóòü â ãîëîâå ó÷åíèêà òîëüêî íà
îñíîâå íàáëþäåíèÿ íàä ðåàëüíûì îáúåêòîì
èëè íàãëÿäíûì èçîáðàæåíèåì ýòîãî îáúåêòà.

... ñíà÷àëà çàäà÷à áóäåò ðàññìîòðåíà
ðåøåíà ñ ãðàôè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ...

Çàäà÷à.

Äàíû äâå ïðÿìûå g1, g2

g1: apx
rrr ⋅+= λ  ñ ( )8,6,6−=p

r

,

( )3,3,2 −=a
r

,

g2: bqy
r

rr ⋅+= µ  ñ ( )3,8,3 −−=q
r

,

( )3,2,5 −=b
r

 è òî÷êà R = (−4, −5, 9).

Íàéòè ïðÿìóþ g, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó R è ïåðåñåêàþùóþ ïðÿìûå g1 è g2,
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ g ñ g1 è g2 è óãëû,
îáðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì g ñ g1, g ñ g2.
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ñÿ â òðåõìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ðè-
ñóíîê 2.1).

Ìû ìîæåì âèäåòü ðàñïîëîæåíèå ñêðå-
ùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ è òî÷êè, âðàùàÿ âñþ
êîíôèãóðàöèþ. Ýêñïåðèìåíòèðóÿ òàêèì
îáðàçîì, óäàåòñÿ âûÿñíèòü, ÷òî äîëæíà ñó-
ùåñòâîâàòü ïðÿìàÿ g, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç R è
ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ äâóìÿ äàííûìè ïðÿìûìè.

Äåéñòâèòåëüíî, âðàùàÿ âñþ êîíôèãó-
ðàöèþ, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,  ÷òîáû g ïðî-

õîäèëà ÷åðåç òî÷êó R, â êîòîðîé ïåðåñåêà-
þòñÿ ïðÿìûå g1 è g2 (ðèñóíîê 2.2).

Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåê-
òîâ ìû ñòðîèì ïëîñêîñòè e1 è e2 , ïðîõîäÿ-
ùèå ÷åðåç R è ïðÿìûå g1 è g2 ñîîòâåòñòâåí-
íî, òàê êàê èñêîìàÿ ïðÿìàÿ g äîëæíà ïðî-
õîäèòü ÷åðåç òî÷êó R è ïåðåñåêàòüñÿ ñ ïðÿ-
ìûìè g1 è g2 (ðèñóíîê 3.1). Âèä ñíèçó ýòîé
êîíôèãóðàöèè ïîêàçàí íà ðèñóíîêå 3.2.

Íà êàæäîì øàãå èñïîëüçóåòñÿ âèçóàëèçàöèÿ
èññëåäóåìîãî îáúåêòà ïóòåì âðàùåíèÿ åãî
âîêðóã íåêîòîðîãî öåíòðà

g1

R

1

x

1

y

g2

1

z

g1

R

1

x

1

y

g2

1

z

z

g1

x

y

g2

e1e2

11

R

1

z

1

g1

e1

11

R

x

y

g2

e2

Ðèñóíîê 1.

Ðèñóíîê 2.1.

Ðèñóíîê 2.2.

Ðèñóíîê 3.1.

Ðèñóíîê 3.2.
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

1
1

g1

1

x

y

R
S

g2

e1

e2

g

z

Èòàê ïðÿìàÿ g ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ïåðå-
ñå÷åíèÿ îáåèõ ïëîñêîñòåé (ðåçóëüòàò èçîá-
ðàæåí íà ðèñóíêå 4). Îíà ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó (�4, �5, 9), à åå íàïðàâëÿþùèé âåê-
òîð ïðèáëèæåííî ðàâåí (�3.08, 2.93, 2.36) èëè
áîëåå òî÷íî (åñëè èñïîëüçîâàòü öåëî÷èñëåí-
íûå êîîðäèíàòû): (�514, 489, 411). Àíàëî-
ãè÷íî ïîëó÷àåì S1 è S2 (òî÷íûå çíà÷åíèÿ êî-
îðäèíàò, íàïðèìåð äëÿ S1, íà ðèñóíêå 5).

Íàêîíåö, èçìåðèì óãîë ìåæäó g è g2 è
g è g1 ñîîòâåòñòâåííî (ðèñóíîê  6). Íà ðè-
ñóíêå 6 ïîêàçàíî òàêæå ìåíþ äëÿ óïðàâëå-
íèÿ ãðàôè÷åñêèìè îáúåêòàìè (ïðîòîêîëèðî-
âàíèå, îòáîð è âûâîä), â êîòîðîì, ñðåäè ïðî-
÷åãî, èìåþòñÿ ñðåäñòâà ñêðûòèÿ ñàìèõ îáúåê-
òîâ èëè íàäïèñåé íà íèõ.

Â çàêëþ÷åíèå èçìåíèì ïðÿìûå g1, g2
òàê, ÷òîáû îíè ïåðåñåêàëèñü. Òîãäà ðåøå-
íèå çàäà÷è òðèâèàëüíî: g ñîåäèíÿåò èõ òî÷-
êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ òî÷êîé R (ðèñóíîê 7). Â
ñëó÷àå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ g1, g2: åñëè R

z

g

1

g1

e1

11

R

S1

S2

x

y

g2

e2

Ðèñóíîê 4.

Ðèñóíîê 7.Ðèñóíîê 5.

Ðèñóíîê 6.

ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
g1, g2, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî  ïðÿ-
ìûõ g, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.

Äèàãðàììà 1 èëëþñòðèðóåò ðàáîòó ñ
DreiDGeo. Äèàãðàììà ïîêàçûâàåò, êàê íàøà
çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Êàêîé àíàëèòèêî-ãåîìåòðè÷åñêèé àë-
ãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ëþáîé âñòðå÷àþùåéñÿ
çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ â DreiDGeo?

2.2. ÌÅÒÎÄ
ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

Ìû îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä â
DERIVE, êîòîðûé ïîäîáåí äðóãèì àíàëîãè÷-
íûì ìåòîäàì, ðåàëèçîâàííûì, íàïðèìåð, â
MATHCAD�å, è êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
è â äðóãèõ îáëàñòÿõ.



16

Ã. Øóìàí

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 6, 2003 ã.

I. Ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è
II. Ïåðåõîä îò îáùåé çàäà÷è ê ñïåöèàëü-

íîé çàäà÷å ñ êîíêðåòíûìè èñõîäíûìè äàííûìè
III. Îáñóæäåíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè.
Ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è äîêóìåíòèðî-

âàíî â ëèñòèíãàõ 1.1/2, êîòîðûå ìû êîì-
ìåíòèðóåì íèæå. Ñòðîêè 1�22 ñîäåðæàò îá-

  Ëèñòèíã 1.1

ùåå ðåøåíèå (âåêòîðû, îáîçíà÷åííûå ñòðî÷-
íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè,  áóäóò çàïèñû-
âàòüñÿ êàê âåêòîðû-ñòðîêè â óãëîâûõ ñêîá-
êàõ; «CROSS» îáîçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå; ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáî-
çíà÷àåòñÿ òî÷êîé «.».) Èäåÿ ðåøåíèÿ çàê-
ëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè èñêîìîé ïðÿìîé g ñ

Äèàãðàììà 1.

Èñõîäíûå òðåõìåðíûå

îáúåêòû â àíàëèòèêî-

ãåîìåòðè÷åñêîì

èçîáðàæåíèè

Èñõîäíûå òðåõìåðíûå

îáúåêòû â ñèíòåòèêî-

ãåîìåòðè÷åñêîì

èçîáðàæåíèè

Èñêîìûå òðåõìåðíûå

îáúåêòû â àíàëèòèêî-

ãåîìåòðè÷åñêîì

èçîáðàæåíèè

Èñêîìûå òðåõìåðíûå

îáúåêòû â ñèíòåòèêî-

ãåîìåòðè÷åñêîì

èçîáðàæåíèè

Ïîñòðîåíèå è

èçìåðåíèå

Ââåäåíèå øàáëîíà

Âûäà÷à øàáëîíà

Âû÷èñëåíèå        ?

#1: "Íàéòè ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå ïðÿìûå è òî÷êó"
#2: "Óðàâíåíèå ïðÿìûõ g1; g2"
#3: x := p + λ λ λ λ λ.a
#4: y := q + µµµµµ.b
#5: [p := [p1, p2, p3], a := [a1, a2, a3]]
#6: [q := [q1, q2, q3], b := [b1, b2, b3]]
#7: "Òî÷êà R"
#8: r := [r1, r2, r3]
#9: "Ïëîñêîñòü e1 ÷åðåç òî÷êó R è q1, ïëîñêîñòü e2 ÷åðåç òî÷êó R è q2"
#10: (s - r).u = 0
#11: (s - r).v = 0
#12: "Âåòîðû íîðìàëåé ïëîñêîñòåé e1 è e2 cîîòâåòñòâåííî"
#13: u := CROSS(r - p, a)
#14: v := CROSS(r - q, b)
#15: "Ïåðåñå÷åíèå å1 è å2: óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé g"
#16: s = r + σσσσσ.CROSS(u, v)
#17: "Îïðåäåëåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ q ñ q1 è q ñ q2 ñîîòâåòñòâåííî"
#18: ((p + λ λ λ λ λ.a) - r).u = 0
#19: ((q + µµµµµ.b) - r).v = 0
#20: "Óãëû, îáðàçîâàííûå g ñ g1 è g ñ g2 ñîîòâåòñòâåííî

#21: w1 = ACOS 
( )

( ) 





⋅
⋅
avu,CROSS
avu,CROSS

#22: w2 = ACOS 
( )

( ) 





⋅
⋅
bvu,CROSS
bvu,CROSS
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ïîìîùüþ òî÷êè R è íàïðàâëÿþùåãî âåêòî-
ðà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå vu

rr ×  íîðìàëåé u
r

, v
r

 ïëîñêî-
ñòåé e1, e2 (ñì. ñòðîêè 10�11 ëèñòèíãà 1.1 ).

Àëãåáðàè÷åñêîå
ðåøåíèå ìîæåò áûòü ðå-
àëèçîâàíî â DreiDGeo
ïóòåì ïðèìåíåíèÿ
âñïîìîãàòåëüíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ  (ðèñóíîê 4)
ê êîíêðåòíîé çàäà÷å
(ðèñóíîê 8).

Â ñòðîêå 15 ïî-
ñòðîåíî êàíîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå ïðÿìîé(òî
åñòü ïîëó÷åíû òî÷êà è
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð).
Ðåøåíèå  óðàâíåíèé â
ñòðîêàõ 18 è 19 îòíî-
ñèòåëüíî l è m ñ ïîìî-
ùüþ âñòðîåííûõ èíñò-
ðóìåíòîâ  äàåò òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ èñêîìîé
ïðÿìîé ñ äàííîé.

Ââåäåíèå îáùèõ
êîîðäèíàò è êîìïî-
íåíòîâ 5, 6 è 8 ïðèâî-
äèò ïîñðåäñòâîì «óï-
ðîùåíèÿ» ê ãðîìîçä-
êîìó âûðàæåíèþ äëÿ

êîìïîíåíò âåêòîðà s
r

è ïàðàìåòðîâ l, m,

(çäåñü ðàäè ýêîíîìèè ìåñòà ïðèâåäåíî
âûðàæåíèå òîëüêî äëÿ l, ñì. ëèñòèíã 1.2),
è äëÿ óãëîâ w1 è w2. Êîíå÷íî, ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëèòåëåé ìîæíî ïðèäàòü âûðàæåíè-
ÿì áîëåå îáîçðèìóþ ôîðìó. Óãîë ìåæäó
ïðÿìûìè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê îáû÷íî, ÷å-
ðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è àðêêîñèíóñ
(ñòðîêè 21�22).

Ñòðîêè 24�41 ñîäåðæàò ðåøåíèå
ñïåöèàëüíîé çàäà÷è, ïðè÷åì â ñòðîêàõ 24�
26 ïðèñâàèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûì.
Âåêòîð s

r

ïðåäñòàâëåí â îáû÷íîé ôîðìå:
)41,489,514(2)9,5,4( −+−−= σs

r

. Çíà-
÷åíèÿ óãëîâ îêðóãëåíû; çäåñü âûâåäåíû
óãëû, ñìåæíûå ñ òåìè, êîòîðûå ïîëó÷à-
þòñÿ èç êîìïüþòåðíî-ãðàôè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ. Ðåçóëüòàòû îáîèõ ðåøåíèé ñîâïà-

äàþò.
Äëÿ ðåøåíèÿ êàê îáùåé, òàê è ñïåöè-

àëüíîé çàäà÷, â ñèñòåìå DERIVE äîñòàòî÷íî
îïöèé «Óïðîùåíèÿ», «Ïîäñòàíîâêè», «Ðå-
øåíèÿ», «Àïïðîêñèìàöèè».

Ðèñóíîê  8.

Ëèñòèíã 1.2
#23: "Äàííûå è ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîé êîíêðåòíîé çàäà÷è"
#24: [p1:=-6, p2:=6, p3:=8, a1:=2, a2:=3, a3:=-3]
#25: [q1:=-3, q2:=-8, q3:=3, b1:=5, b2:=-2, b3:=3]
#26: [r1:=-4, r2:=-5, r3:=9]
#27: "Èñêîìàÿ ïðÿìàÿ g:"
#28: s =[-1028.σσσσσ-4, 978.σσσσσ-5, 822.σσσσσ+9]
#29: "Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ g1 ñ g"

#30: 





90
167−=λ

#31: [ 8551.−=λ ]

#32: 





30
407

,
30
13

,
45
437−

#33: [ 12.560.4333,711,9.− ]

#34: "Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ g2 ñ g"

#35: 





109
81=µ

#36: [ 74310.=µ ]

#37: 



 −

109
570

,
109
1034

,
109
78

#38: [ 5.2299.486,7155,0 −. ]

#39: "Óãëû, îáðàçîâàííûå g è g1, g è g2 ñîîòâåòñòâåííî"
#40: w1 = 101.9
#41: w2 = 117.2
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...ìû íå ìîæåì íè ñîçäàâàòü îñíîâíûå
îáúåêòû íè ìàíèïóëèðîâàòü èìè.

Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè: åñëè,
g íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ g1 èëè g2, òî åñòü
óðàâíåíèÿ â ñòðîêàõ 18�19, ïðåîáðàçî-
âàííûå ê âèäó 0)( =+⋅− vavrp

rrsrr λ  è

0)( =+⋅− uburq
r

r

rrr µ , íå èìåþò ðåøåíèÿ,
òî è çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó-
÷àå 0=va

rr

 èëè 0=ub
r

r

, òî åñòü íàïðàâëÿþ-
ùèå âåêòîðû ïðÿìûõ g1 èëè g2 ïàðàëëåëüíû
ñîîòâåòñòâåííî e2  èëè e1.

2.3. ÑÎÅÄÈÍÅÍÈÅ
 Ñ ÒÐÀÄÈÖÈÎÍÍÛÌ ÏÎÄÕÎÄÎÌ

Íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûì ïîäõîäîì ê
ðåøåíèþ çàäà÷ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
«âðó÷íóþ» òåïåðü ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ïîä-
õîä, ïðîäåìîíñòðèðîâàííûé âûøå íà ïðè-
ìåðå îäíîé çàäà÷è. Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñîîò-
íîøåíèè ýòèõ ïîäõîäîâ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
ïîêà åùå íå âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü èñïîëü-
çîâàòü â ïðåïîäàâàíèè êîìïüþòåðû è ñîîò-
âåòñòâóþùåå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå.

Èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð, ó÷èòåëü äàåò
ó÷åíèêàì íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î çàäà-

...ïîêà åùå íå âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàòü â ïðåïîäàâàíèè êîìïüþòåðû è
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå.

÷å, ïîñëå ÷åãî ó÷åíèêè ðåøàþò åå âðó÷íóþ.
Ïîñëå òîãî, êàê çàäà÷à ðåøåíà, ó÷èòåëü äå-
ìîíñòðèðóåò åå êîìïüþòåðíî-ãðàôè÷åñêîå
ðåøåíèå. Åñëè ïîçâîëÿåò âðåìÿ è êîìïüþ-
òåðíûå ðåñóðñû, ó÷åíèêè ìîãóò åùå ïîïàð-
íî ïîðàáîòàòü â DreiDGeo. Â ïðîäâèíóòûõ
êóðñàõ, âåðîÿòíî, èìåþòñÿ áîëåå áëàãîïðè-
ÿòíûå âîçìîæíîñòè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîì-
ïüþòåðîâ. Îäíàêî êàêàÿ ïîëüçà îò ïðèìå-
íåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ, åñëè íà îáû÷-
íûõ ýêçàìåíàõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ó÷åíèêè
íå ìîãóò èñïîëüçîâàòü ïðèîáðåòåííûå â ýòîé
îáëàñòè çíàíèÿ è íàâûêè?

3. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Çàìå÷àíèå 1: DreiDGeo íå ÿâëÿåòñÿ
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, ìû íå ìîæåì íè ñî-
çäàâàòü îñíîâíûå îáúåêòû íè ìàíèïóëèðîâàòü
èìè (çà èñêëþ÷åíèåì âðàùåíèÿ). Òàêàÿ ñèñ-
òåìà ïîêà ñîçäàíà ëèøü íà ïëàòôîðìå
Macintosh (3D-Geometer, Klemenz 1994/99),
ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâåííûå îáúåêòû âûãëÿ-
äÿò â íåé íåäîñòàòî÷íî îáúåìíûìè. Ñî-
çäàííûé íà îñíîâå DreiDGeo íåçàâèñèìûé
îò ïëàòôîðìû ïðîäóêò MiniGeometer
(http://geosoft.ch) �  Java-Applet äëÿ èíòå-
ðàêòèâíîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå,
îáëàäàåò òåì æå íåäîñòàòêîì; äðóãîé ïåðñ-
ïåêòèâíûé ïðîåêò, Cabri-Geometre-3D, åùå
íå çàâåðøåí.

Çàìå÷àíèå 2: Êîìïüòåðíûå èíñòðó-
ìåíòû, óïðàâëÿåìûå ïîñðåäñòâîì ìåíþ, òà-
êèå, êàê DreiDGeo è DERIVE, ïðåäïî÷òè-
òåëüíåé ïî ñðàâíåíèþ ñ óïðàâëÿåìûìè êî-
ìàíäíîé ñòðîêîé, òàê êàê îâëàäåíèå áîëü-
øèì êîëè÷åñòâîì êîìàíä è èõ ñèíòàêñèñîì
ÿâëÿåòñÿ äëÿ âðåìåííîãî  ïîëüçîâàòåëÿ íå-
ìàëîé ïðîáëåìîé. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå òà-
êèõ èíñòðóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ïðåïÿò-
ñòâèåì äëÿ âíåäðåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ìåòî-
äîâ â ïðåïîäàâàíèå.

Çàìå÷àíèå 3: Åñëè ó÷åíèêè ïðè òåïå-
ðåøíåì ñîñòîÿíèè äåë íå èìåþò âîçìîæíî-
ñòè ñâîáîäíî èñïîëüçîâàòü êîìïüòåðíûå
èíñòðóìåíòû â ïîâñåäíåâíîé ïðàêòèêå, òî
ïî êðàéíåé ìåðå ó÷èòåëÿ ìîãëè áû èõ èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ãåíåðèðîâàíèÿ çàäà÷.
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Çàìå÷àíèå 4: ×òîáû âñå ìíîãîîáðà-
çèå êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ ñòàëî äîñòóï-
íûì, íåîáõîäèìî äîñòàòî÷íîå âëàäåíèå ñî-
îòâåòñòâóþùèìè èíñòðóìåíòàìè. Ñóùå-
ñòâóþùèå øêîëüíûå ïðîãðàììû íå ìîãóò
ýòîãî îáåñïå÷èòü. Êðîìå òîãî, íåëüçÿ îæè-
äàòü îò ó÷åíèêà, ÷òîáû îí îâëàäåë ñðàçó
íåñêîëüêèìè òàêèìè èíñòðóìåíòàìè. Òàê,
íàïðèìåð, â DERIVE íåâîçìîæíà âèçóà-
ëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷, ïîýòîìó
íåëüçÿ îáîéòèñü è áåç òàêîãî èíñòðóìåíòà
êàê DreiDGeo. Äëÿ âíåäðåíèÿ êîìïüþòåð-
íûõ ìåòîäîâ â ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè
òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíîãî ìíîãî-
ôóíêöèîíàëüíîãî, àäàïòèâíîãî èíñòðóìåí-
òà, êîòîðûé ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü
íà âñåõ óðîâíÿõ â òå÷åíèå âñåãî ñðîêà îáó-
÷åíèÿ.

Çàìå÷àíèå 5: Åñëè ìû óáåæäåíû â
òîì, ÷òî îñíîâíàÿ èäåÿ àíàëèòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè � àëãåáðàè÷åñêîå îïèñàíèå ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ðåøåíèå ãåîìåòðè÷åñ-

...ìû äîëæíû ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû
ýòà èäåÿ áûë îäèíàêîâà èíòåðåñíà è äëÿ
ó÷åíèêîâ è äëÿ ó÷èòåëåé.

Ëèòåðàòóðà.

1. Grotemeyer K.P. Analytische Geometrie. 3. Aufl. Berlin: De Gruyter, 1964. (Àíàëèòè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ).

2. Klemenz H. 3D-Geometer (Software mit Manual für Macintosh). Kantonsschule Wetzikon.
1994�1999. (Òðåõìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ (ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ Macintosh).

3. Kutzler B. Einführung in DERIVE für Windows. Hagenberg: bk teachware, 1997. (Ââåäåíèå â
DERIVE äëÿ Windows).

4. Quasem S., Laborde J.-M. La représentation dans un micromonde de la
géométrie dans l�espace: Le cas de Cabri-3D (Arbeitspapier des Laboratoire Leibniz,  Université Joseph
Fourier) Grenoble, 1996. (Ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ãåîìåòðèè â ìèêðîìèðå: ñëó÷àé  Cabri-
3D (ñòàòüè ëàáîðàòîðèè Ëåéáíèöà, Óíèâåðñèòåò Äæîçåôà Ôóðüå).

5. Rechenberger K. et al. 3DGeo � ein multifunktionales Windows-Programm zur 3D-Darstellung
von Objekten der analytischen Geometrie. Augsburg: Zentralstelle für Computer im Unterricht, 2000.
(DreiDGeo � ìíîãîôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììíîå îêíî äëÿ òðåõìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè).

6. Schumann H. Raumgeometrie � Unterricht mit Computerwerkzeugen. Berlin: Cornelsen, 2001.
(Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ãåîìåòðèÿ � îáó÷åíèå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ èíñòðóìåíòîâ).

7. Download der Software «3DGeo»: www.math-schumann.de Geometrie-Seite.

êèõ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè � èìå-
åò îáùåîáðàçîâàòåëüíóþ öåííîñòü, òî ìû
äîëæíû ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû ýòà èäåÿ
áûë îäèíàêîâî èíòåðåñíà è äëÿ ó÷åíèêîâ è
äëÿ ó÷èòåëåé, à ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäà÷ � äîñòóïíî. Íóæíî íàäåÿòüñÿ, â áóäó-
ùåì èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ
ïîìîæåò óëó÷øèòü ïðåïîäàâàíèå è èçó÷å-
íèå ñòåðåîìåòðèè.
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