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Âîïðîñ, êîòîðûé àâòîðó ïðèõîäèëîñü
ñëûøàòü ÷àùå âñåãî íà âñòðå÷àõ ñ ó÷èòåëÿ-
ìè, ïîñâÿùåííûõ ýëåêòðîííûì îáó÷àþùèì
èçäàíèÿì, � êàêèå ó âàñ åñòü ìàòåðèàëû ïî
ñòåðåîìåòðèè? Ýòî íåóäèâèòåëüíî: ñ îäíîé
ñòîðîíû, ñòåðåîìåòðèÿ � îáëàñòü øêîëüíîé
ìàòåìàòèêè, âûçûâàþùàÿ ó ó÷åíèêîâ íàè-
áîëüøèå ïðîáëåìû, à ñ äðóãîé, � áëàãîäàðÿ
âîçìîæíîñòÿì òðåõìåðíîé ãðàôèêè, èìåí-
íî ýòà îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíèì èç ñà-
ìûõ î÷åâèäíûõ íàïðàâëåíèé ïðèëîæåíèÿ
êîìïüþòåðíûõ îáó÷àþùèõ ñðåäñòâ.

ÌÎÄÅËÈ Â ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈÈ
ÑÒÅÐÅÎÌÅÒÐÈÈ

Ïðèñòóïàÿ â 10 êëàññå ê èçó÷åíèþ
íîâîãî ðàçäåëà ãåîìåòðèè � ñòåðåîìåòðèè,
ó÷àùèåñÿ, èìåâøèå äåëî â 7�9 êëàññàõ ñ ãåî-
ìåòðèåé íà ïëîñêîñòè, èñïûòûâàþò ñåðüåç-
íûå çàòðóäíåíèÿ ïðè ïåðåõîäå èç ïëîñêîñòè
â ïðîñòðàíñòâî, õîòÿ, êàçàëîñü áû, íîâûé
ïðåäìåò ìîæíî íà÷àòü «ñ ÷èñòîãî ëèñòà».
«Ëèøíåå» èçìåðåíèå ñîçäàåò îñîáåííûå
ñëîæíîñòè â íà÷àëå èçó÷åíèÿ ñòåðåîìåò-
ðèè, êîãäà ó÷àùèåñÿ ñòàëêèâàþòñÿ ñ íå-
îáõîäèìîñòüþ ïðåäñòàâèòü ñåáå
ñòîëü àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ, êàê
áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûå ïðÿ-
ìàÿ è ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå,
êîòîðûì ïîñâÿùåíî áîëüøèí-
ñòâî òåîðåì è çàäà÷ êóðñà 10
êëàññà.

Âòîðîå çàòðóäíÿþùåå øêîëüíèêîâ
îáñòîÿòåëüñòâî � êàê ïîäîéòè ê äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû èëè ðåøåíèþ çà÷àñòóþ âåñü-
ìà àáñòðàêòíîé çàäà÷è. À ïðîáëåìà ó÷èòå-
ëåé � êàê íàó÷èòü øêîëüíèêîâ íàõîäèòü
íóæíûé ïîäõîä. Äåëî â òîì, ÷òî õîòÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîå, ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæå-
íèå ïðèñóùå íåêîòîðûì øêîëüíèêàì, íî
òàêèõ íå òàê óæ ìíîãî. Áîëüøèíñòâó øêîëü-
íèêîâ òðåáóåòñÿ ïîìîùü â ðàçâèòèè óìåíèÿ
ïðåäñòàâëÿòü è èçîáðàæàòü ñòàíäàðòíûå ñòå-
ðåîìåòðè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè; èõ ïðèõî-
äèòñÿ êàê-òî îáó÷àòü ãåîìåòðè÷åñêîìó âè-
äåíèþ � ïîíèìàíèþ òåîðåì è óñëîâèé çà-
äà÷, ñôîðìóëèðîâàííûõ ñëîâåñíî.

Èìåííî ïîýòîìó ó÷èòåëÿ îõîòíî èñ-
ïîëüçóþò íàãëÿäíûå ïîñîáèÿ íà óðîêàõ ñòå-
ðåîìåòðèè. Ìîäåëè ïàðàëëåëåïèïåäà, ïè-
ðàìèäû, ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ìîæ-
íî íàéòè â áîëüøèíñòâå êàáèíåòîâ ìàòåìà-
òèêè. Ïðè ýòîì ÷àùå âñåãî òàêèå «ðåàëü-
íûå» ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ñ ÷èñòî èëëþñò-
ðàòèâíîé öåëüþ: âñå, ÷òî ñ íèìè ìîæíî
äåëàòü � ýòî ðàçãëÿäûâàòü ñ ðàçíûõ ñòîðîí.
Íî âîçìîæíî ëè çàïàñòèñü ìîäåëÿìè äëÿ
âñåãî ðàçíîîáðàçèÿ ðåøàåìûõ íà óðîêàõ
çàäà÷? Âîïðîñ ðèòîðè÷åñêèé.

Îòñþäà ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê âèð-
òóàëüíîìó òðåõìåðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ è

åãî ïðèìåíåíèÿì â øêîëå.

ÌÎÄÅËÈ-ÈËËÞÑÒÐÀÖÈÈ
È ÌÎÄÅËÈ-ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ

Èìååòñÿ ìíîãî õîðîøî
ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàâøèõ ïðî-
ãðàìì òðåõìåðíîé ãðàôèêè, òà-
êèõ êàê 3D Max è äð., â êîòî-
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ðûõ ìîæíî ñîçäàâàòü êðàñèâûå è âûðàçè-
òåëüíûå ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíñò-
ðóêöèé. Ñóùåñòâóåò è íåñêîëüêî ýëåêòðîí-
íûõ êóðñîâ ñòåðåîìåòðèè, èñïîëüçóþùèõ
ìîäåëè òàêîãî ñîðòà. Ñ äèäàêòè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ ýòè âèðòóàëüíûå ìîäåëè âïîëíå
àíàëîãè÷íû ðåàëüíûì � èç ïëàñòèêà èëè ìå-
òàëëà: îñíîâíàÿ èõ ôóíêöèÿ � â äåìîíñò-
ðàöèè òåõ èëè èíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ôè-
ãóð è èõ êîìáèíàöèé. È ñ ýòîé ôóíêöèåé
îíè ñïðàâëÿþòñÿ âïîëíå óñïåøíî, äîñòèãàÿ
âûñîêîãî òðåõìåðíîãî ýôôåêòà. Ïðè ýòîì
âèðòóàëüíûå îáúåêòû ãîðàçäî áîëåå ãèáêè
è ðàçíîîáðàçíû, à íåêîòîðûå «ñòåðåîìåò-
ðè÷åñêèå êîíñòðóêòîðû» ïîçâîëÿþò è ñòðî-
èòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî âåñüìà ïîëåçíî
(ïðàâäà, èíòåðôåéñ òàêèõ êîíñòðóêòîðîâ
âåñüìà ãðîìîçäêèé).

Â òî æå âðåìÿ, îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ
èëëþñòðàòèâíûõ, äåìîíñòðàöèîííûõ ìîäå-
ëåé îãðàíè÷åíà. Îíè ïîìîãàþò ëó÷øå ïî-
íÿòü îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëèðîâêè òåîðåì è
çàäà÷. Íî ðàçâèòèþ ïðîñòðàíñòâåííîãî âî-
îáðàæåíèÿ îíè ñïîñîáñòâóþò ëèøü íà ïåð-
âîì ýòàïå. Áîëåå òîãî, ïîñòîÿííî ñíàáæàÿ
ó÷åíèêà ãîòîâûìè, ïóñòü î÷åíü êðàñèâûìè
è ïðàâèëüíûìè ðèñóíêàìè, òåì áîëåå
3D ìîäåëÿìè, ìû â êîíöå êîíöîâ íà÷èíàåì
òîðìîçèòü äàëüíåéøåå ñîâåðøåíñòâîâàíèå
ýòîãî íàâûêà, à íåêîòîðûå çàäà÷è âîîáùå
ïî÷òè òåðÿþò ñìûñë, åñëè äàòü ê íèì ãîòî-
âûé ðèñóíîê. Âîò ïðèìåð òàêîé çàäà÷è:

Íàéäèòå îáú¸ì ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðà-
âèëüíûõ òåòðàýäðîâ îáúåìà 1, êàæäûé èç
êîòîðûõ ñèììåòðè÷åí äðóãîìó îòíîñè-
òåëüíî ñåðåäèíû (èõ îáùåé) âûñîòû.

Ñàìûé ãëàâíûé è òðóäíûé ìîìåíò ðå-
øåíèÿ � ïîíÿòü, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàññìàòðèâàåìîå ïåðåñå÷åíèå (ïîäñêàçêà:
ïàðàëëåëåïèïåä). Ïîñëå òîãî êàê âèä ïå-
ðåñå÷åíèÿ óñòàíîâëåí, âû÷èñëåíèÿ óæå íå
âûçûâàþò ñåðüåçíûõ òðóäíîñòåé. Ïîýòîìó
ïîêàçàòü ïðàâèëüíûé ÷åðòåæ ê ýòîé çàäà-
÷å � ïî÷òè âñå ðàâíî, ÷òî ñðàçó îáúÿñíèòü
åå ðåøåíèå.

Êîãäà, êàê è â êàêîì îáúåìå íóæíî
èñïîëüçîâàòü õîðîøî âûïîëíåííûå ãîòîâûå
èëëþñòðàöèè (ðèñóíêè, ðåàëüíûå èëè âèð-
òóàëüíûå ìîäåëè) â ïðåïîäàâàíèè ñòåðåî-
ìåòðèè � ýòî îòäåëüíûé ìåòîäè÷åñêèé âîï-

ðîñ, êîòîðîãî ìû ïîäðîáíî êàñàòüñÿ íå áó-
äåì. Íàøà îñíîâíàÿ öåëü � ðàññêàçàòü î
âèðòóàëüíûõ ìîäåëÿõ ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé äðóãîãî, èíñòðóìåíòàëüíîãî
òèïà, êîòîðûå îòêðûâàþò ïåðåä ó÷èòåëåì è
ó÷åíèêîì íîâûå âîçìîæíîñòè, áàçèðóþùè-
åñÿ ïðåæäå âñåãî íà âûñîêîé èíòåðàêòèâ-
íîñòè. Ó÷àùèåñÿ ïîëó÷àþò äâóìåðíîå èçîá-
ðàæåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ôèãóðû (êàêî-
âûì è ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíàÿ ìîäåëü), ÿâëÿ-
þùååñÿ è îáúåêòîì, è èíñòðóìåíòîì, è ñðå-
äîé êîíñòðóèðîâàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ. Âàæ-
íåéøåé îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ýòèõ ìîäå-
ëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ íèìè
ìîæíî â ëþáîé ìîìåíò ïðîèçâîëüíî èçìå-
íèòü ðàêóðñ èçîáðàæåíèÿ. Òåì ñàìûì â îä-
íîì èçîáðàæåíèè ñî÷åòàþòñÿ äâóìåðíîå è
òðåõìåðíîå ïðåäñòàâëåíèÿ ôèãóðû. Ôàêòè-
÷åñêè ó÷àùèéñÿ èìååò äåëî ñ îáû÷íûì äâó-
ìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ôèãóðû è ïðè ýòîì
ìîæåò âûïîëíÿòü íà ýòîì èçîáðàæåíèè òå
æå îïåðàöèè, ÷òî è â ñâîåé òåòðàäêå íà óðîêå
(äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ è äð.). Íî â
ëþáîé ìîìåíò ïîñòðîåíèÿ ìîæíî êàê áû
«ïåðåéòè â 3D ðåæèì», òî åñòü ïîïðîñòó
âêëþ÷èòü âèðòóàëüíîå âðàùåíèå êîíñòðóê-
öèè âîêðóã îäíîé èëè íåñêîëüêèõ îñåé, à
òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå ýôôåêòû, ñîçäàþ-
ùèå îùóùåíèå òðåõìåðíîñòè. Âûáðàâ íî-
âûé ðàêóðñ èçîáðàæåíèÿ ïî õîäó âðàùåíèÿ,
ìîæíî ïðîäîëæèòü ïîñòðîåíèÿ è äðóãóþ
ðàáîòó ñ ìîäåëüþ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàáîòà â òàêîé «êâàçè-
òðåõìåðíîé ñðåäå» îòëè÷íî ðàçâèâàåò ïðî-
ñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå. Ïîÿâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïî-íîâîìó ñòàâèòü è ðåøàòü çàäà-
÷è íà ïîñòðîåíèå â ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì
ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ îáåñïå÷è-
âàåòñÿ ñàìîé âîçìîæíîñòüþ âçãëÿíóòü íà
êîíñòðóêöèþ ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Äà è äðóãèå
âèäû çàäà÷ è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ ïðè ïåðå-
íîñå íà èíòåðàêòèâíûå ìîäåëè ïîëó÷àþò íî-
âîå êà÷åñòâî; â ïåðâóþ î÷åðåäü çäåñü ñëåäó-
åò îòìåòèòü çàäà÷è íà ìåòîä ïðîåêöèé. Êîí-
êðåòíûå ïðèìåðû ïðèâåäåíû íèæå. Â îñíîâ-
íîì îíè âçÿòû èç íîâîãî îáðàçîâàòåëüíîãî
êîìïëåêñà «Ìàòåìàòèêà, 5�11 êë.» [1], à
òàêæå èç ðàçðàáàòûâàåìîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ
íàáîðà «ñòåðåî÷åðòåæåé» ê ó÷åáíèêó ãåîìåò-
ðèè 10�11 êë. Ýòè ìîäåëè ïîñòðîåíû â ñðå-
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äå The Geometer�s Sketchpad (GSP) 1, â îñ-
íîâíîì, 4-é âåðñèè. Òðåòüÿ âåðñèÿ ýòîé ïðî-
ãðàììû, êàê è àíàëîãè÷íàÿ ïðîãðàììà Cabri,
òîæå îáëàäàþò äîñòàòî÷íî áîëüøèìè «òðåõ-
ìåðíûìè âîçìîæíîñòÿìè».

ÏÐÈÌÅÐÛ ÇÀÄÀÍÈÉ
Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ

ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂ

Çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé.
Ýòîò âèä çàäàíèé íàèáî-

ëåå âîñòðåáîâàí, ïîòîìó ÷òî
ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé âõîäèò â
ñòàíäàðòíóþ øêîëüíóþ ïðî-
ãðàììó, íî îáû÷íî âûçûâàåò
ó øêîëüíèêîâ íåìàëûå çàòðóä-
íåíèÿ. Îòêðûâ çàäàíèå,
øêîëüíèê âèäèò ïðèâû÷íûé

÷åðòåæ � òî÷íî òàêîé æå, êàêèå îí âèäèò â
ó÷åáíèêå è ðèñóåò â ñâîåé òåòðàäè; íàïðè-
ìåð, ïðèçìó è òðè òî÷êè íà åå ïîâåðõíîñ-
òè, ÷åðåç êîòîðûå íóæíî ïðîâåñòè ñåêó-
ùóþ ïëîñêîñòü. Ïîñòðîåíèå òîæå ïðîèç-
âîäèòñÿ êàê îáû÷íî � ïðîâîäÿòñÿ ïðÿìûå,
íàõîäÿòñÿ òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ è ò. ä. (íà
ðèñóíêå 1 ïîêàçàíî óæå çàâåðøåííîå ïîñò-
ðîåíèå ñå÷åíèÿ ìåòîäîì ñëåäîâ; «ãëàâíûé»
ñëåä ïîêàçàí æèðíîé ëèíèåé).

Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî óïîìÿíó-
òûé âûøå âñòðîåííûé â ñêåò÷ 2 «ìåõàíèçì»
ïîçâîëÿåò â ëþáîé ìîìåíò ïîñòðîåíèÿ ïî-
âåðíóòü âñþ êîíôèãóðàöèþ âîêðóã îäíîé
èç äâóõ îñåé è ïðîäîëæèòü ïîñòðîåíèå, ãëÿ-
äÿ íà íåå ñ äðóãîé ñòîðîíû. Áëàãîäàðÿ ýòî-
ìó, ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî óâèäåòü, ïåðå-
ñåêàþòñÿ ëè äâå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå èëè
ñêðåùèâàþòñÿ, è èçáåæàòü íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííîé îøèáêè � ïîñòðîåíèÿ òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ.
Êðîìå òîãî, âêëþ÷èâ âðàùåíèå êîíñòðóê-
öèè ïîñëå òîãî, êàê ñå÷åíèå ïîñòðîåíî,
ìîæíî ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ:
âåðíî ïîñòðîåííîå ñå÷åíèå â íåêîòîðîì ïî-
ëîæåíèè ïðåâðàùàåòñÿ â îòðåçîê. Ïðè ýòîì
ïðîèñõîäèò (èìèòèðóåòñÿ) ïîñòîÿííûé ïå-
ðåõîä îò ïðîñòðàíñòâåííîé ôèãóðû ê åå
èçîáðàæåíèþ íà ïëîñêîñòè. Â êàêîé-òî ñòå-
ïåíè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðî-
èçâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ïðîñòðàíñòâå,
÷òî êàê ðàç è ñëóæèò ãëàâíûì ôàêòîðîì
ðàçâèòèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî âîîáðàæåíèÿ.

Ïåðâûé îïûò ðàáîòû ñ ýòèìè çàäà-
íèÿìè ïîêàçàë, ÷òî èìè îõîòíî ïîëüçóþòñÿ
è ó÷èòåëÿ, è ó÷åíèêè. Ïî ñëîâàì ïîñëåäíèõ,
ðåøàòü çàäà÷è íà ñå÷åíèÿ â êîìïüþòåðíîé
ôîðìå çàìåòíî ïðîùå. Çíà÷èò, ñâîþ ðîëü �
îáëåã÷èòü èçó÷åíèå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
ñå÷åíèé � ýòè çàäàíèÿ âûïîëíÿþò.

Â ðàùàòü

Ðèñóíîê 1. Ðèñóíîê 2.

1 Â Ðîññèè ïðîãðàììà ðóñèôèöèðîâàíà Èíñòèòóòîì íîâûõ òåõíîëîãèé (Ìîñêâà) è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ïîä íàçâàíèåì «Æèâàÿ ãåîìåòðèÿ». Ïðèì. ðåä.

2 Òåðìèí èç GSP, êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äèíàìè÷åñêóþ ýëåêòðîííóþ ñòðàíè÷êó. Ïðèì. ðåä.

Âðàùàòü
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«Ïðîâîëî÷íûå ãîëîâîëîìêè» (ðèñó-
íîê 3).

Òàê ìû íàçûâà-
åì ñåðèþ çàäàíèé, îò-
íîñÿùèõñÿ ñêîðåå ê
îáëàñòè çàíèìàòåëü-
íîé ìàòåìàòèêè. Åå
ïðîîáðàçîì ñòàëè çà-
äàíèÿ, îïóáëèêîâàí-

íûå ìíîãî ëåò íàçàä íà 4-é ñòðàíèöå îá-
ëîæêè æóðíàëà «Êâàíò». Òðåáóåòñÿ âîññòà-
íîâèòü ôèãóðêó (ïðîñòðàíñòâåííóþ ëîìà-
íóþ, âïèñàííóþ â êóá) ïî åå òðåì ïðîåê-
öèÿì íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè. Îñîáåí-
íîñòüþ êîìïüþòåðíîé âåðñèè ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ïðîãðàììà ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü
íåïîñðåäñòâåííî ñòðîèòü èñêîìóþ ôèãóðó
â êóáå, à çàòåì, ïîëüçóÿñü «ìåõàíèçìîì ïî-
âîðîòîâ», ïîñìîòðåòü íà òðè åå ïðîåêöèè.

Çàäà÷è íà ìåòîä ïðîåêöèè.
Îñíîâíîé ñïîñîá ðåøåíèÿ

ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ � ñâåäå-
íèå èõ ê ïëàíèìåòðè÷åñêèì. Äëÿ
ýòîãî åñòü äâà ïóòè. Ïåðâûé � ïå-

ðåñå÷ü äàííóþ ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ ôèãóðó
ïîäõîäÿùåé ïëîñêî-
ñòüþ è ðàññìîòðåòü
âîçíèêàþùåå ïåðåñå-
÷åíèå. Ýòî ìåòîä ñå-
÷åíèé. Âòîðîé �
ìåòîä ïðîåêöèè � ñî-
ñòîèò â ïðîåêòèðîâà-
íèè ôèãóðû íà ïîäõî-

äÿùóþ ïëîñêîñòü (ñì. [2]). Ïðè ýòîì, â çàâè-
ñèìîñòè îò çàäà÷è, ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êàê
îðòîãîíàëüíàÿ, òàê è áîëåå îáùàÿ ïàðàëëåëü-
íàÿ ïðîåêöèÿ. Ðàçóìååòñÿ, â êîíêðåòíûõ ñè-
òóàöèÿõ ëþáîé èç äâóõ ìåòîäîâ ìîæåò îêà-
çàòüñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì. Îòìåòèì, îä-
íàêî, ÷òî ìåòîä ïðîåêöèé èìååò òî ïðåèìó-
ùåñòâî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò îòîáðàçèòü íà îä-
íîì ÷åðòåæå è óâÿçàòü äðóã ñ äðóãîì ýëå-
ìåíòû ôèãóðû, íå ëåæàùèå â îäíîé ïëîñ-
êîñòè. Ïðè ýòîì ìåòîä ïðîåêöèé èäåàëüíî
ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé, î êîòî-
ðûõ ìû çäåñü ãîâîðèì � âåäü èçîáðàæåíèå
ôèãóðû íà ýêðàíå è åñòü åå ïðîåêöèÿ, à íóæ-
íûé ðàêóðñ âûáèðàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ïîâîðîòàìè. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1 (ðèñóíîê 4). Ïëîñêîñòü, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû M è N ðåáåð AB è

CD òåòðàýäðà ABCD, ïåðåñå-
êàåò ðåáðà AC è BD â òî÷êàõ
K è L. Äîêàçàòü, ÷òî AK : KC
= BL : LD.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äî-
ñòàòî÷íî «ïîñìîòðåòü íà ïè-

ðàìèäó âäîëü ïðÿìîé
MN», òî åñòü ïîñòðîèòü
ïðîåêöèþ ïèðàìèäû âäîëü
ýòîé ïðÿìîé èëè, íà ìî-
äåëè, ïîâåðíóòü ïèðàìèäó
òàê ÷òîáû èçîáðàæåíèÿ
òî÷åê M è N ñîâïàëè (ðè-
ñóíîê 5). ßñíî, ÷òî â ýòîé
ïðîåêöèè òåòðàýäð èçîá-
ðàæàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì, à ñå÷åíèå � îòðåçêîì,
ïðîõîäÿùèì ÷åðåç åãî
öåíòð. Òåïåðü óòâåðæäå-
íèå ñòàëî î÷åâèäíûì.

Ïðîâåðüòå ñåáÿ:

Âèä ñáîêó

Âèä ñïåðåäè

Âèä ñâåðõó

Èñõîäíîå ïîëîæåíèå

Ðèñóíîê 3.

N

M C

A

B

D

K

L

Ðèñóíîê 4. Ðèñóíîê 5.
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Çàìåòèì, ÷òî â ìî-
äåëè èñïîëüçóåòñÿ îðòîãî-
íàëüíàÿ ïðîåêöèÿ, íî â
ýòîé çàäà÷å ìîæíî îáîé-
òèñü ïàðàëëåëüíîé ïðîåê-
öèåé: ïîñòðîèòü èçîáðà-
æåíèå, àíàëîãè÷íîå ïîêà-
çàííîìó íà ðèñóíêå 4, è
íåïîñðåäñòâåííî ïåðåòà-
ùèòü òî÷êó M â òî÷êó N.
Âàæíî, ÷òî ïðè ïàðàë-
ëåëüíîé ïðîåêöèè ïðÿìûå
îñòàþòñÿ ïðÿìûìè, à îò-
íîøåíèÿ, â êîòîðûõ äåëÿòñÿ îòðåçêè,
ñîõðàíÿþòñÿ.

Ïðèìåð 2 (ðèñóíîê 6). Íàéòè
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ
äèàãîíàëÿìè äâóõ ñìåæíûõ ãðàíåé
êóáà ñ ðåáðîì 1.

Ýòà çàäà÷à ìåòðè÷åñêàÿ è çäåñü íóæ-
íà îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ. Âîçüìåì ïëîñ-
êîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îäíîé èç äèàãî-
íàëåé, íàïðèìåð, AB. Îíà ïàðàëëåëüíà îá-
ùåìó ïåðïåíäèêóëÿðó d  ê äèàãîíàëÿì, ïî-
ýòîìó åãî äëèíà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîåêöèè
íà ýòó ïëîñêîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè
ýòîé ïðîåêöèè ñîõðàíèòñÿ è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîñòü d êî âòîðîé äèàãîíàëè CD. Ïî-
ýòîìó ìû ïîâîðà÷èâàåì êóá òàê, ÷òîáû òî÷-
êè A è B ñîâïàëè (ðèñóíîê 7); îí èçîáðà-
çèòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì âûñîòû 1 è øèðè-

íû 2 . Èñêîìàÿ âåëè÷èíà ðàâíà âûñîòå òðå-
óãîëüíèêà ACD íà ýòîì ðèñóíêå.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ çà-
äà÷àõ ñàìèõ ïî ñåáå íåò íèêàêîé îñîáîé
êîìïüþòåðíîé ñïåöèôèêè. Âèðòóàëüíàÿ
ìîäåëü ïðèçâàíà ñûãðàòü çäåñü ðîëü ñòóïåíü-
êè, âçîáðàâøèñü íà êîòîðóþ, ó÷åíèêó áó-
äåò ãîðàçäî ïðîùå øàãíóòü åùå âûøå è
íàó÷èòüñÿ ðåøàòü àíàëîãè÷íûå è ãîðàçäî áî-
ëåå ñëîæíûå çàäà÷è ñ êàðàíäàøîì è áóìà-
ãîé. Ìîäåëè ìîãóò è äîëæíû ïîìî÷ü â ïîèñ-
êå íóæíîãî ðàêóðñà, îíè ïîçâîëÿþò è íåïîñ-
ðåäñòâåííî èçìåðèòü ïðèáëèæåííûå çíà÷å-
íèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí, íî îêîí÷àòåëüíîé
ñòàäèåé ðàáîòû äîëæíî áûòü «îáû÷íîå» ðå-
øåíèå ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì è ðàñ÷åòàìè.

Åùå îäèí îáøèðíûé êëàññ çàäàíèé,
ïðîäîëæàþùèõ ëèíèþ çàäà÷ íà ñå÷åíèÿ �

ýòî ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è
íà ïîñòðîåíèå. Ó÷àùèìñÿ
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ «øàáëîí» �
âðàùàþùååñÿ èçîáðàæåíèå
êàêîé-ëèáî ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ôèãóðû. Òðåáóåòñÿ äî-
ñòðîèòü åãî äî êàêîé-òî çà-

äàííîé ôèãóðû èëè êîìáèíàöèè òåë, ëèáî
ìîäèôèöèðîâàòü åãî òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü
èçîáðàæåíèå ôèãóðû ñ òî÷íî çàäàííûìè
ñâîéñòâàìè. Âîò ïðèìåðû òàêèõ çàäàíèé:
ïîñòðîèòü ïåðåñå÷åíèå äâóõ òåòðàýäðîâ èç
çàäà÷è, ïðèâåäåííîé â íà÷àëå ñòàòüè; ïðà-
âèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó ïî óãëó
ìåæäó áîêîâûìè ãðàíÿìè (â øàáëîíå ðàç-
ðåøàåòñÿ èçìåíÿòü òîëüêî âûñîòó ïèðàìè-
äû); äîäåêàýäð íà îñíîâå êóáà (è âîîáùå,
Ïëàòîíîâû è àðõèìåäîâû òåëà) è äð.

Ïî÷òè ëþáóþ çàäà÷ó ïî ñòåðåîìåò-
ðèè ìîæíî îôîðìèòü êàê çàäà÷ó íà ïîñò-
ðîåíèå, ïîïðîñèâ íà÷åðòèòü ôèãóðó, î êî-
òîðîé â íåé ãîâîðèòñÿ. À îñîáåííî èíòå-
ðåñíî øêîëüíèêàì ñàìîñòîÿòåëüíî ïîñòðî-
èòü «òðåõìåðíûå» ìîäåëè. Íèæå ìû îáúÿñ-
íÿåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ.

ÒÅÕÍÎËÎÃÈß 3D ÝÔÔÅÊÒÎÂ

Êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà òåõíîëîãèè
ñîçäàíèÿ 3D ãðàôèêè â GSP. «Òðåõìåð-
íîñòü» ìîäåëè îáåñïå÷èâàåòñÿ òàêèìè ñðåä-
ñòâàìè:

� âîçìîæíîñòüþ äèíàìè÷åñêîãî èçìå-
íåíèÿ ðàêóðñà èçîáðàæåíèÿ (ýôôåêò âðà-
ùåíèÿ);

� ïðàâèëüíûì èçîáðàæåíèåì âèäèìûõ
è íåâèäèìûõ ýëåìåíòîâ (âåðøèí, ðåáåð,

A

B

C

D
A( = B)D

C

d

Ðèñóíîê 6.                                  Ðèñóíîê 7.
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ãðàíåé), íàïðèìåð, íåâèäèìûå ðåáðà ìîæ-
íî ïîêàçûâàòü ïóíêòèðîì èëè âîîáùå íå
ïîêàçûâàòü;

� ïåðñïåêòèâîé (öåíòðàëüíîé ïðîåê-
öèåé; äëÿ áîëüøåãî ýôôåêòà öåíòð ïðîåê-
öèè òàêæå ìîæíî ñäåëàòü óïðàâëÿåìûì);

� èìèòàöèåé îñâåùåííîñòè.

Ýôôåêò âðàùåíèÿ.
Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü

èçîáðàæåíèå âðàùàþùåãîñÿ
áàçèñà (òðîéêè îðòîãîíàëüíûõ
åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ÎA , ÎB ,
ÎÑ ). Òîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
èçîáðàæåíèÿ ëþáîé ôèãóðû
äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ «ïðèâÿ-
çûâàòü» åå òî÷êè ê áàçèñó �

îíè áóäóò ïîâòîðÿòü âñå åãî ýâîëþöèè. Íà-
ïðèìåð, ÷òîáû ïîñòðîèòü òðåóãîëüíóþ ïðè-
çìó ñ îñíîâàíèåì OAB è áîêîâûì ðåáðîì
OC, äîñòàòî÷íî äîñòðîèòü òðåóãîëüíèêè
OAC è OBC äî ïàðàëëåëîãðàììîâ (ñì. ðè-
ñóíîê 8). Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïîñòðîå-
íèå äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ ïðè âñåõ ïîëîæå-
íèÿõ áàçèñà. Íî åñëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷êè
A´ èñïîëüçîâàëàñü ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ OC,
òî ýòà òî÷êà âìåñòå ñî âñåìè åå âîçìîæíû-
ìè «ïîòîìêàìè» èñ÷åçíåò â ïîëîæåíèè, êîãäà
òî÷êè O è C ñîâïàäàþò (âèä ïðèçìû ñâåðõó).
Ïîýòîìó ïðåäïî÷òèòåëüíåå àíàëèòè÷åñêèé
ïîäõîä: çíàÿ êîîðäèíàòû òî÷êè A´ â íàøåì
áàçèñå (îíè ðàâíû (1; 0; 1)) è êîîðäèíàòû
êîíöîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ïðî-
åêöèè (òî åñòü íà ýêðàíå), ìîæíî âû÷èñëèòü
êîîðäèíàòû èçîáðàæåíèÿ òî÷êè A´ íà ýêðà-
íå è ïîñòðîèòü åãî ïî êîîðäèíàòàì.

Êàê æå çàñòàâèòü âðàùàòüñÿ áàçèñ?
Îïèøåì ïðîñòåéøèé ñïîñîá.

Äîïóñòèì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî òî÷êà O
ëåæèò â ïëîñêîñòè ïðîåêöèè, âåêòîðû ÎB
è ÎÑ  ëåæàò â ïëîñêîñòè ïðîåêöèè è íà-
ïðàâëåíû âïðàâî è ââåðõ (ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ýòîò áàçèñ ñîâïàäàåò ñ áàçèñîì ñòàíäàð-
òíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñðåäû GSP), à âåê-
òîð ÎA  ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè ïðîåê-
öèè; òàêîé áàçèñ áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì.
Ïîâåðíåì áàçèñ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿ-
ìîé PQ (ñì. ðèñóíîê 9) íà óãîë α, à çàòåì
âîêðóã îñè OC. Êàê ÿñíî èç ðèñóíêà, âåê-
òîð ÎÑ  îáðàçóåò óãîë α ñ ïëîñêîñòüþ ïðî-
åêöèè, ïîýòîìó ïðîåêöèÿ C´ òî÷êè C ëå-
æèò íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç O, è OC´ = cos α. (Åñëè óãîë α òó-
ïîé, òî âåêòîð ÎÑ ´ áóäåò íàïðàâëåí âíèç.)
Ïîñòðîåíèå ïðîåêöèè B´ òî÷êè B èëëþñò-
ðèðóåòñÿ ðèñóíêîì 10 (ïðîåêöèÿ òî÷êè A
ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü B0 � òî÷êà, â
êîòîðóþ ïîïàäåò B, åñëè ïîâåðíóòü ïëîñêîñòü
OAB = PQB äî ñîâìåùåíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ
ïðîåêöèè. Ïðèáëèçèì òî÷êó B0 ê ïðÿìîé PQ
ñ êîýôôèöèåíòîì cos (90°� α) = sin α � ýòî
è áóäåò òî÷êà B´ (òî åñòü íà ðèñóíêå
KB´: KB0 = KB´: KB = sin α). Ñàìî ïîñòðî-
åíèå âûãëÿäèò ïðèìåðíî òàê, êàê íà ðèñóí-
êå 11: â åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
O ïðîâîäÿòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûå ðàäèóñû
OA0 è OB0, ê íèì ïðèìåíÿåòñÿ ñæàòèå ê
äèàìåòðó PQ ñ êîýôôèöèåíòîì sin α. ×òî-
áû èçìåíÿòü ïîëîæåíèå áàçèñà «íà ëåòó»,
ñòðîÿòñÿ äâà «êðóãîâûõ áåãóíêà». Â êà÷å-
ñòâå òàêîãî áåãóíêà ìîæíî âçÿòü ïàðó òî-
÷åê íà ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè, îäíà èç

Ðèñóíîê 8.

C'

O
P

Q

B

C

A

á

90°– á

ïëîñêîñòü
ïðîåêöèè

Ðèñóíîê 9.

B0

K

B'

O
P

Q

B

ïëîñêîñòü
ïðîåêöèè

Ðèñóíîê 10.
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êîòîðûõ çàêðåïëåíà, à äðóãóþ ìîæíî ïåðå-
ìåùàòü ïî îêðóæíîñòè ìûøüþ. Óãëîâàÿ âå-
ëè÷èíà äóãè ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè íà îä-
íîì èç áåãóíêîâ áåðåòñÿ â êà÷åñòâå α; ïðè
åå èçìåíåíèè áàçèñ âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè
PQ. Âòîðîé áåãóíîê êîíòðîëèðóåò äâèæå-
íèå òî÷åê A0 è B0 ïî îêðóæíîñòè, òî åñòü
âðàùåíèå áàçèñà âîêðóã îñè OC.

Ñîâñåì ëåãêî äîáàâèòü òðåòüþ îñü âðà-
ùåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòè ïðî-
åêöèè; îäíàêî ñìûñëà â íåé íåìíîãî � ýô-
ôåêò îò íåå òàêîé æå, êàê îò ïîâîðà÷èâà-
íèÿ ëèñòà áóìàãè ñ ÷åðòåæîì íà ñòîëå.

Èìååòñÿ è äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
âðàùàþùåãîñÿ áàçèñà � êîîðäèíàòíûé: ìû
âû÷èñëÿåì ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ áàçèñà, ïîëó÷åííîãî èç íà÷àëüíî-
ãî ïîñëå íåñêîëüêèõ ïîâîðîòîâ, óãëû êîòî-
ðûõ îïðåäåëÿþòñÿ áåãóíêàìè, à îñè çàäà-
þòñÿ çàðàíåå, è ñòðîèì ïðîåêöèè âåêòîðîâ
ïî ýòèì êîîðäèíàòàì (êîîðäèíàòû ïðîåê-
öèè âåêòîðà ïðîñòî ñîâïàäàþò ñ äâóìÿ ïîñ-
ëåäíèìè åãî ñîáñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè).
Ýòîò ñïîñîá îòêðûâàåò ãîðàçäî áîëüøèå âîç-
ìîæíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü
ìîäåëè, â êîòîðûõ ìîæíî ïîâåðíóòü ôèãó-
ðó, çàòåì âûáðàòü íîâóþ îñü è ïîâåðíóòü
ôèãóðó âîêðóã ýòîé îñè è ò. ä., ïðè÷åì êàæ-
äûé ðàç íîâóþ îñü ìîæíî âûáèðàòü ïðîèç-
âîëüíî. (Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëü-
íûé òðþê.) Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî âðàùàþ-
ùèåñÿ òðåõìåðíûå ìîäåëè óïðàâëÿþòñÿ íå-
ïîñðåäñòâåííî: êóðñîð ïîìåùàåòñÿ â ëþáîå
ìåñòî ôèãóðû è îíà ïîâîðà÷èâàåòñÿ âñëåä
çà ïåðåìåùåíèåì êóðñîðà. Òàêîé ñïîñîá óï-
ðàâëåíèÿ áîëåå ïðèãîäåí äëÿ èëëþñòðàòèâ-

íûõ ìîäåëåé, íî áåãóíêè ïîçâîëÿþò áîëåå
òî÷íî çàäàâàòü åå ïîëîæåíèå, à çíà÷åíèÿ
óãëîâ ïîâîðîòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü â âû-
÷èñëåíèÿõ, òàê ÷òî ýòè ìîäåëè ëó÷øå ïðè-
ñïîñîáëåíû ê èñïîëüçîâàíèþ â çàäà÷àõ.

Ýôôåêò íåâèäèìîñòè.

Íà ðèñóíêå 12 ïîêàçàíû òðè èçîáðà-
æåíèÿ êóáà â îäíîì ðàêóðñå. Ãëÿäÿ íà ðè-
ñóíîê 12 à, íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, ñìîò-
ðèì ëè ìû íà êóá ñâåðõó èëè ñíèçó; à ïðè
âðàùåíèè èçîáðàæåíèÿ âîêðóã âåðòèêàëü-
íîé îñè, íàì áóäåò êàçàòüñÿ, ÷òî îíî ïðî-
èñõîäèò, ñîîòâåòñòâåííî, òî ïî, òî ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè÷åì «ïåðåêëþ÷åíèå»
òî÷êè çðåíèÿ êîíòðîëèðîâàòü î÷åíü ñëîæ-
íî. (Êñòàòè, â êíèãàõ ïî çàíèìàòåëüíîé
ìàòåìàòèêå è ôèçèêå ìîæíî íàéòè ìíîãî
ðèñóíêîâ, èñïîëüçóþùèõ ýòó äâîéñòâåí-
íîñòü.)

O

C'

B'
A'

A0

B0

K

Ðèñóíîê 12.

Ðóñóíîê 11.

á âà A

B

Ñ

A'

B'

Ñ'
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Ïîýòîìó ïðàâèëüíîìó âîñïðèÿòèþ
«ñòåðåî÷åðòåæåé» î÷åíü ñïîñîáñòâóåò èçîá-
ðàæåíèå íåâèäèìûõ ëèíèé ïóíêòèðîì (èëè
èõ îòñóòñòâèå), êàê íà ðèñóíêå 12 á, â. À ïî-
ñêîëüêó íàøè ìîäåëè âðàùàþùèåñÿ, æåëà-
òåëüíî îáåñïå÷èòü ïðàâèëüíîå ÷åðåäîâàíèå
ñïëîøíîãî è ïóíêòèðíîãî èçîáðàæåíèÿ êàæ-
äîé ëèíèè, «èñ÷åçíîâåíèå» âåðøèí è ãðà-
íåé, ïîïàäàþùèõ íà òûëüíóþ ñòîðîíó ôèãó-
ðû. Ïîÿñíèì, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ òî÷åê.

Ïóñòü (a; b) � êîîðäèíàòû «ìèãàþ-
ùåé» òî÷êè P â ýêðàííîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò. Äîïóñòèì, ÷òî ìû ñóìåëè ñîçäàòü ïà-
ðàìåòð v, êîòîðûé ðàâåí 1 èëè �1 â çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, äîëæíà ëè áûòü âèäíà ýòà
òî÷êà èëè íåò. Òîãäà òî÷êà Pâ ( bva ; )
áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ íà ìåñòå òî÷êè P òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà P âèäèìà; ñàìó
òî÷ó P ñëåäóåò ñïðÿòàòü. Äðóãîé ïóòü � ïî-
ñòðîèòü Pâ êàê îáðàç P ïðè ãîìîòåòèè ñ êî-
ýôôèöèåíòîì v . ×òîáû ïîñòðîèòü «ìèãà-
þùåå ðåáðî» PQ, ïàðàìåòð v îïðåäåëÿþò òàê,
÷òîáû åãî çíàê çàâèñåë îò âèäèìîñòè èëè
íåâèäèìîñòè ðåáðà, ñòðîÿò òî÷êó Pâ êàê
âûøå, è òî÷êó Pí( bva ;− ). Çàòåì ñòðîèò-
ñÿ ñïëîøíîé îòðåçîê PâQ è ïóíêòèðíûé
PíQ; îíè áóäóò âåñòè ñåáÿ «ïðàâèëüíî». Àíà-
ëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü è «ìèãàþùóþ
ãðàíü», âçÿâ â êà÷åñòâå îäíîé èç åå âåðøèí
òî÷êó, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò-
ñÿ «âèäèìîñòüþ» ãðàíè.

Ïàðàìåòðû âèäèìîñòè v ëó÷øå ñíà-
÷àëà âû÷èñëèòü äëÿ ãðàíåé. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ âîçìîæíîñòüþ èçìåðåíèÿ îðè-
åíòèðîâàííûõ óãëîâ â GSP.

Íà ðèñóíêå 12 á óãîë ABC îðèåíòè-
ðîâàí ïîëîæèòåëüíî � âðàùåíèå îò BA ê
BC ïðîèçâîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,
à óãîë A´B´C´, â êîòîðûé ïåðåõîäèò óãîë
ABC ïðè ïîâîðîòå íà 180°, êàê è óãîë CBA,
îðèåíòèðîâàíû îòðèöàòåëüíî. Òàêèì îáðà-
çîì, îðèåíòàöèÿ óãëà ñ çàäàííûì ïîðÿäêîì
âåðøèí çàâèñèò îò òîãî, íà êàêîé ñòîðîíå
òåëà � âèäèìîé èëè òûëüíîé � íàõîäèòñÿ
ïðè äàííîì ïîëîæåíèè òåëà ýòîò óãîë. Òî
åñòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âèäèìîñòè ãðà-
íè ìîæíî âçÿòü çíàê âåëè÷èíû âûáðàííî-
ãî â ýòîé ãðàíè îðèåíòèðîâàííîãî óãëà. Â
«êîîðäèíàòíîé» âåðñèè ìîäåëåé îðèåíòè-
ðîâàííûé óãîë ìîæíî çàìåíèòü îïðåäåëè-

òåëåì, ñîñòàâëåííûì èç êîîðäèíàò âåêòî-
ðîâ BA è BC.

Ðåáðî èëè âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà
âèäèìû íà èçîáðàæåíèè òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà âèäèìà õîòÿ áû îäíà ïðèìûêàþ-
ùàÿ ê íèì ãðàíü. Ýòî çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû âèäèìîñòè âåðøèí
è ðåáåð.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî îïèñàíèå ðàññ÷èòà-
íî íà ñëó÷àé, êîãäà êàæäîå ðåáðî èëè ãðàíü
âèäèìû èëè íåâèäèìû òîëüêî öåëèêîì, êàê,
íàïðèìåð, â ñëó÷àå âûïóêëûõ ìíîãîãðàííè-
êîâ. Â ñëó÷àå íåâûïóêëûõ òåë ïðèõîäèòñÿ
ïðåäóñìàòðèâàòü âîçìîæíûå âçàèìîïåðåê-
ðûòèÿ ÷àñòåé íåïîñðåäñòâåííî.

Ïåðñïåêòèâà.
×åëîâå÷åñêèé ãëàç âèäèò

îêðóæàþùèé ìèð íå â ïàðàë-
ëåëüíîé, à â öåíòðàëüíîé ïðî-
åêöèè (ïî êðàéíåé ìåðå, â ïåð-

âîì ïðèáëèæåíèè). Ïîýòîìó ÷åð-
òåæè, ïîñòðîåííûå â ïàðàëëåëüíîé

ïðîåêöèè, èíîãäà ïðîèçâîäÿò íåëîâ-
êîå âïå÷àòëåíèå îáðàòíîé ïåðñïåê-
òèâû, êîãäà áîëåå äàëåêèé èç äâóõ ðàâ-
íûõ îòðåçêîâ êàæåòñÿ äëèííåå, à íå

íàîáîðîò. Ïðàâèëüíîå ïåðñïåêòèâíîå èçîá-
ðàæåíèå êóáà (öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ) ïðè-
âåäåíî íà ðèñóíêå 13. Öåíòðàëüíóþ ïðîåê-
öèþ òîæå ìîæíî ñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêè èëè
èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû. Ïóñòü äàíû îðòîãî-
íàëüíûå ïðîåêöèè Q´ è M´(y; z) öåíòðà Q è
òî÷êè M ñ êîîðäèíàòàìè (x; y; z) â íà÷àëü-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ãäå îñü x ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ýêðàíó) íà ïëîñêîñòü ýêðàíà è
ðàññòîÿíèå îò Q äî ýòîé ïëîñêîñòè ðàâíî
a. Òîãäà ïðîåêöèþ òî÷êè M èç öåíòðà Q íà
ïëîñêîñòü ýêðàíà ìîæíî ïîëó÷èòü ãîìîòå-
òèåé òî÷êè M´ ñ öåíòðîì Q´ è êîýôôèöè-

åíòîì 
xa

a
− .

Ýôôåêò îñâåùåíèÿ.
Ýòîò ýôôåêò, â îòëè÷èå îò

ïðåäûäóùèõ, ìîæíî âîñïðîèçâå-
ñòè òîëüêî â 4-é âåðñèè «The
Geometer�s Sketchpad», â êîòî-
ðîé èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñ-
êðàñêè ôèãóð â çàâèñèìîñòè îò
÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà. Êàê èçâå-
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ñòíî, ÿðêîñòü îñâåùåíèÿ
ïëîñêîé ôèãóðû ïðîïîðöè-
îíàëüíà êîñèíóñó óãëà ìåæ-
äó íàïðàâëåíèåì ñâåòà è
íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè ôè-
ãóðû. Ýòîò êîñèíóñ è ñëå-
äóåò âûáðàòü â êà÷åñòâå ïà-
ðàìåòðà. Íà ðèñóíêå 14 ïî-
êàçàíà ìîäåëü èêîñàýäðà â
ïåðñïåêòèâå è ñ îñâåùåíè-
åì: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ñâåò ïàäàåò ñâåðõó è ðàâ-
íîìåðíî ñî âñåõ ñòîðîí.

Ðèñóíîê 13. Ðèñóíîê 14.
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