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ß ïîëàãàþ, ÷òî â íàøåì äåëå � ïðå-
ïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè â øêîëå � èäåò
«ïîëçó÷àÿ ðåâîëþöèÿ». È ïðîèñõîäèò îíà
íå â ðåçóëüòàòå ðåôîðì äåÿòåëåé îò îá-
ðàçîâàíèÿ, à áëàãîäàðÿ âñå áîëåå øèðîêî-
ìó âíåäðåíèþ â øêîëó êîìïüþòåðà è ïðî-
ãðàììíûõ ñðåäñòâ. Óáåæäåí, ÷òî ëåò ýòàê
÷åðåç ... ó÷èòåëü  áóäåò ïðîâîäèòü òàêèå
óðîêè ìàòåìàòèêè, êîòîðûå ñåé÷àñ îí äàæå
ïðåäñòàâèòü ñåáå íå ñìîæåò.

Íàì ïîñ÷àñòëèâèëîñü âèäåòü ðîæäå-
íèå è íà÷àëî ýòîé ðåâîëþöèè. Íî íàì æå
ïðèõîäèòñÿ èñêàòü è íîâûå èäåè, è íîâûå
ìåòîäèêè.

Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà (òî÷íåå �
ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, íî ÿ ïðåäïî÷èòàþ äëÿ
êðàòêîñòè ãîâîðèòü «êîìïüþòåðà») ïðè èçó-
÷åíèè êóðñà àëãåáðû è íà÷àë àíàëèçà ìî-
æåò íà÷èñòî èçìåíèòü èõ ïðåïîäàâàíèå.
Îäèí òîëüêî ïðèìåð. Òðàäèöèîííî â êóðñå
àíàëèçà âíà÷àëå çàíèìàþòñÿ èññëåäîâàíè-
åì ñâîéñòâ ôóíêöèé, íà îñíîâå êîòîðûõ ïî-
ÿâëÿåòñÿ åå ãðàôèê. Òåïåðü æå ìû ìîæåì
ñðàçó æå ïîëó÷èòü íà äèñïëåå ãðàôèê ôóíê-
öèè, à óæå çàòåì ïðîâîäèòü àíàëèòè÷åñ-
êóþ ðàáîòó äëÿ óòî÷íåíèÿ åå ñâîéñòâ. ßñíî,
÷òî âòîðîé ïóòü ãîðàçäî ñèìïàòè÷íåå.

Ñëîæíåå îáñòîÿò äåëà â ãåîìåòðèè.
Íî èíòåðåñíåå. Îäíà èç ïîïûòîê èñïîëüçî-
âàíèÿ êîìïüþòåðà äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îá-
ðàçîâàíèÿ áûëà ïðåäïðèíÿòà â ñîâìåñòíîì
ðîññèéñêî-àìåðèêàíñêîì ïðîåêòå, î êîòî-
ðîì è áóäåò ðàññêàçàíî â ýòîé ñòàòüå.

Èâàíîâ Ñåðãåé Ãåîðãèåâè÷,
Ëþáëèíñêàÿ Èðèíà Åôèìîâíà,

Ðûæèê Âàëåðèé Èäåëüåâè÷,
ñîâìåñòíî ñ Ron Armontrout,

Lauire Boswell, Tim Corica.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÅ ÑÞÆÅÒÛ
ÄËß ÑÐÅÄÛ «THE GEOMETER�S SKETCHPAD»

Ñíà÷àëà � íåñêîëüêî îáùèõ ìûñëåé.
Õîðîøî èçâåñòíî îá óíèêàëüíîñòè ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî êóðñà â Ðîññèè (ñòîëüêî ëåò è
ñòîëüêî ÷àñîâ íà åå èçó÷åíèå â øêîëå, êàê,
ïîæàëóé, íèãäå â ìèðå), î áîãàòåéøèõ òðà-
äèöèÿõ  åå ïðåïîäàâàíèÿ, î âåëèêîëåïíîì
íàáîðå çàäà÷, äåñÿòèëåòèÿìè îòðàáîòàí-
íûõ ìåòîäèêàõ. Íî òàêæå õîðîøî èçâåñò-
íî è î ïðîòèâîïîëîæíûõ òåíäåíöèÿõ â ïðå-
ïîäàâàíèè ãåîìåòðèè. Èìåííî, äàòü åå ïî
ìèíèìóìó, íåìíîãî ïîðàññêàçûâàòü äåòÿì
î ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóðàõ, îñíîâíûõ òåî-
ðåìàõ, ÷óòü çàòðîíóòü ëîãè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó êóðñà, ÷òî-íèáóäü ïîâû÷èñëÿòü � è
âñå ýòî áóêâàëüíî çà îäèí ãîä. À áîëüøå è
íå òðåáóåòñÿ.  Ïðèìåðíî òàêîâ âçãëÿä íà
øêîëüíóþ ãåîìåòðèþ â ÑØÀ.

Âìåñòå ñ òåì ëåãêî çàìåòèòü è íå-
äîñòàòêè êàæäîãî ïîäõîäà. Â Ðîññèè � ýòî
ãèïåðòðîôèðîâàííîå âíèìàíèå ê ìíîãî÷èñ-
ëåííûì ÷àñòíîñòÿì, ÷åðåñ÷óð ñöèåíòèñòñ-
êèé õàðàêòåð ïðåïîäàâàíèÿ, ïî÷òè ïîëíûé
îòðûâ îò ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ è ïîë-
íîå èãíîðèðîâàíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëî-
ãèé. Â ÑØÀ � ýòî ïîä÷åðêíóòî óòèëèòàð-
íûé ïîäõîä, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî èñ÷åçà-
åò äåäóêòèâíûé õàðàêòåð êóðñà; íåâíèìà-
íèå ê âîñïèòûâàþùåìó è ðàçâèâàþùåìó çíà-
÷åíèþ ãåîìåòðèè; ó÷åíèêè ïåðåñòàþò ïî-
íèìàòü è ðîëü äîêàçàòåëüñòâà, è åãî íå-
îáõîäèìîñòü.

Â ñîâìåñòíîì ïðîåêòå, î êîòîðîì
ïîéäåò ðå÷ü íèæå, ñäåëàíà ïîïûòêà îáúå-
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äèíèòü äîñòîèíñòâà ðîññèéñêîãî è àìå-
ðèêàíñêîãî ïîíèìàíèÿ çíà÷åíèÿ øêîëüíîãî
êóðñà ãåîìåòðèè, ïîïûòêà ïîéòè íàâñòðå-
÷ó, â íàäåæäå, ÷òî ïîëó÷åííûé ãèáðèä îêà-
æåòñÿ æèçíåñïîñîáíûì.

ß íå áóäó ãîâîðèòü î ñîçäàííîé ìå-
òîäèêå ïîäðîáíî � îíà ïîíÿòíà èç ïðèâå-
äåííûõ äàëåå ïðèìåðîâ åå ïðåòâîðåíèÿ. Íî
îñíîâíàÿ èäåÿ  åå ïîñòðîåíèÿ äîëæíà áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà.

Áåðåòñÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ çàäà÷à, äî-
ñòàòî÷íî èçâåñòíàÿ èç ðîññèéñêèõ èñòî÷-
íèêîâ. Ýòà çàäà÷à äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Îíà
äîëæíà èìåòü ÿñíóþ ïðèêëàäíóþ îêðàñêó
(ïðèêëàäíîé àñïåêò çàäà÷è íà ñàìîì äåëå
ïîÿâëÿåòñÿ íå èç ðåàëüíîé ïðàêòèêè, à èç
ãîëîâû ó÷èòåëÿ � ïîëó÷àåòñÿ íå÷òî âðî-
äå «ñêàçî÷êè» � è ýòî íåèçáåæíî, òàê êàê
äåéñòâèòåëüíî ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â
øêîëüíîì êóðñå ãåîìåòðèè íå òàê óæ è
ìíîãî). Äàëåå � îíà äîëæíà ìîäåëèðîâàòü-
ñÿ íà êîìïüþòåðå, ïðè÷åì ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãðàììíîãî ïàêåòà «The Geometer's
Sketchpad». Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ
è íàáëþäåíèÿ çà ïðîèñõîäÿùèì íà ýêðàíå
ôîðìóëèðóåòñÿ ðàçóìíàÿ ãèïîòåçà. Îíà
ïðîâåðÿåòñÿ êîíòðîëüíûìè íàáëþäåíèÿìè.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîé ãèïîòåçû ïðîâîäèò-
ñÿ íåôîðìàëüíîå (íå ñëèøêîì ñòðîãîå) ðàñ-
ñóæäåíèå (ìîæíî íàçâàòü åãî ïîäòâåðæ-
äåíèåì). Òî åñòü õîðîøî áû ïîíÿòü, íà îñ-
íîâàíèè ÷åãî ïðîèñõîäèò òî, ÷òî ìû íà-
áëþäàëè. Äàëåå (ïðè æåëàíèè èëè íåîáõî-
äèìîñòè) ïðîâîäèòñÿ  äîñòàòî÷íî ñòðî-
ãîå  äîêàçàòåëüñòâî. Íàêîíåö, äîëæíà áûòü
âîçìîæíîñòü ðàçâèòèÿ òåìû (íàçûâàåìàÿ
ðàñøèðåíèåì) � çàäà÷à äîëæíà áûòü íà÷à-
ëîì â öåïî÷êå äðóãèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ
èñõîäíîé. Ýòó öåïî÷êó ìîæíî ïðåäëîæèòü
ó÷åíèêàì äëÿ äàëüíåéøèõ íàáëþäåíèé è ðàç-
ìûøëåíèé.  Èòàê: ïðèêëàäíàÿ çàäà÷à, åå
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà, ìîäåëèðî-
âàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è íà êîìïüþ-
òåðå, íàáëþäåíèå, ãèïîòåçà, ïîäòâåðæäå-
íèå, äîêàçàòåëüñòâî, ðàñøèðåíèå.

Òàêèì îáðàçîì ïîäãîòîâëåíî áîëåå
20 çàäà÷, îäíó èç êîòîðûõ ìû õîòèì ïðåä-
ëîæèòü Âàøåìó âíèìàíèþ.

Â.È. Ðûæèê

ÇÀÄÀ×À Î ÏÈÐÀÒÀÕ

Â 1785 ãîäó íà ìàëåíüêîì îñòðîâå â
Êàðèáñêîì ìîðå ïèðàòû çàêîïàëè êëàä. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè íàéòè êëàä, îíè
â êà÷åñòâå îðèåíòèðîâ çàìåòèëè äâå âûñî-
êèå ãîðû è ïàëüìîâîå äåðåâî. Âïîñëåäñòâèè
çàïèñêà ñ îïèñàíèåì ïîèñêà êëàäà ïîïàëà
ê àðõåîëîãàì. Òåêñò çàïèñêè ãëàñèë:

«Îò ïàëüìû èäèòå ê Ñîêîëèíîé ãîðå
è ñ÷èòàéòå øàãè. Çàòåì ïîâåðíèòå ïîä ïðÿ-
ìûì óãëîì íàïðàâî, ñäåëàéòå òàêîå æå êî-
ëè÷åñòâî øàãîâ è âîòêíèòå â çåìëþ ïàëêó.

Âåðíèòåñü ê ïàëüìå è èäèòå ê Îðëè-
íîé ãîðå, ñ÷èòàÿ øàãè. Ïîâåðíèòå ïîä ïðÿ-
ìûì óãëîì íàëåâî è ñäåëàéòå òàêîå æå êî-
ëè÷åñòâî øàãîâ. Âîòêíèòå â çåìëþ äðóãóþ
ïàëêó.

Â ýòîì ñëó÷àå êëàä áóäåò òî÷íî ïîñå-
ðåäèíå ìåæäó äâóìÿ ïàëêàìè».

Àðõåîëîãè íàøëè îáå ãîðû, íî ïàëü-
ìû íà ìåñòå óæå íå áûëî. Êàê èì òåïåðü
íàéòè êëàä?

Ââåäåíèå.

Îäíîé èç öåëåé ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
ðàçâèòèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ìûøëåíèÿ, è
ïî ýòîé ïðè÷èíå â íà÷àëå èññëåäîâàíèÿ èë-
ëþñòðàöèè íå èñïîëüçóþòñÿ. Ó÷àùèåñÿ äîë-
æíû ïðîéòè ñëåäóþùèå ñòàäèè ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è:

• Ïðåäñòàâèòü ðàñïîëîæåíèå êëàäà, íå
ïîëüçóÿñü íèêàêèìè ìàòåðèàëàìè.

• Îïèñàòü èëè èçîáðàçèòü íà ðèñóíêå
òî, ÷òî îíè ïðåäñòàâèëè.
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• Èññëåäîâàòü çàäà÷ó áåç êîìïüþòåðà.
Äëÿ ýòîãî ìîæíî, íàïðèìåð, ïðèäóìàòü íå-
ñêîëüêî ïîñòðîåíèé.

• Èññëåäîâàòü çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ êîì-
ïüþòåðíîãî èíñòðóìåíòà. Íà ýòîé ñòàäèè
ó÷àùèåñÿ íà÷èíàþò èñêàòü äîêàçàòåëüñòâà
ñâîèõ ïðåäïîëîæåíèé.

• Ïðèâåñòè ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.
Ïðèìå÷àíèå: Âàæíî, ÷òîáû ó÷àùèå-

ñÿ âûäâèãàëè ïðåäïîëîæåíèÿ ïîñëå êàæäîé
ñòàäèè, êðîìå çàêëþ÷èòåëüíîé.

Íåîáõîäèìûå çíàíèÿ.

Ïîíÿòèÿ: ïðÿìîé óãîë, ñåðåäèíà îò-
ðåçêà, âðàùåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Òåîðåìà: äëèíà ñðåäíåé ëèíèè òðà-
ïåöèè ðàâíà ïîëóñóììå äëèí åå îñíîâàíèé.

Âîçìîæíî ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïðèìå-
íåíèåì àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Îòâåò.

Ðàñïîëîæåíèå êëàäà íå çàâèñèò îò
ðàñïîëîæåíèÿ äåðåâà. Êëàä íàõîäèòñÿ íà
ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó Ñî-
êîëèíàÿ ãîðà � Îðëèíàÿ ãîðà íà ðàññòîÿ-
íèè, ðàâíîì ïîëîâèíå äëèíû îòðåçêà, îò
åãî ñåðåäèíû.

Ìîäåëèðîâàíèå áåç êîìïüþòåðà.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, ïî-
çâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëå-
íèå îá ýòîé çàäà÷å. Â êàæäîì ñëó÷àå ó÷à-
ùèåñÿ äîëæíû ñîáðàòü äàííûå, êîòîðûå
ïðèâåäóò ê ïðåäïîëîæåíèþ. Âîñïîëüçóéòåñü
øàáëîíîì èëè èçîáðàçèòå ðàñïîëîæåíèå ãîð

íà áîëüøîì ëèñòå áóìàãè, ÷òîáû ïîñòðîèòü
êîíñòðóêöèè äëÿ äâóõ ïîäõîäîâ, îïèñàííûõ
íèæå.

1. Ïîñòðîéòå êîíñòðóêöèþ, èñïîëü-
çóÿ íåîáõîäèìûå èíñòðóìåíòû. Êàæäàÿ ãðóï-
ïà íà îäèíàêîâûõ ÷åðòåæàõ âûáèðàåò ñëó-
÷àéíîå ðàñïîëîæåíèå ïàëüìû è íàõîäèò òî÷-
êó, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ êëàä. Ïðåäëîæèòå
ó÷àùèìñÿ ñðàâíèòü ñâîè ðåçóëüòàòû: ïðè
âñåõ âàðèàíòàõ ðàñïîëîæåíèÿ ïàëüìû êëàä
âñåãäà îêàçûâàåòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå.

2. Îòìåòèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó, îáî-
çíà÷àþùóþ äåðåâî � òî÷êó Ò (ðèñóíîê 1).
Èçîáðàçèì äâà ëó÷à, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äðóã
äðóãó. Îòìåòèì ðàñïîëîæåíèå ïåðâîé ïàë-
êè. Èñïîëüçóÿ êîïèðîâàëüíóþ áóìàãó, îò-
ìåòèì ðàñïîëîæåíèå âòîðîé ïàëêè, ïðè ýòîì
óìåíüøèì â 2 ðàçà äëèíû ëó÷åé. Çàòåì îò-
ìåòèì ðàñïîëîæåíèå êëàäà.

Ìîäåëèðîâàíèå íà êîìïüþòåðå.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîäãîòîâëåí øàáëîí
Pirate.gsp.

Ó÷àùèéñÿ âûáèðàåò ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó  ðàñïîëîæåíèÿ äåðåâà, çàòåì ñòðîèò
íåîáõîäèìûå òî÷êè è îòðåçêè. Òî÷êè F è E
íåïîäâèæíû. Êàæäûé ó÷àùèéñÿ èëè ãðóïïà
ó÷àùèõñÿ ïîëó÷èò îäíè è òå æå êîîðäèíàòû
êëàäà, íåçàâèñèìî îò êîîðäèíàò äåðåâà.

Äëÿ ýòîé ðàáîòû ñòóäåíòû äîëæíû
âëàäåòü ïðèåìàìè ïîñòðîåíèÿ îòðåçêà è ñå-
ðåäèíû îòðåçêà â ñðåäå «The Geometer�s
Sketchpad», à òàêæå èñïîëüçîâàòü ðàçäåë
Rotate (Ïîâîðîò) ìåíþ Transform (Ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ).

Ìîæíî ïåðåìåùàòü òî÷êó T (äåðåâî)
è óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàñïîëîæåíèå êëàäà îñòà-
åòñÿ íåèçìåííûì. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî,
÷òî â ýòîé ìîäåëè äåðåâî ìîæíî ïåðåíåñòè
äàæå çà ïðåäåëû îñòðîâà.

Ðèñóíîê 1.
F
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Íåôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.

«ß çàìåòèë, ÷òî, êîãäà ðàñïîëîæåíèå
äåðåâà (òî÷êà Ò) ïåðåìåùàåòñÿ ââåðõ èëè
âíèç, òî÷êè K è L ïåðåìåùàþòñÿ ïî ïàðàë-
ëåëüíûì ïðÿìûì íà îäíî è òî æå ðàññòîÿ-
íèå, íî â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ,
ïîýòîìó ñåðåäèíà îòðåçêà îñòàåòñÿ íåèçìåí-
íîé. Òàêæå ÿ çàìåòèë, ÷òî êîãäà T ïåðåìå-
ùàåòñÿ âïðàâî èëè âëåâî, K è L äâèæóòñÿ
ââåðõ èëè âíèç íà îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå,
íî â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, è ñå-
ðåäèíà îòðåçêà òàêæå îñòàåòñÿ íåïîäâèæ-
íîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òî÷êè K è L
ñîåäèíåíû ñ òî÷êîé Ò ïåðïåíäèêóëÿðíûìè
îòðåçêàìè (ðèñóíîê 2).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ðàñïîëî-
æåíèè äåðåâà êëàä (òî÷êà Ì � ñåðåäèíà îò-
ðåçêà KL) áóäåò íàõîäèòüñÿ â îäíîé è òîé
æå òî÷êå».

Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êè K, L è Ò ðàñïî-
ëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé EF (ðè-
ñóíîê 3).

Ïîñòðîèì ïðÿìóþ EF, ïðîâåäåì ê íåé
ïåðïåíäèêóëÿðû èç òî÷åê K, M è L. Ïî-
ñêîëüêó KK

1 
⊥ EF, MA ⊥ EF, LL

1 
⊥ EF, òî

KK
1 
|| LL

1 
, ïîýòîìó KK

1
L

1
L

 
� òðàïåöèÿ. (Â

ñëó÷àå KK
1
 = LL

1 
òðàïåöèÿ ñòàíîâèòñÿ

ïðÿìîóãîëüíèêîì). MA ⊥ EF è KM = ML ⇒
⇒ MA � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ⇒
⇒ MA = ½ (KK

1 
+ LL

1
). ∆FKK

1
 è ∆FTT

1
 �

ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ ðàâíûìè ãè-
ïîòåíóçàìè, ïîñêîëüêó FK = FT ïî ïîñòðîå-
íèþ. Ïîñêîëüêó KK

1 
⊥ FT

1
 è KF ⊥ FT, ïîëó-

÷àåì: ∠K
1
KF = ∠ TFT

1
, ñëåäîâàòåëüíî,

∆FKK
1
 = ∆TFT

1
 è KK

1
 = FT

1
. Àíàëîãè÷íî

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∆ELL
1
 = ∆TET

1
 è

LL
1
 = ET

1
.

Äàëåå, MA = ½ (KK
1 
+ LL

1
) = ½ (FT

1 
+

+ ET
1
) = ½ EF.
Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå EF ïîñòîÿííî,

äëèíà îòðåçêà ÌÀ òàêæå ïîñòîÿííà. Êðî-
ìå òîãî, ïîñêîëüêó MA � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ
òðàïåöèè, K

1
A = AL

1
. Èç ðàâåíñòâà òðåó-

ãîëüíèêîâ, äîêàçàííîãî âûøå, ñëåäóåò, ÷òî
TT

1
 = K

1
F = EL

1
. Ñëåäîâàòåëüíî, FA = AE,

òî åñòü À � ñåðåäèíà îòðåçêà EF.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà Ì ëåæèò íà ñå-

ðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê EF íà ðàññòîÿ-
íèè ïîëîâèíû äëèíû EF îò ýòîãî îòðåçêà.

Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü òî÷êà Ò äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ â âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè.
Ïîñêîëüêó òî÷êà K ïîëó÷åíà ïîâîðîòîì
òî÷êè T íà 90 ãðàäóñîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, òî÷êà K áóäåò äâèãàòüñÿ ñ òîé æå
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ â ñåâåðíîì íàïðàâ-
ëåíèè (ðèñóíîê 4). Ïîñêîëüêó òî÷êà L ïî-

Ðèñóíîê 2.

Ðèñóíîê 3. Ðèñóíîê 4.
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ëó÷åíà ïîâîðîòîì òî÷êè Ò íà 90 ãðàäóñîâ
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, îíà áóäåò äâèãàòüñÿ ñ
òîé æå ñêîðîñòüþ â þæíîì íàïðàâëåíèè.

Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè òî÷åê K è L ðàâ-
íû ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîíàïðàâëåíû, ñêî-
ðîñòü ñåðåäèíû M îòðåçêà KL ðàâíà íóëþ,
è ïîëîæåíèå ñåðåäèíû îòðåçêà íå çàâèñèò
îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè Ò.

Âûáåðåì óäîáíóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷-
êó Ò � íàïðèìåð,  ñåðåäèíó îòðåçêà FE. Òîãäà
FT = FK = TE = EL ⇒ KF = ½ EF. Ïîñêîëü-
êó Ì � ñåðåäèíà îòðåçêà KL è Ò � ñåðåäèíà
FE, ïîëó÷èì, ÷òî MT = KF = ½ EF.

Ïîñòðîåíèå.

Ñîåäèíèì äâå òî÷êè, îáîçíà÷àþùèå
ãîðû: E è F (ðèñóíîê 5). Ïîñòðîèì ñå-
ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó EF
è îòëîæèì íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêó-
ëÿðå îòðåçîê äëèíû ½ EF.

Àëüòåðíàòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Ïîñêîëüêó ðàñïîëîæåíèå òî÷êè Ì
íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè Ò,
âûáåðèòå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Ò è ñëå-
äóéòå àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ òî÷êè Ì.

Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ.

Îáîáùåíèå 1.

Êàê èçìåíèòñÿ ðàñïîëîæåíèå êëà-
äà ïðè èçìåíåíèè ðàñïîëîæåíèÿ ãîð?

Îòâåò.

Êëàä ðàñïîëàãàåòñÿ íà ñåðåäèííîì
ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó íà ðàññòîÿ-
íèè, ðàâíîì ïîëîâèíå äëèíû îòðåçêà.

Ìîäåëèðîâàíèå íà êîìïüþòåðå.

Äëÿ äàííîãî îáîáùåíèÿ ó÷àùåìó-
ñÿ ïðåäëàãàåòñÿ ìåíÿòü ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó òî÷êàìè, îáîçíà÷àþùèìè ãîðû, è íàáëþ-
äàòü, êàê ýòî âëèÿåò íà ðàñïîëîæåíèå êëàäà.

Ó÷àùèåñÿ ìîãóò ïîñòðîèòü ñåðåäèí-
íûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó E′F. Ïåðåìå-
ùåíèå òî÷êè E′ ïîçâîëèò èì óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî òî÷êà Ì ìåíÿåò ñâîå ðàñïîëîæå-
íèå, íî ïðè ýòîì îñòàåòñÿ íà ñåðåäèííîì
ïåðïåíäèêóëÿðå. Ïóñòü òî÷êà À � ñåðåäèíà
îòðåçêà E′F. Ó÷àùèåñÿ ìîãóò èçìåðèòü è
ñðàâíèòü ðàññòîÿíèÿ E′A, AF è ÌÀ.

Îáîáùåíèå 2.

Êâàäðàòû TFKD è TELC ïîñòðîåíû
íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà TEF, âåðøèíû êî-
òîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ãîðàì è äåðåâó. Ïðî-
âåäåì ìåäèàíû è âûñîòû òðåóãîëüíèêîâ CDT
è TEF èç âåðøèíû Ò. Èñïîëüçóéòå äèíàìè-
÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ äëÿ òîãî, ÷òîáû èñ-
ñëåäîâàòü ñâÿçü ìåæäó ìåäèàíîé òðåóãîëü-
íèêà CDT è âûñîòîé òðåóãîëüíèêà TEF.

Îòâåò.

Âûñîòà TB, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû
T ê ñòîðîíå EF, ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé òðåó-
ãîëüíèêà CDT. Àíàëîãè÷íî, ìåäèàíà TA èç
âåðøèíû T ê ñòîðîíå EF ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé

òðåóãîëüíèêà CDT.

Ìîäåëèðîâàíèå íà êîìïüþòåðå.

Â ýòîì ñëó÷àå ó÷àùèìñÿ ïðåä-
ëàãàþò ïîñòðîèòü îòðåçîê CD, ìåäèà-
íû è âûñîòû èç T íà CD è EF è èññëå-
äîâàòü ñâÿçü ìåæäó ìåäèàíàìè è âû-
ñîòàìè. Ó÷àùèåñÿ ìîãóò ïåðåìåùàòü
òî÷êó Ò äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü ñâîè
ïðåäïîëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü B
1
 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îò-

ðåçêîâ TB (èëè åãî ïðîäîëæåíèÿ) è
CD (ðèñóíîê 6). Ïðîâåäåì ÷åðåç D ïðÿ-
ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ TC, è ïðîäëèì TB

1
.

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííûõ ïðÿ-
ìûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç Z. Ïîñòðîèì îò-
ðåçîê CZ.

∠DTZ = 180° � 90° � ∠FTB (ñìåæ-
íûå óãëû) = 90° � ∠FTB.

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà FTB: ∠TFB = 90° � ∠FTB, ñëåäîâà-
òåëüíî, ∠DTZ = ∠TFB.

Ðèñóíîê 5.
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Àíàëîãè÷íî, ∠ZTC = ∠TEB.
Ïîñêîëüêó DZ || TC (ïî ïîñòðîåíèþ),

∠ZTC = ∠DZT.
Èòàê, ìû èìååì: ∠DTZ = ∠TFB,

∠TEB = ∠DZT, DT = TF. Ñëåäîâàòåëüíî,
∆DZT = ∆FTE (ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæà-
ùèì óãëàì), ïîýòîìó DZ = TE. Íî TE = TC,
ñëåäîâàòåëüíî, DZCT � ïàðàëëåëîãðàìì, à
òî÷êà B

1
 � ñåðåäèíà îòðåçêà DC.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
TA � ìåäèàíà ê ñòîðîíå EF, òî ïðîäîëæå-
íèå TA � âûñîòà ê ñòîðîíå CD.

ÔÐÀÃÌÅÍÒÛ ÎÒ×ÅÒÎÂ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

Øêîëüíèêàì ïðåäëàãàëè óñëîâèå ýòîé
çàäà÷è áåç ðåøåíèÿ.

Ãàèê Òàìàçÿí,
8 à êëàññ øêîëû ¹ 261.

Ýòàïû ðåøåíèÿ çàäà÷è.
1. Ñíà÷àëà ÿ ïðåäñòàâèë ñåáå ïðè-

ìåðíóþ ñõåìó ðàñïîëîæåíèÿ êëàäà.
2. ß ðåøèë ïðîâåðèòü ïðåäïîëîæåíèå

î òîì, ÷òî ìåñòîïîëîæåíèå êëàäà íå
çàâèñèò îò ìåñòà âûáîðà ïàëüìû. Ïî-
ýòîìó ÿ ïîñòàâèë â «The Geometer�s
Sketchpad» ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò.

Ñíà÷àëà ÿ íà÷åðòèë äâå òî÷êè
(ãîðû). Çàòåì ÿ ïðîâåë ïðîèçâîëüíûå îê-
ðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â ãîðàõ è ñ òàêè-
ìè ðàäèóñàìè, ÷òîáû îêðóæíîñòè ïåðå-
ñåêàëèñü. Çàòåì îäíó èç òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðåäñòàâèë ïàëüìîé è, ñëåäóÿ èí-
ñòðóêöèÿì çàïèñêè, íàøåë êëàä. Çàòåì
ÿ ïðîèçâåë òàêóþ æå îïåðàöèþ, íî ðà-
äèóñû îêðóæíîñòåé áûëè äðóãèìè. Êîã-
äà ÿ ïîëó÷èë òî÷êó, ãäå ëåæèò êëàä, îíà
ñîâïàëà ñ òî÷êîé, âûâåäåííîé â ïåðâîì
÷åðòåæå.

Ñêîëüêî áû ÿ íè âåðòåë è íè ðàñ-
òÿãèâàë ÷åðòåæ, òî÷êà íå ïåðåìåùàëàñü.

3. Èòîã � ìåñòîïîëîæåíèå êëàäà
íå çàâèñèò îò ìåñòîïîëîæåíèÿ ïàëüìû.

Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû «The
Geometer�s Sketchpad» äëÿ ðåøåíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ìíå íðàâèòñÿ òåì,

÷òî ìîæíî ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ñòðîèòü
ðàçëè÷íûå ÷åðòåæè, ëåãêî èõ ðåäàêòèðîâàòü
è íàáëþäàòü çà ðåçóëüòàòîì. Òàêæå ìîæíî
«âåðòåòü» èëè «ðàñòÿãèâàòü» ÷åðòåæè äëÿ
ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ.

Äìèòðèé Âèíîãðàäîâ,
9 á êëàññ øêîëû ¹ 261.

1. Ñ ïîìîùüþ ñðåäû «The Geometer�s
Sketchpad» ïîñòðîèì èçîáðàæåíèå ìåñòà

ðàñïîëîæåíèÿ êëàäà, îáîçíà÷èâ ïàëü-
ìó òî÷êîé Ð, Ñîêîëèíóþ ãîðó òî÷-
êîé Ñ, Îðëèíóþ ãîðó òî÷êîé Î, ïàë-
êè 1S  è 2S , êëàä � òî÷êîé Ê.

2. Ïîñêîëüêó ðàñïîëîæåíèå
ïàëüìû íåèçâåñòíî, òî÷êà Ð äîëæíà
áûòü ïîäâèæíà. Ðàñïîëîæåíèå ãîð èç-
âåñòíî, ïîýòîìó òî÷êè Ñ è Î äîëæ-
íû áûòü íåïîäâèæíû.

3. Âðàùàÿ òî÷êó Ð â ðàçíûå
ñòîðîíû, ÿ çàìåòèë, ÷òî ìåñòî, ãäå
ðàñïîëîæåí êëàä, îñòàåòñÿ íåèçìåí-
íûì. Âðàùàÿ òî÷êó Î èëè Ñ, ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ìåñòî ðàñïîëîæåíèÿ
êëàäà ìåíÿåòñÿ, íî, ïî óñëîâèþ, ãîðû
íå äîëæíû äâèãàòüñÿ.

4. Ñîåäèíèì ãîðû Ñ è Î îòðåç-
êîì ÑÎ. Ïðîâîäèì ïåðïåíäèêóëÿð ÊÌ
ê îòðåçêó ÑÎ. Çàìåòèì, ÷òî íåçàâè-
ñèìî îò ïîëîæåíèÿ ïàëüìû Ì äëèíà
ÊÌ íåèçìåííà.

5. Íî êàê æå íàéòè ìåñòî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ êëàäà? Ïî óñëîâèþ çàäà-

Ðèñóíîê 6.
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÷è, ìåñòî ðàñïîëîæåíèÿ ïàëüìû íåèç-
âåñòíî.

Ïåðåäâèãàÿ ïàëüìó, äîáüåìñÿ òîãî,
÷òîáû 02 == OSPO , òîãäà òî÷êè Ð è 2S
áóäóò ñîâïàäàòü ñ ïîëîæåíèåì òî÷êè Î,
îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó N. Âûïîëíèì óêàçà-
íèÿ ïèðàòîâ, îòìåðèâ îò N ðàññòîÿíèå
äî Ñ, çàòåì ïîä ïðÿìûì óãëîì îòëîæèì
ýòî ðàññòîÿíèå, ïðèäåì â òî÷êó 1S . Òàê

êàê 2S  ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ð, òî, êëàä
ëåæèò ïîñåðåäèíå ìåæäó N è 1S .

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ïàëüìû, ìîæ-
íî âçÿòü îäíó èç ãîð.
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