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ÃÅÍÅÐÀÖÈß ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Êîñòèí Âëàäèìèð Àíäðååâè÷

Ñðåäè îáúåêòîâ, èçó÷àåìûõ â äèñêðåò-
íîé ìàòåìàòèêå, îäíèìè èç âàæíåéøèõ ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðåñòàíîâêè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ïðèìåð. Íà óðîêå ôèçêóëüòóðû ïðå-
ïîäàâàòåëü ðåøèë ïîñìîòðåòü ðàçëè÷íûå
âàðèàíòû ðàññòàíîâêè ñåìè øêîëüíèêîâ â
øåðåíãó. Êàæäûé ïîäîáíûé âàðèàíò ðàñ-
ñòàíîâêè ó÷àùèõñÿ â ìàòåìàòèêå íàçûâàþò
ïåðåñòàíîâêîé äàííîãî ìíîæåñòâà øêîëü-
íèêîâ.

Ìåíÿ âñåãäà âîñõèùàëî è âîñõèùàåò óìåíèå Ñâÿòîñëàâà Ñåðãååâè÷à êðàòêî è ÿñíî
ïîñòàâèòü òó èëè èíóþ ïðîáëåìó, îïèñàòü ñâîéñòâà òåõ èëè èíûõ îáúåêòîâ.

Â íà÷àëå ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ, êîãäà ïðîãðàììèñòñêèé ìèð îáñóæäàë èäåè ñòðóê-
òóðíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìíå, ïðèó÷åííîìó äî ýòîãî ïðîãðàììèðîâàíèþ íåïîñðåä-
ñòâåííî â ìàøèííûõ êîìàíäàõ, áûëî íå ñîâñåì ÿñíî, êàê ýòî ìîæíî îáõîäèòüñÿ áåç
îïåðàòîðà GO TO. Íà ìîé âîïðîñ ïî ýòîìó ïîâîäó Ñâÿòîñëàâ Ñåðãååâè÷ äàë ñëåäóþùèé
îòâåò. Íàì íóæåí GO TO  òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ïðîãðàììå ñóùåñòâóåò îïåðà-
òîð, ê êîòîðîìó íàì íåîáõîäèìî ïåðåéòè, ïî êðàéíåé ìåðå, èç òðåõ ðàçëè÷íûõ ìåñò
ïðîãðàììû. Â êàæäîå èç ýòèõ ìåñò ìû ìîæåì  ïîïàñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ, ñòðóêòóðèçàöèÿ (âûäåëåíèå)  êîòîðîãî ÿâíî ïîâû-
ñèò íàãëÿäíîñòü ïðîãðàììû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå ýòî ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàòîðà âûáîðà.

Ïîñëå òàêîãî îáúÿñíåíèÿ èäåè ïðîãðàììèðîâàíèÿ áåç GO TO äëÿ ìåíÿ ñòàëè àáñî-
ëþòíî ïðîçðà÷íû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî íåêîòî-
ðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ëþáîå ðàñïîëî-
æåíèå ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà â îïðå-
äåëåííîì ïîðÿäêå áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòà-
íîâêîé äàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ïðè
ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò âûáè-
ðàåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç. ×èñëî ýëåìåíòîâ,
íà êîòîðîì çàäàþòñÿ ïåðåñòàíîâêè, îáû÷íî
íàçûâàþò ïîðÿäêîì ïåðåñòàíîâîê.

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíà íà ïå-
ðåñòàíîâêàõ, çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì:

Ïóñòü ìíîæåñòâî èìå-
åò n ýëåìåíòîâ, ñêîëüêî ñó-
ùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïåðåñòà-
íîâîê ýòîãî ìíîæåñòâà?

Ðåøèì ýòó çàäà÷ó äëÿ
íàøåãî ïðèìåðà. Ïðåæäå âñå-
ãî, çàìåòèì, ÷òî  íà ïåðâîå
ìåñòî â ïåðåñòàíîâêå ìîæíî

Íà óðîêå ôèçêóëüòóðû...
...âàðèàíòû ðàññòàíîâêè ñåìè øêîëüíèêîâ â øåðåíãó.
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âûáðàòü ëþáîãî èç ñåìè øêîëüíèêîâ. Ïîñëå
âûáîðà øêîëüíèêà íà ïåðâîå ìåñòî âòîðûì
ìû ìîæåì âûáðàòü ëþáîãî èç øåñòè îñòàâ-
øèõñÿ ó÷àùèõñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà ïåð-
âûå äâà ìåñòà ìû ìîæåì âûáðàòü øêîëüíè-
êîâ 7 ⋅ 6 = 42 ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íà
ïåðâûå òðè ìåñòà â ïåðåñòàíîâêå  ìîæíî
âûáðàòü øêîëüíèêîâ 7 ⋅ 6 ⋅ 5 = 210 ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè, à íà âñå ñåìü ìåñò �
7 ⋅ 6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 5040 ñïîñîáàìè. Òî åñòü
âñåãî ñóùåñòâóåò 5040 ðàçëè÷íûõ ïåðåñòà-
íîâîê ñåìè øêîëüíèêîâ.

Çàìå÷àíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïå-
ðåñòðîåíèÿ øêîëüíèêîâ èç îäíîé ïåðåñòà-
íîâêè â äðóãóþ òðåáóåòñÿ 10 ñåêóíä. Òîãäà
äëÿ ïåðåáîðà âñåõ 5040 ðàçëè÷íûõ ïåðåñòà-
íîâîê ñåìè øêîëüíèêîâ ïîòðåáóåòñÿ 14 ÷à-
ñîâ, ÷òî ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò âðåìÿ îä-
íîãî óðîêà ôèçêóëüòóðû.

Â êíèãå Â. Ëèïñêîãî [1] ïðèâîäèòñÿ
äðóãîé èíòåðåñíûé ïðèìåð ïîðîæäåíèÿ
âñåõ ïåðåñòàíîâîê ïîëüñêèìè ìîíàõàìè. Â
1963 ãîäó â òå÷åíèå 17 ÷àñîâ 58 ìèíóò è
30 ñåêóíä îíè íà âîñüìè êîëîêîëàõ âûáè-
ëè 8! = 40320 ïåðåñòàíîâîê ðàçëè÷íûõ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé çâó÷àíèÿ êîëîêîëîâ. Ýòîò
ðåçóëüòàò áûë çàíåñåí â êíèãó ðåêîðäîâ
Ãèííåñà.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò 1 ⋅ 2 ⋅ ... ⋅ n = n! ðàçëè÷íûõ ïåðåñòà-
íîâîê n-ãî ïîðÿäêà.

Â äàííîé ñòàòüå ìû íå áóäåì èçó÷àòü
îáùóþ òåîðèþ ïåðåñòàíîâîê äàæå íà ýëå-
ìåíòàðíîì óðîâíå. Êîãî èíòåðåñóåò ýòà
òåìà, ìîæíî ñ íåé ïîçíàêîìèòüñÿ, íàïðè-
ìåð, ïî êíèãå [2], â êîòîðîé ñ îðèåíòàöèåé
íà øêîëüíèêîâ èçëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî èí-
òåðåñíûå ñâîéñòâà ïåðåñòàíîâîê. Íàïðèìåð,
â íåé ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè  ïåðåñòàíî-
âîê îïèñàí àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ êóáè-
êà Ðóáèêà èç ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñî-
ñòîÿíèå, êîãäà âñå åãî ãðàíè îäíîãî öâåòà.
Íàøåé öåëüþ áóäåò áîëåå  óçêàÿ çàäà÷à �
ðàññìîòðåòü àëãîðèòìû ïîðîæäåíèÿ íà êîì-
ïüþòåðå âñåõ ïåðåñòàíîâîê n-ãî ïîðÿäêà. Â
êà÷åñòâå áàçîâîãî ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì
ñòðîÿòñÿ ïåðåñòàíîâêè, ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ìíîæåñòâî ÷èñåë {1, 2, ..., n}. Òàêèå

àëãîðèòìû ãåíåðàöèè âñåõ ïåðåñòàíîâîê íå-
îáõîäèìû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïåðåáîðíîãî
òèïà, â êîòîðûõ ðåøåíèå  äàííîé çàäà÷è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâ-
êó, îáëàäàþùóþ êîíêðåòíûì çàäàííûì
ñâîéñòâîì. Äëÿ ïîèñêà èñêîìîé ïåðåñòàíîâ-
êè ìû ïåðåáèðàåì âñå âîçìîæíûå ïåðåñòà-
íîâêè è ïðîâåðÿåì äëÿ êàæäîé èç íèõ âû-
ïîëíåíèå ýòîãî êîíêðåòíîãî ñâîéñòâà.

Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ìû ðàçîá-
ðàëè êóáèê Ðóáèêà íà îòäåëüíûå ÷àñòè è
ñîáðàëè åãî ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ïîñëå ýòîãî
ìû õîòèì ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè åãî ïðåîá-
ðàçîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå åãî ãðà-
íè áûëè îäíîãî öâåòà. Ìîäåëèðîâàíèå ïî-
äîáíîé çàäà÷è íà êîìïüþòåðå ÿâíî ïîòðå-
áóåò ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâîê.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ãåíåðèðîâàíèå ïå-
ðåñòàíîâîê îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå âñåõ
ïåðåñòàíîâîê íåêîòîðûé ïîðÿäîê, à èìåí-
íî: ïóñòü f è g ïåðåñòàíîâêè, òîãäà f < g,
åñëè â ýòîé ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâêà f ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ðàíüøå ïåðåñòàíîâêè g.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ïðîåêòèðîâà-
íèè ðåøåíèÿ çàäà÷è îáû÷íî èìåþòñÿ âïîë-
íå îïðåäåëåííûå àðãóìåíòû â ïîëüçó âûáî-
ðà òîé èëè èíîé óïîðÿäî÷åííîñòè ïåðåñòà-
íîâîê ïðè ãåíåðàöèè. Ôàêòè÷åñêè ýòà óïî-
ðÿäî÷åííîñòü îïðåäåëÿåò àëãîðèòì ãåíåðà-
öèè ïåðåñòàíîâîê. ×àùå âñåãî ýòè àëãîðèò-

... â òå÷åíèå 17 ÷àñîâ 58 ìèíóò è 30 ñåêóíä
îíè íà âîñüìè êîëîêîëàõ âûáèëè 8!=40320
ïåðåñòàíîâîê ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
çâó÷àíèÿ êîëîêîëîâ.
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ìû ñòðîÿòñÿ ïî ñõåìå, êîãäà êàæ-
äàÿ ïîñëåäóþùàÿ ïåðåñòàíîâêà
âû÷èñëÿåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ôóí-
êöèÿ îò ïðåäûäóùåé.

Çàìå÷àíèå. Èíòåðåñåí
âîïðîñ, êàêîãî ïîðÿäêà ïåðåñòà-
íîâêè ìîæíî ãåíåðèðîâàòü â ðà-
çóìíîå âðåìÿ íà ñîâðåìåííûõ
ÝÂÌ? Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îá-
ùåå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ãî
ïîðÿäêà ðàâíî n!, ñîâðåìåííûå
ÝÂÌ ïîçâîëÿþò ãåíåðèðîâàòü
ïåðåñòàíîâêè íå áîëåå ÷åì 16-ãî ïîðÿäêà
(ïîïðîáóéòå ýòî îáîñíîâàòü!).

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî àëãîðèòìû
ãåíåðàöèè âñåõ ïåðåñòàíîâîê â ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ýòîò ïîðÿäîê ñâîéñòâåí
ðàñïîëîæåíèþ ñëîâ â ðàçëè÷íûõ ñëîâàðÿõ,
ïîýòîìó åãî ÷àñòî íàçûâàþò ñëîâàðíûì. Îí
õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî áóêâû àëôàâèòà
ñ÷èòàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, à
ñëîâà â ñëîâàðå ðàñïîëàãàþòñÿ îò ìåíüøèõ
áóêâ ê áîëüøèì. Ñëîâà, íà÷èíàþùèåñÿ ñ
îäèíàêîâûõ áóêâ, ðàñïîëàãàþòñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò óïîðÿäî÷åííîñòè âòîðûõ áóêâ â ñëî-
âå, è òàê äàëåå. Äëÿ ïåðåñòàíîâîê ìíîæå-
ñòâà {1, 2, ..., n} ÷èñëà ñ÷èòàþòñÿ óïîðÿäî-
÷åííûìè åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ôîðìàëü-
íî ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà äëÿ ïåðåñòàíîâîê.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f = <a1, ..., an>,
g = <b1, ..., bn>, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f < g â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, åñëè ñóùå-
ñòâóåò k ≥ 1 òàêîå, ÷òî  ak ≤ bk è ïðè k > 1
aq = bq äëÿ q < k.

Ïðèìåð. Ïðè n = 4 â ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå

ïåðåñòàíîâêè ðàñïîëàãà-
þòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 1.

Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê ìî-
æåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí òàê. Ïóñòü
êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
öåëîå ÷èñëî, çàïèñàííîå â n-è÷íîé ïîçè-
öèîííîé ñèñòåìå (ñ öèôðàìè �0� ↔ 1, ...,
�n � 1� ↔ n). Òîãäà ãåíåðàöèÿ èõ â ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå � ýòî ïåðå÷èñëåíèå
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç
n ðàçíûõ öèôð.

Íàøà öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
àëãîðèòìà ãåíåðàöèè âñåõ ïåðåñòàíîâîê â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî n. Äëÿ ýòîãî ìû âûÿñíèì, êàê äîë-
æíà âûãëÿäåòü ñëåäóþùàÿ ïåðåñòàíîâêà,
åñëè ìû çíàåì òåêóùóþ, ïðè óñëîâèè, ÷òî
òåêóùàÿ ïåðåñòàíîâêà íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-
äíåé â ãåíåðàöèè. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå
ñâîéñòâà ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà ãå-
íåðàöèè ïåðåñòàíîâîê:

Ë1. Â ïåðâîé ïåðåñòàíîâêå ýëåìåíòû
ðàñïîëàãàþòñÿ â âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, â ïîñëåäíåé � â óáûâàþùåé (äî-
êàæèòå ýòî ñâîéñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n).

Ë2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ïåðåñòà-
íîâîê ìîæíî ðàçáèòü íà n áëîêîâ äëèíû
(n � 1)!, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçðàñòàþùèì
çíà÷åíèÿì ýëåìåíòà â ïåðâîé ïîçèöèè. Îñ-
òàëüíûå n � 1 ïîçèöèé áëîêà, ñîäåðæàùåãî
ýëåìåíò p â ïåðâîé ïîçèöèè, îïðåäåëÿþò

...ïðåäïîëîæèì,
ìû ðàçîáðàëè
êóáèê Ðóáèêà

...òîëüêî àëãîðèòìû ãåíåðàöèè âñåõ ïåðåñòàíîâîê â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

1. <1, 2, 3, 4> 7.  <2, 1, 3, 4> 13. <3, 1, 2, 4> 19. <4, 1, 2, 3>
2. <1, 2, 4, 3> 8.  <2, 1, 4, 3> 14. <3, 1, 4, 2> 20. <4, 1, 3, 2>
3. <1, 3, 2, 4> 9.  <2, 3, 1, 4> 15. <3, 2, 1, 4> 21. <4, 2, 1, 3>
4. <1, 3, 4, 2> 10. <2, 3, 2, 4> 16. <3, 2, 4, 1> 22. <4, 2, 3, 1>
5. <1, 4, 2, 3> 11. <2, 4, 1, 3> 17. <3, 4, 1, 2> 23. <4, 3, 1, 2>
6. <1, 4, 3, 2> 12. <2, 4, 3, 1> 18. <3, 4, 2, 1> 24. <4, 3, 2, 1>

Ðèñóíîê 1.
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíî-
âîê ìíîæåñòâà {1, ..., n}/{ð} â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Ýòî ñâîéñòâî ëåãêî èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ïðèâåäåííûì ïðèìå-
ðîì ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâîê
4-ãî ïîðÿäêà. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî âñå ïåðåñòàíîâêè 4-ãî ïî-
ðÿäêà ðàçáèòû íà ÷åòûðå ñòîë-
áöà, ïðè ýòîì ó ïåðåñòàíîâîê
ïåðâîãî ñòîëáöà íà 1-îé ïîçè-
öèè ðàñïîëîæåí ýëåìåíò 1, ó
âòîðîãî � ýëåìåíò 2, è òàê äà-
ëåå. Êðîìå òîãî, â êàæäîì
ñòîëáöå ýëåìåíòû, ðàñïîëî-
æåííûå â ïåðåñòàíîâêàõ ñî
2-îé ïî 4-óþ ïîçèöèè, îáðà-
çóþò ïåðåñòàíîâêè ýòèõ ýëå-
ìåíòîâ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå. Äëÿ ïåðâîãî ñòîëá-
öà ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ
2, 3, 4; äëÿ âòîðîãî � 1, 3, 4;
äëÿ òðåòüåãî � 1, 2, 4; äëÿ ÷åò-
âåðòîãî � 1, 2, 3. Îòìåòèì òàê-
æå, ÷òî â êàæäîì ñòîëáöå ýëå-
ìåíòû, ðàñïîëîæåííûå ñî
2-îé  ïî 4-óþ ïîçèöèè â ïåð-
âîé ïåðåñòàíîâêå, îáðàçóþò
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, à â ïîñëåäíåé ïåðåñòà-
íîâêå ýòè æå ýëåìåíòû ðàñïî-
ëîæåíû â óáûâàþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (ñâîéñòâî Ë1 ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû
ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêè
êàæäîãî ñòîëáöà, òî äëÿ ýëå-
ìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ ñî 2-îé ïî 4-óþ ïî-
çèöèè, ïîëíîñòüþ âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà Ë1
è Ë2. Ýòî çàìå÷àíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùå-
ìó îáîáùåíèþ ñâîéñòâà Ë2 äëÿ ïåðåñòàíî-
âîê ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà:

Ë3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  âñåõ  ïåðåñòà-
íîâîê  ìîæíî ðàçáèòü íà n*(n � 1)*...*(n � k + 1)
áëîêîâ âûáîðîì çíà÷åíèé ð1, ..., pk ýëåìåí-
òîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïåðâûõ k ïîçèöèÿõ.
Ïðè ýòîì áëîê p1, ..., pk ïðåäøåñòâóåò áëîêó
q1, ..., qk, åñëè ð1, ..., pk ìåíüøå q1 ,..., qk â ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Êðîìå òîãî, äëÿ

ïåðåñòàíîâîê êàæäîãî  òàêîãî
îáîáùåííîãî áëîêà ýëåìåíòû,
ðàñïîëîæåííûå ñ k + 1-îé ïî
n-óþ ïîçèöèè, ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ãåíåðàöèþ ïåðåñòàíî-
âîê ýòèõ ýëåìåíòîâ â ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñàìîå âàæíîå
ñâîéñòâî ëåêñèêîãðàôè÷åñêî-
ãî ïîðÿäêà, íà îñíîâå êîòî-
ðîãî ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü òå-
êóùóþ ïåðåñòàíîâêó â ñëåäó-
þùóþ. Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî
çàïèñàòü òàê:

Ë4. Ëþáàÿ òåêóùàÿ ïå-
ðåñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷è-
òåëüíîé äëÿ íåêîòîðîãî îáîá-
ùåííîãî áëîêà. Ýòîò áëîê îï-
ðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè òåêó-
ùåé ïåðåñòàíîâêè, ðàñïîëî-
æåííûìè íà ïîçèöèÿõ â êîíöå
ïåðåñòàíîâêè è ïðåäñòàâëÿþ-
ùèìè ñîáîé ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíóþ óáûâàþùóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ýëåìåí-
òîâ ïåðåñòàíîâêè. Ñïðàâåäëè-
âîñòü ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ
ñëåäóåò èç ñâîéñòâà Ë1 ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Â äàëüíåéøåì ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíóþ óáûâàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè, ðàñïî-
ëîæåííóþ íà ïîçèöèÿõ â êîí-
öå ïåðåñòàíîâêè, áóäåì íàçû-
âàòü «õâîñòîì» ïåðåñòàíîâêè.

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì ïðèâåäåííóþ
âûøå ãåíåðàöèþ ïåðåñòàíîâîê 4-ãî ïîðÿä-
êà, òîãäà:

� ïåðåñòàíîâêà <2,1,4,3> ÿâëÿåòñÿ çàê-
ëþ÷èòåëüíîé äëÿ áëîêà, ñîñòîÿùåãî èç ïå-
ðåñòàíîâîê 7. <2, 1, 3, 4> è 8. <2, 1, 4, 3>,
ýëåìåíòû 4,3 îáðàçóþò åå õâîñò;

� ïåðåñòàíîâêà <3, 1, 2, 4> ÿâëÿåòñÿ
çàêëþ÷èòåëüíîé äëÿ áëîêà, ñîñòîÿùåãî èç
îäíîé ïåðåñòàíîâêè 13. <3, 1, 2, 4>, åå õâîñò
ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà � 4;

Îñòàëüíûå n � 1 ïîçèöèé
áëîêà ... îïðåäåëÿþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà ...
â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå.
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� ïåðåñòàíîâêà <2, 4, 3, 1> ÿâëÿåòñÿ
çàêëþ÷èòåëüíîé äëÿ âòîðîãî ñòîëáöà ïðè-
âåäåííîé ãåíåðàöèè, åå õâîñò � 4, 3, 1;

� ïåðåñòàíîâêà <4, 3, 2, 1> ÿâëÿåòñÿ
çàêëþ÷èòåëüíîé äëÿ âñåé ãåíåðàöèè ïåðå-
ñòàíîâîê 4-ãî ïîðÿäêà, åå õâîñò ñîâïàäàåò
ñî âñåé ïåðåñòàíîâêîé.

Êàê æå âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ñâîé-
ñòâîì, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü òåêóùóþ ïåðå-
ñòàíîâêó â ñëåäóþùóþ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1. Âûäåëÿåì õâîñò òåêóùåé ïåðåñòà-
íîâêè.

2. Åñëè îí íå ñîâïàäàåò ñî âñåé ïåðå-
ñòàíîâêîé, òî èùåì â õâîñòå ïåðâûé ñ êîí-
öà ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíò, áîëüøèé ýëåìåí-
òà ïåðåñòàíîâêè, ðàñïîëîæåííîãî íåïîñðåä-
ñòâåííî ïåðåä åå õâîñòîì (åñëè ïåðåñòàíîâêà
ñîâïàäàåò ñî ñâîèì õâîñòîì, òî îíà ÿâëÿåò-
ñÿ çàêëþ÷èòåëüíîé âî âñåé ãåíåðàöèè).

3. Ìåíÿåì ìåñòàìè ýëåìåíò, íàéäåí-
íûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ñ ýëåìåíòîì,
ðàñïîëîæåííûì íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä õâî-
ñòîì ïåðåñòàíîâêè (ïåðåìåíó ìåñòàìè äâóõ
ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè â òåîðèè ïåðåñòà-
íîâîê îáû÷íî íàçûâàþò òðàíñïîçèöèåé ýòèõ
ýëåìåíòîâ).

4. Ðàñïîëàãàåì âñå ýëåìåíòû ïðåîáðà-
çîâàííîãî â ïóíêòå 3 õâîñòà ïåðåñòàíîâêè â
îáðàòíîì ïîðÿäêå (èíâåðòèðîâàíèå ïðåîá-
ðàçîâàííîãî õâîñòà ïåðåñòàíîâêè).

Ïðèìåðû. Ïåðåñòàíîâêà <2, 1, 4, 3>
ïðåîáðàçóåòñÿ ïî âûøåïðèâåäåííîìó àë-
ãîðèòìó â ïåðåñòàíîâêó <2, 3, 1, 4>, à ïå-
ðåñòàíîâêà <3, 1, 2, 4> â <3, 1, 4, 2>. Ðàñ-
ñìîòðèì ïåðåñòàíîâêó 15-ïîðÿäêà
<15, 2, 4, 3, 1, 13, 7, 10, 14, 12, 11, 9, 8, 6, 5>,
îíà ïðåîáðàçóåòñÿ â ïåðåñòàíîâêó
<15, 2, 4, 3, 1, 13, 7, 11, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 14>.

Óïðàæíåíèå. Â êàêèå ïåðåñòàíîâêè
ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïåðåñòàíîâêè:

à) n = 3, <2,3,1>;
á) n = 5, <2,5,4,3,1>;
â) n = 7, <4,5,2,3,1,6,7>;
ã) n = 8, <2,4,3,6,8,7,5,1>.
Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî ïðîâåñòè ôîð-

ìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî ïðå-
îáðàçîâàííàÿ ïî äàííîìó àëãîðèòìó ïåðå-
ñòàíîâêà äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñî ñëå-
äóþùåé ïîñëå òåêóùåé ïåðåñòàíîâêè â ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Îäíàêî ìû òà-
êîå äîêàçàòåëüñòâî îïóñòèì.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèâåäåííûé âûøå àë-
ãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ òåêóùåé ïåðåñòàíîâ-
êè â ñëåäóþùóþ ôîðìàëüíî ìîæíî çàïè-
ñàòü òàê:
Ïóñòü p = <p1, ..., pk, ..., pj, ..., pn>, ãäå 1 ≤ k < n,
pk < pk+1, è äëÿ q òàêèõ, ÷òî k < q < n, ñëåäóåò
pq>pq+1
(åñëè p = <n, n � 1, ..., 1>, òî k = 0),
j > k è pj > pk è äëÿ q : j < q ≤ n ñëåäóåò pq< pk;
òîãäà ñëåäóþùàÿ çà p ïåðåñòàíîâêà ïðè k ≠ 0
èìååò âèä
<p1, ..., pk�1, pj, pn, pn�1, ..., pj+1, pk, pj�1, ..., pk+1>.

Óïðàæíåíèå. Ïîñòðîéòå ãåíåðàöèþ
âñåõ ïåðåñòàíîâîê 3-ãî ïîðÿäêà â ëåêñèêîã-
ðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Òåïåðü ìû ëåãêî ìîæåì íàïèñàòü íà
ÿçûêå Ïàñêàëü àëãîðèòì ãåíåðàöèè âñåõ ïå-
ðåñòàíîâîê â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.
Îí îñíîâàí  íà ïîèñêå k è j â òåêóùåé
ïåðåñòàíîâêå, òðàíñïîçèöèè ýëåìåíòîâ pk
è pj,  è èíâåðòèðîâàíèè åå «õâîñòà» (ñì.
ëèñòèíã 1).

Êîììåíòàðèé. Íóëåâîé ýëåìåíò
âêëþ÷åí â ìàññèâ ð äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå-
÷èòü êîíåö öèêëà {ïîèñê k} ïîñëå ãåíåðà-
öèè ïîñëåäíåé ïåðåñòàíîâêè.Âûäåëÿåì õâîñò òåêóùåé ïåðåñòàíîâêè.
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Óïðàæíåíèå. Ïðîòåñòèðóéòå ïðèâå-
äåííóþ âûøå ïðîãðàììó ïðè n = 3.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ÷èòàòåëåé, çíàêîìûõ
ñ ïðîãðàììèðîâàíèåì ðåêóðñèâíûõ ïðîãðàìì
íà ÿçûêå Ïàñêàëü, íå íóæíî áûëî âûÿñíÿòü,
êàê âûãëÿäèò ñëåäóþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ïîñ-
ëå òåêóùåé â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.
Îíè ìîãëè áû ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
ðåêóðñèâíóþ ïðîãðàììó íåïîñðåäñòâåííî íà
îñíîâå ñâîéñòâ Ë1�Ë3. Ýòà ðåêóðñèâíàÿ ïðî-
ãðàììà ìîæåò áûòü íàïèñàíà òàê, êàê ïîêà-
çàíî â ëèñòèíãå 2.

Êîììåíòàðèé. Ïðîöåäóðà INVERT
ñëóæèò äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé
ïåðåñòàíîâêè (ñâîéñòâî Ë1) ïîñëå ãåíåðà-
öèè âñåõ ïåðåñòàíîâîê äàííîãî îáîáùåí-
íîãî áëîêà. Ïðîöåäóðà LEC îñóùåñòâëÿåò
ëèáî ïå÷àòü ïåðåñòàíîâêè (ñòðîêà {1}), åñëè
âñå n ïîçèöèé óæå ñôîðìèðîâàíû, ëèáî (ïî
ñâîéñòâó Ë2) ãåíåðèðóåò ïåðåñòàíîâêè n �
k + 1 ïîðÿäêà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n �
k + 1 áëîêîâ ïåðåñòàíîâîê n � k ïîðÿäêà ñ
âîçðàñòàþùèì ïî çíà÷åíèþ ýëåìåíòîì íà
k ïîçèöèè.

Òåñò n = 3 (ñì. ðèñóíîê 2).

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåäèòå ôîðìàëüíîå
äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè àëãîðèòìà ïðî-
öåäóðû LEC.

Óêàçàíèå. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè äîêàæèòå, ÷òî åñëè p[k] < ... < p[n],
òî âûçîâ LEC(k) ïðèâîäèò ê ãåíåðèðîâà-
íèþ âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà p[k], ...,
p[n] â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå ïðè íå-
èçìåííûõ çíà÷åíèÿõ p[1], ..., p[k � 1].

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ
ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ îäíîé è òîé æå çàäà-
÷è â ïðîãðàììèðîâàíèè ââåäåíî ïîíÿòèå
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðîãðàììû.
Îáû÷íî âðåìåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæ-
íîñòü ïðîãðàìì, ïðåäñòàâëåííûõ íà ÿçûêå
âûñîêîãî óðîâíÿ, îöåíèâàåòñÿ êàê ïîðÿäîê
ðîñòà ÷èñëà èñïîëíÿåìûõ îïåðàòîðîâ ïðî-
ãðàììû â çàâèñèìîñòè îò íåêîòîðîãî ïàðà-
ìåòðà èñõîäíûõ äàííûõ [3]. Îäíàêî â àëãî-
ðèòìàõ ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâîê òàêîé ïîä-
õîä ìàëîýôôåêòèâåí, òàê êàê â ïðîöåññå
ðàáîòû ëþáîãî àëãîðèòìà ãåíåðàöèè âñåõ
ïåðåñòàíîâîê ïîðîæäàåòñÿ n! ïåðåñòàíîâîê,
òî åñòü âðåìåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
âñåãäà áóäåò, ïî êðàéíåé ìåðå, O(n!) � âåëè-
÷èíà ñëèøêîì áûñòðî ðàñòóùàÿ. Ëþáàÿ
«ýêîíîìèÿ» â ðåàëèçàöèè áóäåò ñêàçûâàòü-
ñÿ òîëüêî íà êîýôôèöèåíòå ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè ïðè n!. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû óäîá-
íåå áûëî ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû
ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâîê, îáû÷íî ââîäÿò äðó-
ãèå êðèòåðèè îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

{2} k = 1 i = 3 {4} k = 2 p =  2 3 1
{2} k = 2 i = 3 {2} k = 2 i = 2
{1} k = 3 âûâîä <1 2 3> {1} k = 3 âûâîä <2 3 1>
{3} k = 2 i = 3 p = 1 3 2 {3} k = 1 i = 2 p =  3 2 1
{4} k = 2 p = 1 3 2 {4} k = 1 p =  3 1 2
{2} k = 2 i = 2 {2} k = 1 i = 3
{1} k = 3 âûâîä <1 3 2 {3} k = 2 i = 3
{3} k = 1 i = 3 p = 2 3 1 {1} k = 3 i = 3 âûâîä <3 1 2>
{4} k = 1 p = 2 1 3 {3} k = 2 i = 3 p =  3 2 1
{2} k = 2 i = 2 {4} p =  3 2 1
{2} k = 2 i = 3 {2} k = 2 i = 2
{1} k = 3 âûâîä<2 1 3> {3} k = 3 âûâîä <3 2 1>
{3} k = 2 i = 3 p = 2 3 1

Ðèñóíîê 2. Òåñò n = 3.

Ïðîöåäóðà INVERT ñëóæèò äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåñòàíîâêè...
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Ëèñòèíã 1.

program LEX;
 const  n=...;       {ïîðÿäîê ïåðåñòàíîâîê}
 var ð : array [0..n] of 0..n;  {òåêóùàÿ ïåðåñòàíîâêà}
         k : 0..n; j,r,m : 1..n;
 begin
   for k:=0 to n do p[k]:=k;    {çàäàíèå íà÷àëüíîé ïåðåñòàíîâêè}
   k:=1;
   while k<> 0 do
     begin
     for k:=1 to n do write(p[k]); writeln; {âûâîä ïåðåñòàíîâêè}
      k:=n-1; while p[k]>p[k+1] do k:=k-1;    {ïîècê k}
      j:=n;  while p[k]>p[j] do j:=j-1;       {ïîèñê j}
      r:=p[k]; p[k]:=p[j]; p[j]:=r;           {òðàíñïîçèöèÿ ðê è pj}
      j:=n; m:= k+1;
      while  j>m do             {èíâåðòèðîâàíèå õâîñòà ïåðåñòàíîâêè}
       begin r:=p[j]; p[j]:=p[m]; p[m]:=r; j:=j-1; m:=m+1 end
     end
 end.

Ëèñòèíã 2.

program LEX1 (output);
   const n=...;   {n ïîðÿäîê ïåðåñòàíîâîê}
   var p : array [1..n] of 1..n;
       i,r : 1..n;
   procedure INVERT (m : integer); {èíâåðòèðîâàíèå p[m]...p[n] }
       var i,j: 1..n;
       begin i:=m; j:=n;
          while i<j do begin r:=p[i]; p[i]:=p[j]; p[j]:=r;
                            i:=i+1; j:=j-1
                      end
       end {INVERT};
 procedure Lec (k:integer);
   var i : 1..n;
   begin
      if  k=n then
  {1}      begin for  i:=1 to n do write (p[i]); writeln end
        else
           for  i:=n downto k do
  {2}        begin
               LEC (k+1);
               if i>k then
                      begin
                         r:=p[i]; p[i]:=p[k]; p[k]:=r;
  {3}                   INVERT (k+1)
  {4}                 end
             end
  end {LEC};
 begin
    for i:=1 to n do p[i]:=i;
    LEC (1)
 end.
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Ãåíåðàöèÿ ïåðåñòàíîâîê

Ó×ÅÁÍÀß ÌÀÑÒÅÐÑÊÀß

Êîñòèí Âëàäèìèð Àíäðååâè÷,
äîöåíò êàôåäðû èíôîðìàòèêè
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÑÏÁÃÓ.

íîñòè. Çäåñü ðàçóìíî ââåñòè äâà êðèòåðèÿ �
êîëè÷åñòâî òðàíñïîçèöèé ýëåìåíòîâ ïåðå-
ñòàíîâêè, âûïîëíÿåìûõ â ñðåäíåì ïðè ãå-
íåðàöèè îäíîé ïåðåñòàíîâêè, è àíàëîãè÷-
íîå ñðåäíåå ÷èñëî âûçîâîâ ïðîöåäóðû LEC
êàê ôóíêöèè îò n-ïîðÿäêà ïåðåñòàíîâîê. Ñ
îöåíêàìè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ãåíå-
ðàöèè ïåðåñòàíîâîê â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [4].

Íàðÿäó ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿä-
êîì, äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ãåíåðè-
ðîâàíèå ïåðåñòàíîâîê â àíòèëåêñèêîãðàôè-
÷åñêîì ïîðÿäêå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f = <a1, ..., an>,
g = <b1, ..., bn>, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f < g â
àíòèëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, åñëè ñó-
ùåñòâóåò k ≤ n òàêîå, ÷òî  ak > bk è aq = bq
äëÿ q > k.

Ïðèìåð. Ïðè n = 4 â àíòèëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå ïåðåñòàíîâêè ðàñïîëàãà-
þòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.

Óïðàæíåíèå.
1. Ñôîðìóëèðóéòå ñâîéñòâà À1�À3

àíòèëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà, àíàëî-
ãè÷íûå ñâîéñòâàì Ë1�Ë3 äëÿ ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

2. Îïðåäåëèòå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íå-
êîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé è íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóþùåé çà íåé â àíòèëåêñèêîãðàôè÷åñ-
êîì ïîðÿäêå.

3. Ïîñòðîéòå íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì
ANTYLEX, ïîðîæäàþùèé âñå ïåðåñòàíîâ-
êè â àíòèëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå
(ñðàâíèòå ñ [1]).

4. Ïîñòðîéòå ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì
ANTYLEX1, ïîðîæäàþùèé âñå ïåðåñòàíîâ-
êè â àíòèëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Äëÿ ÷èòàòåëåé, èíòåðåñóþùèõñÿ äðó-
ãèìè ïîäõîäàìè ê ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâîê,
à òàêæå ãåíåðàöèÿìè ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ îáúåêòîâ, ìîæíî ïîðåêîìåí-
äîâàòü ìîíîãðàôèþ [4], êîòîðóþ îòëè÷àåò
óäà÷íîå ñî÷åòàíèå êîìïàêòíîñòè èçëîæåíèÿ
ñ âåñüìà ïîäðîáíîé ðàçðàáîòêîé òåìû.

1. <1, 2, 3, 4> 7.  <1, 2, 4, 3> 13. <1, 3, 4, 2> 19. <2, 3, 4, 1>
2. <2, 1, 3, 4> 8.  <2, 1, 4, 3> 14. <3, 1, 4, 2> 20. <3, 2, 4, 1>
3. <1, 3, 2, 4> 9.  <1, 4, 2, 3> 15. <1, 4, 3, 2> 21. <2, 4, 3, 1>
4. <3, 1, 2, 4> 10. <4, 1, 2, 3> 16. <4, 1, 3, 2> 22. <4, 2, 3, 1>
5. <2, 3, 1, 4> 11. <2, 4, 1, 3> 17. <3, 4, 1, 2> 23. <3, 4, 2, 1>
6. <3, 2, 1, 4> 12. <4, 2, 1, 3> 18. <4, 3, 1, 2> 24. <4, 3, 2 ,1>

Ðèñóíîê 3.
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