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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êàæäûé ãîä çèìîé è ëåòîì â Ðîññèè
ïðîâîäÿòñÿ ó÷åáíî-òðåíèðîâî÷íûå ñáîðû
ïî èíôîðìàòèêå. Öåëüþ ýòèõ ñáîðîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ôîðìèðîâàíèå è ïîäãîòîâêà ñáîðíîé
êîìàíäû øêîëüíèêîâ Ðîññèè ïî èíôîðìà-
òèêå íà ìåæäóíàðîäíóþ îëèìïèàäó IOI [16].
Ïðåïîäàâàòåëÿìè íà ñáîðàõ îáû÷íî ÿâëÿ-
þòñÿ ñòóäåíòû è àñïèðàíòû ðàçëè÷íûõ âó-
çîâ ñòðàíû, â îñíîâíîì ÌÃÓ è ÑÏáÃÈÒÌÎ
(ÒÓ), â ÷àñòíîñòè, â ñîñòàâ æþðè ïîñëå-
äíèõ ñáîðîâ âõîäèëè è àâòîðû ýòîé ñòàòüè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðîâåíü ñëîæ-
íîñòè òåîðåòè÷åñêèõ ëåêöèé è çàäà÷, êî-
òîðûå ïðåäëàãàþòñÿ íà ñáîðàõ, òðàäèöè-
îííî äîñòàòî÷íî âûñîê. Çàäà÷è è ìàòåðè-
àëû ëåêöèé ïîñëåäíèõ ñáîðîâ ìîæíî íàéòè
íà ñàéòàõ [17] è [18]. Òàêæå áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûõ ñáîðîâ ìîæ-
íî íàéòè â çàìå÷àòåëüíîé êíèãå [1].

Ïîñêîëüêó â ïîñëåäíèå ãîäû ñîñòàâ
ó÷àñòíèêîâ ñáîðîâ ñóùåñòâåííî îáíîâèë-
ñÿ, ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü â âûÿñíåíèè
óðîâíÿ çíàíèé øêîëüíèêîâ, ïðèãëàøåí-
íûõ íà ñáîðû, ñ öåëüþ ñîñòàâëåíèÿ è äàëü-
íåéøåé êîððåêòèðîâêè ïëàíà ëåêöèé. Äëÿ
ýòîãî àâòîðàìè äàííîé ñòàòüè áûë ñîñòàâ-
ëåí òåñò, êîòîðûé è ïðèâåäåí íèæå. Ðå-
çóëüòàòû òåñòà ïîñëóæèëè îðèåíòèðîì,
ïîêàçûâàþùèì íåîáõîäèìîñòü îñâåùåíèÿ
íà ëåêöèÿõ òåõ èëè èíûõ òåì.

Ïðåäëàãàåì è Âàì ïîïðîáîâàòü ñâîè
ñèëû è îòâåòèòü íà âîïðîñû òåñòà. Ñòîèò
çàìåòèòü, ÷òî â òåñòå åñòü êàê î÷åíü ïðî-
ñòûå, òàê è âåñüìà ñëîæíûå âîïðîñû. Áîëü-
øèíñòâî ó÷àñòíèêîâ ñáîðîâ óñïåøíî ñïðà-

âèëîñü ëèøü ñ 20�30% âîïðîñîâ. È ëèøü
íàèáîëåå ñèëüíûå øêîëüíèêè, êîòîðûå â
ðåçóëüòàòå è ñîñòàâèëè ñáîðíóþ êîìàíäó
ñòðàíû, îòâåòèëè ïðàâèëüíî íà áîëüøèí-
ñòâî âîïðîñîâ (îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ðå-
çóëüòàòû òåñòà íà îòáîð â êîìàíäó íàïðÿ-
ìóþ íå âëèÿëè, ïðîñòî êîððåëÿöèÿ ìåæäó
ðåçóëüòàòîì òåñòà è ðåçóëüòàòîì, ïîêàçàí-
íûì øêîëüíèêîì íà ñáîðàõ, áûëà äîñòà-
òî÷íî õîðîøî çàìåòíà).

Îñîáî ñëåäóåò âûäåëèòü ðåçóëüòàò
òðåõêðàòíîãî ÷åìïèîíà Ðîññèè, äâóêðàò-
íîãî ìåäàëèñòà ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàä
è ÷ëåíà êîìàíäû-ïîáåäèòåëÿ ïîñëåäíåé
Âñåðîññèéñêîé êîìàíäíîé îëèìïèàäû
øêîëüíèêîâ Ïåòðà Ìèòðè÷åâà. Îí íå ïðî-
ñòî äàë ïðàâèëüíûå îòâåòû íà ïîäàâëÿþ-
ùåå áîëüøèíñòâî âîïðîñîâ òåñòà, íî è
ïîìîã ÷ëåíàì æþðè èñïðàâèòü íåêîòîðûå
íåòî÷íîñòè, äîïóùåííûå èìè â ïåðâîíà-
÷àëüíîì âàðèàíòå òåñòà.

Òàê ÷òî ñâîè ðåçóëüòàòû ñëåäóåò îöå-
íèâàòü ëîÿëüíî. Æåëàþùèõ æå ïîäðîáíåå
îçíàêîìèòüñÿ ñ òåìàìè, ïîäíÿòûìè â ýòîì
òåñòå, îòñûëàåì ê êíèãàì è ññûëêàì, ïðè-
âåäåííûì â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

ÒÅÑÒ

ÑÎÐÒÈÐÎÂÊÀ È ÏÎÈÑÊ
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1. Çàïîëíèòå òàáëèöó ïàðàìåòðîâ ðàç-
ëè÷íûõ ñîðòèðîâîê (N � ÷èñëî ýëåìåíòîâ)

Ïðèìå÷àíèå: Tmax � ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ
ðàáîòû, Mmax � ìàêñèìàëüíûé îáúåì äî-
ïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè, Cmax � ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî ñðàâíåíèé. Âåçäå äîñòàòî÷íî
óêàçàòü òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè
ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, íàïðèìåð Cmax
åñòü N 2 äëÿ ñîðòèðîâêè ïóçûðüêîì.

2. Ïåðâîíà÷àëüíîå ïîñòðîåíèå ïèðà-
ìèäû â àëãîðèòìå heapsort ïðîèçâîäèòñÿ
çà âðåìÿ
¨ log n ¨ n1/2 ¨ n
¨ n log n ¨ n2

3. Ïðîöåäóðà «ïðîñåèâàíèÿ» (sift) â
àëãîðèòìå heapsort ïðîèçâîäèòñÿ çà âðåìÿ
¨ log n ¨ n1/2 ¨ n
¨ n log n ¨ n2

4. Ïóñòü ìàññèâ a [1..n] ñîäåðæèò ïè-
ðàìèäó. Òîãäà ïðåäîê âåðøèíû ñ íîìå-
ðîì i � ýòî âåðøèíà ñ íîìåðîì
¨ 1 ¨ i ¨ i � 1
¨ i + 1 ¨ i div 2 ¨ (i div 2) + 1

5. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàññèâ a [1..n]
ñîäåðæèò ïèðàìèäó, åñëè
¨ a[i] � âñå ðàçëè÷íûå
¨ a[1] ≤ a[2] ≤ ... ≤ a[n]
¨ a[i] ≥ a[2*i], a[i] ≥ a[2*i+1] ïðè âñåõ

äîïóñòèìûõ i
¨ a[2*i] ≥ a[2*i + 1] ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ i

ÒÅÎÐÈß ÃÐÀÔÎÂ

6. Êðèòåðèåì íàëè÷èÿ â ãðàôå öèê-
ëà îòðèöàòåëüíîãî âåñà ïðè ïðèìåíåíèè ê
íåìó àëãîðèòìà Ôëîéäà ñëóæèò
¨ çàöèêëèâàíèå àëãîðèòìà
¨ çàâåðøåíèå àëãîðèòìîì ðàáîòû
¨ îáíóëåíèå ìàòðèöû îöåíîê ðàññòîÿíèé

¨ ïîÿâëåíèå â ìàòðèöå îòðèöàòåëüíûõ çíà-
÷åíèé

¨ ïîÿâëåíèå íà äèàãîíàëè ìàòðèöû îò-
ðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé

7. Çàïîëíèòå òàáëèöó ïàðàìåòðîâ
ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ (N � ÷èñ-
ëî âåðøèí â ãðàôå, M � ÷èñëî ðåáåð).

Ïðèìå÷àíèå: SS (single source) � ïî-
èñê ðàññòîÿíèé îò ôèêñèðîâàííîé âåðøè-
íû (äà/íåò), W+� òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëü-
íîñòè âåñîâ ðåáåð (äà/íåò), T � âðåìÿ ðà-
áîòû (ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñ òî÷íî-
ñòüþ äî êîíñòàíòû).

8. Ïîñëå k èòåðàöèé âíåøíåãî öèê-
ëà àëãîðèòìà Ôëîéäà ýëåìåíò a[i, j] ìàò-
ðèöû ðàññòîÿíèé ñîäåðæèò
¨ êðàò÷àéøóþ äëèíó ïóòè îò âåðøèíû i

äî âåðøèíû j
¨ êðàò÷àéøóþ äëèíó ïóòè, ñîñòîÿùåãî íå

áîëåå ÷åì èç k ðåáåð, îò âåðøèíû i äî
âåðøèíû j

¨ êðàò÷àéøóþ äëèíó ïóòè, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç âåðøèíû ñ íîìåðàìè íå áîëåå k,
îò âåðøèíû i äî âåðøèíû j

9. Ïîñëå k èòåðàöèé âíåøíåãî öèê-
ëà àëãîðèòìà Ôîðäà-Áåëëìàíà ýëåìåíò d[i]
ìàññèâà ðàññòîÿíèé ñîäåðæèò
¨ êðàò÷àéøóþ äëèíó ïóòè äî âåðøèíû i

Àëãîðèòì Tmax Mmax Ñmax

Ñîðòèðîâêà ïóçûðüêîì
(bubble sort)

Ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì
(merge sort)

Ñîðòèðîâêà ïèðàìèäîé
(heap sort)

Áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà
(quick sort)

Àëãîðèòì SS W+ T
àëãîðèòì Ôëîéäà

àëãîðèòì Ôîðäà-Áåëëìàíà

àëãîðèòì Äåéêñòðû

(ïðîñòåéøèé âàðèàíò)

àëãîðèòì Äåéêñòðû

(ñ ïèðàìèäîé)

àëãîðèòì Äåéêñòðû

(ñ ôèáîíà÷÷èåâûìè êó÷àìè)
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¨ êðàò÷àéøóþ äëèíó ïóòè, ñîñòîÿùåãî íå
áîëåå ÷åì èç k ðåáåð, äî âåðøèíû i

¨ êðàò÷àéøóþ äëèíó ïóòè, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç âåðøèíû ñ íîìåðàìè íå áîëåå k,
äî âåðøèíû i

10. Ìîæíî ëè ïðèìåíèòü (ñëåãêà ìî-
äèôèöèðîâàííûé) àëãîðèòì Äåéêñòðû äëÿ
ïîèñêà íàèìåíüøåãî ïî âåñó ïóòè èç îä-
íîé âåðøèíû âî âñå îñòàëüíûå, åñëè âå-
ñîì ïóòè ñ÷èòàåòñÿ
¨ ïðîèçâåäåíèå âåñîâ ðåáåð, âåñà ðåáåð

íåîòðèöàòåëüíû
¨ ïðîèçâåäåíèå âåñîâ ðåáåð, âåñà ðåáåð ≥ 1
¨ âåñ íàèìåíüøåãî ðåáðà â ïóòè
¨ âåñ íàèáîëüøåãî ðåáðà â ïóòè
¨ ñóììà âåëè÷èí, îáðàòíûõ âåñàì ðåáåð,

âåñà ðåáåð ïîëîæèòåëüíû
¨ êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñóììû êâàäðà-

òîâ âåñîâ ðåáåð
¨ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âåñîâ ðåáåð,

âåñà ðåáåð íåîòðèöàòåëüíû
¨ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå âåñîâ ðåáåð,
âåñà ðåáåð ïîëîæèòåëüíû

11. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì,
ñ÷èòàÿ, ÷òî â ìàòðèöå à[1..n, 1..n] çàäàíû
âåñà ðåáåð âçâåøåííîãî îðèåíòèðîâàííî-
ãî ãðàôà ñ n âåðøèíàìè, ãäå íåêîòîðûå
ñèìâîëû çàìåíåíû çíàêàìè âîïðîñà. Íà
êàêèå ñèìâîëû ñëåäóåò çàìåíèòü ýòè çíà-
êè âîïðîñà, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ àëãîðèòì
Ôëîéäà?

for i = 1..n do
 for j = 1..n do
 for k = 1..n do
  a[?][?] <- min(a[?][?], a[?][?] + a[?][?])

¨ ijijikkj ¨ ijijikjk
¨ jkjkjiik ¨ jkjkjiki
¨ ikikijjk ¨ ikikijkj

12. Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ
(ÎÃ � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ÍÎÃ� íåî-
ðèåíòèðîâàííûé ãðàô)
¨ Â ÍÎÃ ñ N âåðøèíàìè íå ìåíåå N � 1

ðåáåð
¨ Â äåðåâå ñ N âåðøèíàìè íå ìåíåå N � 1

ðåáåð
¨ Åñëè â ÍÎÃ N âåðøèí è N � 1 ðåáåð,

òî îí ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì
¨ Åñëè â ÎÃ ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëüíûé ïóòü,

òî â íåì ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëüíûé öèêë

¨ Åñëè â ÍÎÃ ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëüíûé
ïóòü, òî â íåì ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëü-
íûé öèêë

¨ Åñëè â ÎÃ ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëüíûé
ïóòü, òî â íåì ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëü-
íûé ïðîñòîé ïóòü

¨ Åñëè â ÍÎÃ ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëüíûé
ïóòü, òî â íåì ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëü-
íûé ïðîñòîé ïóòü

¨ Åñëè â ÎÃ ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëüíûé
öèêë, òî â íåì ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëü-
íûé ïðîñòîé öèêë

¨ Åñëè â ÍÎÃ ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëüíûé
öèêë, òî â íåì ñóùåñòâóåò îòðèöàòåëü-
íûé ïðîñòîé öèêë

¨ Åñëè â ÎÃ c N âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò
îòðèöàòåëüíûé öèêë, òî â íåì ñóùå-
ñòâóåò îòðèöàòåëüíûé öèêë, ñîäåðæà-
ùèé íå áîëåå N ðåáåð

¨ Åñëè â ÍÎÃ c N âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò
îòðèöàòåëüíûé öèêë, òî â íåì ñóùå-
ñòâóåò îòðèöàòåëüíûé öèêë, ñîäåðæà-
ùèé íå áîëåå N ðåáåð

13. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óòâåðæ-
äåíèÿ ïðî íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ÷èñ-
ëîì âåðøèí N ≥ 3:
(a) ãðàô äâóäîëüíûé
(b) ãðàô íå èìååò öèêëîâ
(c) âñå öèêëû ãðàôà èìåþò ÷åòíóþ äëèíó
(d) ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì
(e) ãðàô ÿâëÿåòñÿ ëåñîì
(f) ãðàô ñâÿçåí
(g) ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
(h) ãðàô ñîäåðæèò N âåðøèí è N � 1 ðåáðî
(i) ãðàô íå ñîäåðæèò ðåáåð
(j) â ãðàôå èç ëþáîé âåðøèíû â ëþáóþ
ñóùåñòâóåò ïóòü
(k) â ãðàôå îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ (f)
è (h)
(l) â ãðàôå ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ïðî-
ñòîé ïóòü èç ëþáîé âåðøèíû â ëþáóþ

Çàïîëíèòå òàáëèöó 1, ïîñòàâèâ êðå-
ñòèê â ïîçèöèè (i, j) (i � íîìåð ñòðîêè, j �
ñòîëáöà), åñëè èç i-ãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäó-
åò j-å. Â îêíå ñïðàâà íàðèñóéòå îðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô, äëÿ êîòîðîãî òàáëèöà ñëåâà
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè. Ïîñòàðàé-
òåñü, ÷òîáû æþðè ìîãëî ñðàçó ïîíÿòü, ÷òî
Âàø ãðàô ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.
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14. Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïà-
ðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû
(x1, y1) è (x2, y2) ðàâíà
¨ 0 ¨ x1y1 + x2y2
¨ x1y1 � x2y2 ¨ x1y2 � x2y1
¨ x1y2 + x2y1

15. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæå-
íî N òî÷åê, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî èõ âû-
ïóêëàÿ îáîëî÷êà � íå áîëåå ÷åì 10-óãîëü-
íèê. Òîãäà äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ áîëåå ýô-
ôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì
¨ Äåéêñòðû ¨ Äæàðâèñà
¨ Ôëîéäà ¨ Ôîðäà-Áåëëìàíà
¨ Ãðýõåìà

16. Íàèáîëåå ìåäëåííîé ÷àñòüþ àë-
ãîðèòìà Ãðýõåìà ÿâëÿåòñÿ
¨ îáõîä âûïóêëîé îáîëî÷êè ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ñòåêà
¨ âû÷èñëåíèå ïîëÿðíûõ óãëîâ
¨ ïîèñê êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé
¨ ñîðòèðîâêà ïîëÿðíûõ óãëîâ

¨ ïîñòðîåíèå òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
¨ âçëîì êðèïòîñèñòåìû RSA

17. Ïóñòü ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíè-
åì Ax + By + C = 0, òîãäà ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè (x0, y0) äî äàííîé ïðÿìîé ðàâíî

¨ 00 ByAx +

¨ CByAx ++ 00

¨ 
22

00 BACByAx +++

¨ 
222

00 CBACByAx ++++

¨ 
222

00 CBAByAx +++

¨ 
22

00 BAByAx ++

ÒÅÎÐÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÀÂÒÎÌÀÒÎÂ
È ÊÎÍÒÅÊÑÒÍÎ-ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÃÐÀÌÌÀÒÈÊ

CFG = context-free grammar, DFA =
deterministic finite automaton, NFA = non-
deterministic finite automaton

a b c d e f g h i j k l

a

b

c

d

e

f

g

h

i

j

k

l

Òàáëèöà 1.
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18. ßçûê {an : n ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ
¨ ðåãóëÿðíûì, íî íå êîíòåêñòíî-ñâîáîä-

íûì
¨ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì, íî íå ðåãóëÿð-

íûì
¨ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì è ðåãóëÿðíûì
¨ íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì è íå ðåãó-

ëÿðíûì

19. ßçûê {anbn : n ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ
¨ ðåãóëÿðíûì, íî íå êîíòåêñòíî-ñâîáîä-

íûì
¨ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì, íî íå ðåãóëÿð-

íûì
¨ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì è ðåãóëÿðíûì
¨ íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì è íå ðåãó-

ëÿðíûì

20. ßçûê {anbncn : n ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ
¨ ðåãóëÿðíûì, íî íå êîíòåêñòíî-ñâîáîä-

íûì
¨ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì, íî íå ðåãóëÿð-

íûì
¨ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì è ðåãóëÿðíûì
¨ íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì è íå ðåãó-

ëÿðíûì

21. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðåãó-
ëÿðíîñòè êàæäîãî àâòîìàòíîãî ÿçûêà èñ-
ïîëüçóåò ïðèåì, àíàëîãè÷íûé øàãó àëãî-
ðèòìà
¨ Äåéêñòðû ¨ Äæàðâèñà
¨ Ôëîéäà ¨ Ôîðäà-Áåëëìàíà
¨ Ãðýõåìà

22. Ïóñòü NFA èìååò n ñîñòîÿíèé,
òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé åìó DFA âñåãäà
èìååò íå áîëåå
¨ 1 ¨ n ¨ 2n

¨ n2 ¨ n! ñîñòîÿíèé

23. Àëãîðèòì Êíóòà-Ìîððèñà-Ïðàò-
òà èùåò ïîäñòðîêó äëèíû M â ñòðîêå äëè-
íû N çà âðåìÿ
¨ MN ¨ M log N
¨ N log M ¨ M + N

24. Âûáåðåòå âåðíûå ñâîéñòâà àëãî-
ðèòìà ïîñòðîåíèÿ ε-çàìûêàíèÿ (ε-closure)
NFA
¨ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû â îáùåì ñëó÷àå ÿâ-

ëÿåòñÿ NFA
¨ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû âñåãäà ÿâëÿåòñÿ DFA

¨ â ïîëó÷åííîì àâòîìàòå íåò ε-ïåðåõî-
äîâ

¨ â ïîëó÷åííîì àâòîìàòå èç âåðøèíû íå
ìîæåò èäòè ïàðà ðåáåð ñ îäèíàêîâûìè
ïîìåòêàìè

¨ â ïîëó÷åííîì àâòîìàòå èç âåðøèíû
ìîæåò èäòè ïàðà ðåáåð ñ îäèíàêîâûìè
ïîìåòêàìè

25. Èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå àëãîðèò-
ìà Ðàáèíà-Êàðïà ïîèñêà ïîäñòðîê
¨ ρ-ýâðèñòèêà Ïîëëàðäà
¨ õåøèðîâàíèå
¨ êýøèðîâàíèå
¨ ëèíåàðèçàöèÿ
¨ èíòåðïîëÿöèÿ
¨ ýêñòðàïîëÿöèÿ
¨ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîå ïðîåêòèðî-

âàíèå

ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ

26. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è
íà÷èíàåòñÿ òàê:
¨ 1, 2, 3, 4... ¨ 1, 4, 9, 16...
¨ 1, 3, 5, 7... ¨ 1, 1, 2, 3...
¨ 2, 3, 5, 7...

27. Â ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè n îòêðûâàþùèõ ñêîáîê. Òîã-
äà ÷èñëî çàêðûâàþùèõ ñêîáîê ðàâíî:
¨ íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü
¨ n/2 ¨ 2n     ¨ n
¨ n + 1 ¨ n � 1

28. ×èñëî ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé èç n ïàð ñêîáîê ðàâíî
¨ 2n

¨ n-îìó ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è
¨ (n � 1)-îìó ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è
¨ (n + 1)-îìó ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è
¨ n-îìó ÷èñëó Êàòàëàíà
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¨ (n � 1)-îìó ÷èñëó Êàòàëàíà
¨ (n + 1)-îìó ÷èñëó Êàòàëàíà
¨ n!
¨ n-îìó ÷èñëó Êàðìàéêëà

29. ×èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç n
íóëåé è åäèíèö áåç äâóõ åäèíèö ïîäðÿä
ðàâíî
¨ 2n

¨ n-îìó ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è
¨ (n + 1)-îìó ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è
¨ (n + 2)-îìó ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è
¨ n-îìó ÷èñëó Êàòàëàíà
¨ (n + 1)-îìó ÷èñëó Êàòàëàíà
¨ (n + 2)-îìó ÷èñëó Êàòàëàíà
¨ n!
¨ n-îìó ÷èñëó Êàðìàéêëà

30. n-å ÷èñëî Êàòàëàíà ðàâíî

¨ n! ¨ 
2

)!(

)!2(

n

n
¨ 

2
)!()1(

)!2(

nn

n

+
¨ 

!

)!2(

n

n

31. Ôîðìóëà Êýëè óòâåðæäàåò, ÷òî
÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà
N âåðøèíàõ ðàâíî _________

32. Òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà íà
n ýëåìåíòàõ ÿâëÿåòñÿ
¨ ÷åòíîé ¨ íå÷åòíîé
¨ çàâèñèò îò n

33. Ïóñòü èìååòñÿ ïåðåñòàíîâêà èç
n ýëåìåíòîâ è O(1) äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿ-
òè. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ ïî-
çâîëÿþò âû÷èñëèòü åå ÷åòíîñòü çà âðåìÿ
O(n log n)?
¨ ñîðòèðîâêà ïóçûðüêîì (bubble sort)
¨ ñîðòèðîâêà ïèðàìèäîé (heap sort)
¨ ñîðòèðîâêà ñëèÿíèåì (merge sort)
¨ áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà (quick sort)

34. Äåêðåìåíò ïåðåñòàíîâêè íà n
ýëåìåíòàõ ðàâåí
¨ ÷èñëó íåçàâèñèìûõ öèêëîâ (âêëþ÷àÿ

öèêëû äëèíû 1)
¨ ÷èñëó íåïîäâèæíûõ òî÷åê
¨ n � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ (âêëþ-

÷àÿ öèêëû äëèíû 1)
¨ n � ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê

35. Íàèìåíüøåå ÷èñëî òðàíñïîçè-
öèé, íà êîòîðîå ìîæíî ðàçëîæèòü ïåðå-
ñòàíîâêó, ðàâíî

¨ ÷èñëó íåçàâèñèìûõ öèêëîâ (âêëþ÷àÿ
öèêëû äëèíû 1)

¨ äåêðåìåíòó
¨ ÷èñëó íåïîäâèæíûõ òî÷åê
¨ ïåðìàíåíòó

36. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó âêëþ÷åíèÿ-
èñêëþ÷åíèÿ äëÿ n ìíîæåñòâ. ×èñëî (íå-
òðèâèàëüíûõ) ñëàãàåìûõ â àëüòåðíèðîâàí-
íîé ñóììå ðàâíî
¨ n! ¨ n ¨ 2n ¨ 2n � 1

ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-×ÈÑËÎÂÛÅ
È ÏÎËÓ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ

37. Ïóñòü ñðàâíåíèå 
1

a
n−

 )(mod1 n≡
(òåñò ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà) äëÿ ìîäóëÿ n
äàë ïîëîæèòåëüíûé îòâåò äëÿ âñåõ îñíî-
âàíèé îò 1 äî n � 1. Òîãäà ìîæíî óòâåðæ-
äàòü, ÷òî
¨ íè÷åãî íåëüçÿ óòâåðæäàòü
¨ òàêîãî íå áûâàåò
¨ n � ïðîñòîå èëè ÷èñëî Êàðìàéêëà
¨ n � ñîñòàâíîå
¨ n � ÷èñëî Êàðìàéêëà
¨ n � ÷èñëî Ôåðìà
¨ n � ïðîñòîå ÷èñëî Ôåðìà
¨ n � ïðîñòîå

38. Ýâðèñòè÷åñêàÿ îöåíêà âðåìåíè
ðàáîòû ρ-ýâðèñòèêè Ïîëëàðäà åñòü

¨ log n ¨ n  ¨ n1/2

¨ n1/4 ¨ n1/8

39. ×èñëà Êàðìàéêëà ÿâëÿþòñÿ
¨ ïðîñòûìè
¨ ñîñòàâíûìè



33

Òåñò ïî «Computer Science»

ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

¨ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå òàêîå ÷èñëî,
è îíî ðàâíî åäèíèöå

40. Äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëà n íà ïðîñòîòó
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åãî îñòàòêè îò äå-
ëåíèÿ íà ÷èñëà äî
¨ log n ¨ 10! ¨ n1/3 ¨ n1/2

41. Íåíóëåâîé âû÷åò a îáðàòèì ïî
ìîäóëþ m, åñëè è òîëüêî åñëè
¨ âñåãäà îáðàòèì ¨ m � ïðîñòîå
¨ m íå äåëèòñÿ íà a ¨ a � ïðîñòîå
¨ m è a âçàèìíî ïðîñòû

 42. Àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë óòâåðæäàåò, ÷òî
÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
n, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî
¨ n/2 ¨ n1/2   ¨ n1/3

¨ n / ln n ¨ n / ln ln n

43. Íàèáîëåå áûñòðûé èç èçâåñòíûõ
àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿåò óìíîæàòü äâîè÷íûå
n-ðàçðÿäíûå ÷èñëà çà
¨ n ¨ n2

¨ n! ¨ n log n
¨ n log n log log n log log log n
¨ n log n log log n áèòîâûõ îïåðàöèé.

44. Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ
(ÏÔ = ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå; ÎÏÔ = îá-
ðàòíîå ÏÔ):
¨ ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà èõ

ïîýëåìåíòíîìó ïðîèçâåäåíèþ
¨ ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà ÏÔ

îò èõ ïîýëåìåíòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
¨ ÏÔ îò ñâåðòêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâ-

íî ïîýëåìåíòíîìó ïðîèçâåäåíèþ èõ ÎÏÔ
¨ ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà ÎÏÔ

îò ïîýëåìåíòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èõ ÏÔ

45. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
(ÁÏÔ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåáóåò âðåìåíè
¨ n ¨ n2   ¨ n3

¨ n4 ¨ n2 log n  ¨ n log n

46. Êðèòåðèåì ðàçðåøèìîñòè â öå-
ëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ ax + by = c ÿâëÿåò-
ñÿ óñëîâèå
¨ äàííîå óðàâíåíèå âñåãäà ðàçðåøèìî
¨ ÍÎÄ (a, b) äåëèò c
¨ ñ äåëèò ÍÎÄ (a, b)
¨ c = 1
¨ ÍÎÄ (a, b) = 1

¨ ÍÎÄ (a, b, c) = 1
¨ ÍÎÄ (a, b) = c

ËÈÍÅÉÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ
È ÒÅÎÐÈß ÌÀÒÐÎÈÄÎÂ

47. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Ãàóññà
ðåøåíèÿ ñèñòåì n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé åñòü
¨ log n ¨ n   ¨ n2

¨ n3 ¨ n4

48. Âûáîð ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäó-
ëþ ýëåìåíòà â êà÷åñòâå âåäóùåãî â àëãî-
ðèòìå Ãàóññà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
¨ óñêîðåíèÿ ðàáîòû
¨ óïðîùåíèÿ àëãîðèòìà
¨ óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè

49. Ïóñòü â ñâÿçíîì ãðàôå n âåðøèí
è m ðåáåð. Òîãäà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå,
êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü ðàíãîâàÿ ôóíê-
öèÿ åãî öèêëè÷åñêîãî ìàòðîèäà, ðàâíî
¨ 0 ¨ 1 ¨ m
¨ n ¨ m � n ¨ n � m
¨ m � 1 ¨ n � 1 ¨ min (n, m)
¨ max (n, m)

50. Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ:
¨ ðàíã îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ åñòü ñóììà

ðàíãîâ ñëàãàåìûõ
¨ ðàíã îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ íå áîëüøå

ñóììû ðàíãîâ ñëàãàåìûõ
¨ ïîäìíîæåñòâî áàçû åñòü áàçà
¨ ïîäìíîæåñòâî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà

åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
¨ âñå áàçû ìàòðîèäà ðàâíîìîùíû
¨ âñå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà ìàòðîèäà

ðàâíîìîùíû

51. Ïîèñê íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòà-
íèÿ â äâóäîëüíîì ãðàôå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
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¨ ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî
ìíîæåñòâà â ìàòðîèäå

¨ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìàòðîèäîâ
¨ îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìàòðîèäîâ

52. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñåìåéñòâ
ìíîæåñòâ îáðàçóþò ñåìåéñòâî íåçàâèñè-
ìûõ ìíîæåñòâ ìàòðîèäà?
¨ âñåâîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íî-

ãî ìíîæåñòâà
¨ âñåâîçìîæíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
¨ àöèêëè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà ðåáåð îðè-

åíòèðîâàííîãî ãðàôà
¨ àöèêëè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà ðåáåð íåî-

ðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
¨ âñåâîçìîæíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ äâóäîëü-

íîãî ãðàôà
¨ âñåâîçìîæíûå ÷àñòè÷íûå òðàíñâåðñàëè

ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ
¨ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà

¨ ëèíåéíî-çàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ëèíåéíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà

53. Ïóñòü â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ãðà-
äèåíòíîãî àëãîðèòìà (òåîðåìà Ðàäî-Ýäìîí-
äñà) ê ìàòðîèäó áûëî ïîñòðîåíî íåçàâèñè-
ìîå ìíîæåñòâî, è ê íåìó íåâîçìîæíî äî-
áàâèòü áîëüøå ýëåìåíòîâ áåç íàðóøåíèÿ
ñâîéñòâà íåçàâèñèìîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
¨ ýòîãî íå ìîæåò áûòü
¨ àëãîðèòì çàöèêëèòñÿ
¨ àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó
¨ ïîñòðîåíà áàçà ýêñòðåìàëüíîãî âåñà
¨ ïîñòðîåíà àíòèáàçà ýêñòðåìàëüíîãî âåñà
¨ àëãîðèòì íå ïðèìåíèì ê äàííîìó ìàò-

ðîèäó

54. Ðàññìîòðèì ìàòðîèä ñòðîê ìàò-
ðèöû ðàçìåðà M × N. Òîãäà åãî ðàíã ðàâåí
¨ M
¨ N
¨ max (N, M)
¨ min (N, M)
¨ ðàíãó ìàòðèöû
¨ îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû
¨ ïåðìàíåíòó ìàòðèöû

ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÄÀÍÍÛÕ

55. Còðóêòóðà ïèðàìèäû (heap) èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ îðãàíèçàöèè
¨ ñòåêà (stack)
¨ î÷åðåäè (queue)
¨ äåêà (deque)
¨ ïðèîðèòåòíîé î÷åðåäè (priority queue)
¨ ñáàëàíñèðîâàííîãî äåðåâà (balanced tree)

56. Âðàùåíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîãî
äåðåâà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
¨ èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà âåðøèí äåðåâà ïðè

åñòåñòâåííîì îáõîäå
¨ âîññòàíîâëåíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòè
¨ íå ïðèìåíÿþòñÿ
¨ äëÿ óâåëè÷åíèÿ ãëóáèíû äåðåâà

57. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü âðàùå-
íèÿ ê äåðåâó îñíîâàíà íà ñâîéñòâå, ñõî-
æåì ñ àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâîì
¨ êîììóòàòèâíîñòè
¨ àññîöèàòèâíîñòè
¨ äèñòðèáóòèâíîñòè
¨ èäåìïîòåíòíîñòè

58. Âûáåðèòå âåðíûå ñâîéñòâà êðàñ-
íî-÷åðíîãî äåðåâà ñ N âåðøèíàìè
¨ ãëóáèíà äåðåâà âñåãäà íå ïðåâîñõîäèò

log N + 1
¨ åñëè âåðøèíà êðàñíàÿ, òî îáà åå ïî-

òîìêà êðàñíûå
¨ åñëè âåðøèíà êðàñíàÿ, òî îáà åå ïî-

òîìêà ÷åðíûå
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¨ âñå ïóòè îò êîðíÿ èìåþò îäèíàêîâóþ
äëèíó

¨ âñå ïóòè îò êîðíÿ èìåþò îäèíàêîâóþ
êðàñíóþ äëèíó

¨ âñå ïóòè îò êîðíÿ èìåþò îäèíàêîâóþ
÷åðíóþ äëèíó

¨ êàæäûé ëèñò (NIL) äåðåâà ÷åðíûé
¨ êàæäûé ëèñò (NIL) äåðåâà êðàñíûé

59. Âûáåðèòå çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ
êîòîðûõ ïðèãîäíà ñòðóêòóðà äàííûõ «ñè-
ñòåìà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ».
¨ ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå
¨ ïîèñê ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà
¨ ïîèñê äâóñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà
¨ ïîèñê ìèíèìàëüíîãî îñòîâà ãðàôà
¨ ïîèñê ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïî-

êðûòèÿ ãðàôà

ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

60. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùèõ
ñîáûòèé ïðè áðîñàíèè ÷åñòíîé ìîíåòû,
íà êîòîðîé ðàâíîâåðîÿòíî âûïàäàåò 0 èëè
1 (äàëåå ïðîñòî «÷åñòíàÿ ìîíåòà»).
• ïðè áðîñàíèè ÷åñòíîé ìîíåòû âûïàäà-

åò 1: _________
• ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ âûïàäàåò äâå åäè-

íèöû ïîäðÿä: _________
• ïðè âòîðîì áðîñàíèè âûïàäàåò 1 ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïðè ïåðâîì áðîñàíèè âû-
ïàëî 1: _________

• ïðè N áðîñàíèÿõ âûïàäåò ðîâíî K åäè-
íèö: _________

• ïðè 2N � 1 áðîñàíèè âûïàäåò êàê ìè-
íèìóì N åäèíèö: _________

• ïðè 2N áðîñàíèÿõ âûïàäåò êàê ìèíè-
ìóì N åäèíèö: _________

61. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùèõ
ñîáûòèé ïðè áðîñàíèè íå÷åñòíîé ìîíå-

òû, íà êîòîðîé âûïàäàåò 0 èëè 1, ïðè÷åì
0 ñ âåðîÿòíîñòüþ p (äàëåå ïðîñòî «íå÷åñ-
òíàÿ ìîíåòà»).
• âûïàäàåò 1: _________
• ïðè äâóõ áðîñàíèÿõ âûïàäàþò äâå åäè-

íèöû ïîäðÿä: _________
• ïðè âòîðîì áðîñàíèè âûïàäàåò 1 ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïðè ïðè ïåðâîì áðîñàíèè
âûïàëà 1: _________

• ïðè N áðîñàíèÿõ âûïàäåò ðîâíî K åäè-
íèö: _________

62. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ñëåäóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
• çíà÷åíèå ïðè îäíîì áðîñêå ÷åñòíîé

ìîíåòû: _________
• çíà÷åíèå ïðè îäíîì áðîñêå íå÷åñòíîé

ìîíåòû: _________
• ñóììà ïðè áðîñêå N ÷åñòíûõ ìîíåò:

_________
• êîëè÷åñòâî áðîñàíèé ÷åñòíîé ìîíåòû,

çà êîòîðîå áóäåò ïîëó÷åíà 1: _________
• âûèãðûø â ñëåäóþùåé èãðå: ÿ ïëà÷ó $100

è áðîñàþ ÷åñòíóþ ìîíåòó, åñëè 1 âûïà-
äàåò âïåðâûå íà N-îì øàãå, ÿ ïîëó÷àþ
$N: _________

• âûèãðûø â ñëåäóþùåé èãðå: ÿ ïëà÷ó $100
è áðîñàþ ÷åñòíóþ ìîíåòó, åñëè 1 âûïà-
äàåò âïåðâûå íà N-îì øàãå, ÿ ïîëó÷àþ
$N 2: _________

• âûèãðûø â ñëåäóþùåé èãðå: ÿ ïëà÷ó $100
è áðîñàþ ÷åñòíóþ ìîíåòó, åñëè 1 âûïà-
äàåò âïåðâûå íà N-îì øàãå, ÿ ïîëó÷àþ
$2N: _________

63. Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ,
åñëè x è y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, ñ � êîíñòàíòà (E � ñèìâîë ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, D � äèñïåðñèè).
¨ E(x + y) = E(x) + E(y)
¨ E(xy) = E (x)E(y)
¨ E(cx) = cE(x)
¨ E(cx) = c2E(x)
¨ E(cx) = E(x)/c
¨ E(cx) = E(x)
¨ D(x) = E(x � E(x))
¨ D(x) = E(x)2 � E(x2)
¨ D(x) = E(x2) � E(x)2

¨ D(x + y) = D(x) + D(y)
¨ D(xy) = D(x) D(y)
¨ D(cx) = cD(x)
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¨ D(cx) = c2D(x)
¨ D(cx) = D(x)/c
¨ D(cx) = D(x)
¨ P(x = a, y = b) = P(x = a) + P(y = b)
¨ P(x = a, y = b) = P(x = a) P(y = b)
¨ P(x + y = a + b) = P(x = a) + P(y = b)
¨ P(x + y = a + b) = P(x = a) P(y = b)

64. Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ
(ñ÷èòàéòå, ÷òî âñå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-
íèÿ è äèñïåðñèè ñóùåñòâóþò).
¨ E(xy) ≤ E(x) E(y)
¨ E(xy)2 ≤ E(x2) E(y2)
¨ E(xy)2 ≤ E(x)2 E(y)2

¨ P(|x| ≥ L) ≤ E(|x|) / L
¨ P(|x| ≥ L) ≤ E(x2) / L2

¨ P(|x| ≥ L) ≤ E(|x|k) / Lk, k � íàòóðàëüíîå
¨ P(|x � E(x)| ≥ L) ≤ D(x)/L2, L>0
¨ P(|x � E(x)| ≥ L) ≤ D(x)2/L, L>0
¨ P(|x � E(x)| ≥ L) ≤ D(x)2/L2, L>0
¨ P(|x| ≥ L) ≤ E(|x|1/2)/L1/2, L>0
¨ P(|x � E(x)| ≥ L) ≤ D(x)/L, L>0

ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ
È ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈÈ

Ñëîæíîñòíûå êëàññû: P = polynomial
time, NP = non-deterministic polynomial time,
PSPACE = polynomial space, ZKP = zero
knowledge proof, IP = interactive proof,
AM = Arthur-Merlin games, BPP = bounded
probability polynomial, RP = one-sided error
randomized polynomial, ZPP = zero-error
probability polynomial.

65. Îòìåòüòå âñå NP-ïîëíûå ÿçûêè
â ñïèñêå
¨ ìíîæåñòâî ýéëåðîâûõ ãðàôîâ
¨ ìíîæåñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ãðàôîâ
¨ ìíîæåñòâî ïàð (G, k), ãäå G � ãðàô, â

êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü äëè-
íû k

¨ ìíîæåñòâî ïàð èçîìîðôíûõ ãðàôîâ
¨ ìíîæåñòâî ïàð (G, k), ãäå G � ãðàô, â

êîòîðîì åñòü âåðøèííîå ïîêðûòèå
ìîùíîñòè k

¨ ìíîæåñòâî ïàð (G, k), ãäå G � äâóäîëü-
íûé ãðàô, â êîòîðîì åñòü âåðøèííîå
ïîêðûòèå ìîùíîñòè k

¨ ìíîæåñòâî ïàð (G, k), ãäå G � ãðàô, â
êîòîðîì åñòü ïàðîñî÷åòàíèå ìîùíîñòè k

¨ ìíîæåñòâî ïàð (G, k), ãäå G � äâóäîëü-
íûé ãðàô, â êîòîðîì åñòü ïàðîñî÷åòà-
íèå ìîùíîñòè k

¨ ìíîæåñòâî âûïîëíèìûõ 2-ÊÍÔ (2-SAT
problem)

¨ ìíîæåñòâî âûïîëíèìûõ 3-ÊÍÔ (3-SAT
problem)

¨ ìíîæåñòâî ïàð (Y, a), ãäå Y � çàäà÷à ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷åé îïòèìóì
íå ïðåâîñõîäÿò a (linear programming
problem)

¨ ìíîæåñòâî ïàð (Y, a), ãäå Y � çàäà÷à
äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷åé
îïòèìóì íå ïðåâîñõîäÿò a (discrete
programming problem)

¨ ìíîæåñòâî èñòèííûõ áóëåâûõ ôîðìóë
ñ êâàíòîðàìè (truth quantified Boolean
formula)

¨ ìíîæåñòâî ìàøèí Òüþðèíãà, îñòàíàâ-
ëèâàþùèõñÿ íà ïóñòîì âõîäå (halting
problem)

66. Íàëè÷èå òåñòà Ìèëëåðà-Ðàáèíà
íà ïðîñòîòó íåïîñðåäñòâåííî ïîêàçûâàåò,
÷òî ÿçûê PRIMES, çàäàþùèé ìíîæåñòâî
ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùèì
ñëîæíîñòíûì êëàññàì (âûáåðèòå âñå ïðà-
âèëüíûå îòâåòû):
¨ P ¨ NP ¨ co-NP
¨ ZKP ¨ IP ¨ AM
¨ BPP ¨ RP ¨ co-RP
¨ ZPP

67. ßçûê íàçûâàåòñÿ NP-òðóäíûì
(NP-hard), åñëè
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç P
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç

NP
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç

NP, íî ñàì îí â P íå ëåæèò
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç

NP, íî ñàì îí â NP íå ëåæèò
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¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç
NP, è ñàì îí ëåæèò â P

¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç
NP, è ñàì îí ëåæèò â NP

68. ßçûê íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíûì
(NP-complete), åñëè
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç P
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç NP
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç

NP, íî ñàì îí â P íå ëåæèò
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç

NP, íî ñàì îí â NP íå ëåæèò
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç

NP, è ñàì îí ëåæèò â P
¨ ê íåìó ñâîäÿòñÿ ïî Êàðïó âñå ÿçûêè èç

NP, è ñàì îí ëåæèò â NP

69. Íàäåæíîñòü êðèïòîñèñòåìû RSA
íåïîñðåäñòâåííî îñíîâàíà íà (íåäîêàçàí-
íîé) ñëîæíîñòè çàäà÷è
¨ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè (shortest-path

problem)
¨ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî ïðî-

ñòîìó ìîäóëþ (discrete logarithm
problem)

¨ öåëî÷èñëåííîé ôàêòîðèçàöèè (integer
factorization problem)

¨ óïàêîâêè ðþêçàêà (knapsack problem)

70. Ïóñòü ïðåäëîæåííóþ æþðè ñáî-
ðîâ çàäà÷ó X óäàëîñü ñâåñòè ê NP-ïîëíîé
çàäà÷å Y. Ýòî îçíà÷àåò
¨ òàêîãî íå áûâàåò
¨ èñõîäíàÿ çàäà÷à X, ñêîðåå âñåãî, íå

èìååò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðå-
øåíèÿ

¨ âûáðàííûé ìåòîä ñâåäåíèÿ íåóäà÷åí,
ñëåäóåò ïîïðîáîâàòü íàéòè äðóãîé

¨ èñõîäíàÿ çàäà÷à çàâåäîìî èìååò ïîëè-
íîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

71. Ïóñòü ê ïðåäëîæåííîé æþðè ñáî-
ðîâ çàäà÷å X óäàëîñü ñâåñòè NP-ïîëíóþ
çàäà÷ó Y. Ýòî îçíà÷àåò
¨ òàêîãî íå áûâàåò
¨ èñõîäíàÿ çàäà÷à X, ñêîðåå âñåãî, íå

èìååò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðå-
øåíèÿ

¨ âûáðàííûé ìåòîä ñâåäåíèÿ íåóäà÷åí,
ñëåäóåò ïîïðîáîâàòü íàéòè äðóãîé

¨ èñõîäíàÿ çàäà÷à çàâåäîìî èìååò ïîëè-
íîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

72. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P = NP. Âûáå-
ðèòå âñå âåðíûå ñëåäñòâèÿ.
¨ íå ñóùåñòâóåò îäíîñòîðîííèõ ôóíêöèé
¨ çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
¨ çàäà÷à îñòàíîâêè ìàøèíû Òüþðèíãà

ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
¨ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èñòèííîñòè áóëå-

âûõ ôîðìóë ñ êâàíòîðàìè (truth
quantified Boolean formula) ðàçðåøèìà
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ

¨ ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè

73. Ðàññìîòðèì êðèïòîñèñòåìó RSA
(n = pq, p, q � ïðîñòûå, x � ñîîáùåíèå, e �
îòêðûòûé êëþ÷, d � ñåêðåòíûé êëþ÷).
Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ.
¨ çíàíèå (n, p, q, e) ïîçâîëÿåò íàéòè d
¨ çíàíèå (n, e, d) ïîçâîëÿåò íàéòè p è q
¨ çíàíèå (n, e, xe mod n) ïîçâîëÿåò íàéòè x
¨ çíàíèå (n, d, xe mod n) ïîçâîëÿåò íàéòè x
¨ çíàíèå (n, d, xe mod n) ïîçâîëÿåò íàéòè e
¨ çíàíèå (n, d, xe mod n) ïîçâîëÿåò íàéòè

p è q
Ïðèìå÷àíèå: âñþäó çäåñü è äàëåå èìå-

åòñÿ â âèäó ñóùåñòâîâàíèå äåòåðìèíèðî-
âàííîãî èëè ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèò-
ìà, ðàáîòàþùåãî ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

74. Ïóñòü ax mod p = b, p � ïðîñòîå.
Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ x ïî èçâåñòíûì
(a, b, p) äîñòàòî÷íî
¨ O (p) âðåìåíè è O (1) ïàìÿòè
¨ O (p1/2) âðåìåíè è O (p1/2) ïàìÿòè
¨ O (log p) âðåìåíè è O (p) ïàìÿòè
¨ O (1) âðåìåíè è OT(p) ïàìÿòè

Ïðèìå÷àíèå: ñ÷èòàåì, ÷òî àðèôìåòè÷åñ-
êèå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè ïî ìîäóëþ p òðå-
áóþò âðåìåíè O (1), ðàâíî êàê è õðàíåíèå
âû÷åòà ïî äàííîìó ìîäóëþ � ïàìÿòè O (1).

75. Ïóñòü, êàê è ñèñòåìå RSA, n = pq,
ãäå p, q � ïðîñòûå, a2 mod n = b. Òîãäà
¨ íàëè÷èå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà äëÿ âçëî-

ìà êðèïòîñèñòåìû RSA ïîçâîëÿåò ïî èç-
âåñòíûì (b, n) ýôôåêòèâíî íàõîäèòü a

¨ íàëè÷èå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ ïîçâîëÿåò ïî èçâåñò-
íûì (b, n) ýôôåêòèâíî íàõîäèòü a

¨ çíàíèå n è âîçìîæíîñòü ïîëèíîìèàëü-
íîå ÷èñëî ðàç ñïðàøèâàòü ó îðàêóëà
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Áàáåíêî Ìàêñèì Àëåêñàíäðîâè÷,
ñòóäåíò 4 êóðñà êàôåäðû ìàòåìàòè-
÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè àëãîðèòìîâ
ìåõìàòà ÌÃÓ,
÷ëåí æþðè ó÷åáíî-òðåíèðîâî÷íûõ
ñáîðîâ ïî èíôîðìàòèêå,
÷ëåí íàó÷íîãî êîìèòåòà Âñåðîññèé-
ñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî
èíôîðìàòèêå.
Ñòàíêåâè÷ Àíäðåé Ñåðãååâè÷,
ñòóäåíò 5 êóðñà êàôåäðû êîìïüþòåð-
íûõ òåõíîëîãèé ÑÏáÃÈÒÌÎ (ÒÓ),
÷ëåí æþðè ó÷åáíî-òðåíèðîâî÷íûõ
ñáîðîâ ïî èíôîðìàòèêå,
ïðåäñåäàòåëü æþðè Âñåðîññèéñêîé
êîìàíäíîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî
èíôîðìàòèêå.

çíà÷åíèÿ a äëÿ ëþáûõ b ïîçâîëÿåò çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è c âåðîÿòíîñ-
òüþ íå íèæå 1/2 íàéòè p è q
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