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Ñòèëü ôîðìóëèðîâîê óñëîâèé çàäà÷
ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåïðèâû÷íûì ÷èòàòåëþ,
îäíàêî îí áûë ñîõðàíåí ïðè ïåðåâîäå ñ
àíãëèéñêîãî ÿçûêà. Â ÷àñòíîñòè, àâòîðû
çàäà÷ íà ôèíàëå ñòàâÿò îñíîâíîé öåëüþ
íå õóäîæåñòâåííóþ öåëîñòíîñòü çàäà÷è, à
åå ìàêñèìàëüíóþ ïðîçðà÷íîñòü è ïîíÿò-
íîñòü, â òîì ÷èñëå äëÿ ó÷àñòíèêîâ, äëÿ
êîòîðûõ àíãëèéñêèé ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ ðîä-
íûì. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ñëåãêà «ðâàíûé»
ñòèëü ôîðìóëèðîâîê.

Îäíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ðàçáî-
ðà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå îòñóòñòâèå òåêñòîâ
ïðîãðàìì (çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé, ñàìîé
ñëîæíîé çàäà÷è � çàäà÷è F). Ñàìîñòîÿòåëü-
íîå íàïèñàíèå ïðîãðàììû ïî ðàçáîðó çà-
äà÷è ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì óï-
ðàæíåíèåì ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ. Ðåêî-
ìåíäóåì âñåì óâëåêàþùèìñÿ îëèìïèàäíû-
ìè çàäà÷àìè âûïîëíèòü åãî.

ÇÀÄÀ×À A. ØÀÐÈÊÈ Â ÊÎÐÎÁÊÅ.

Âàì òðåáóåòñÿ íàïèñàòü ïðî-
ãðàììó, êîòîðàÿ áóäåò ñèìóëèðî-
âàòü ïðîöåññ óïàêîâêè âîçäóøíûõ
øàðèêîâ â êîðîáêó.

Îïèøåì ýòîò ïðîöåññ. Ïðåä-
ñòàâüòå ñåáå, ÷òî âàì äàíà êîðîá-
êà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàë-
ëåëåïèïåäà è íàáîð òî÷åê âíóòðè
íåå. Êàæäàÿ òî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ìåñòî, â êîòîðîå âû ìîæåòå
ïîìåñòèòü âîçäóøíûé øàðèê. ×òî-
áû ñäåëàòü ýòî, ïîìåñòèòå â íåå

öåíòð âîçäóøíîãî øàðèêà è íàäóâàéòå åãî
äî òåõ ïîð, ïîêà îí íå êîñíåòñÿ êîðîáêè
èëè îäíîãî èç óæå íàäóòûõ âîçäóøíûõ øà-
ðèêîâ. Âû ìîæåòå èñïîëüçîâàòü äàííûå
âàì òî÷êè â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå è íå
îáÿçàíû èñïîëüçîâàòü âñå òî÷êè. Âàøà
öåëü, òàêèì îáðàçîì ðàçìåñòèòü øàðû â
êîðîáêå, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàð-
íûé îáúåì, çàíèìàåìûé âîçäóøíûìè øà-
ðàìè, è ðàññ÷èòàòü, êàêîé îáúåì îñòàíåò-
ñÿ â êîðîáêå ïîñëå òàêîé îïòèìàëüíîé óïà-
êîâêè âîçäóøíûõ øàðîâ.

Âõîäíûå äàííûå
Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò îïèñàíèÿ

íåñêîëüêèõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ïåðâàÿ
ñòðîêà êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà ñîäåð-
æèò ÷èñëî n (1 ≤ n ≤ 6) � êîëè÷åñòâî òî-
÷åê. Ñëåäóþùèå äâå ñòðîêè ñîäåðæàò ïî
òðè öåëûõ ÷èñëà (x, y, z) � êîîðäèíàòû äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ êîðîáêè. Çàòåì
ñëåäóþò n ñòðîê, ñîäåðæàùèõ ïî 3 öåëûõ

÷èñëà � (xi , yi , zi) � êîîð-
äèíàòû i-îé òî÷êè. Âñå ðåá-
ðà êîðîáêè èìåþò íåíóëå-
âóþ äëèíó è ïàðàëëåëüíû
îñÿì êîîðäèíàò.

Çàâåðøàåò âõîäíîé
ôàéë ñòðîêà, ñîäåðæàùàÿ
åäèíñòâåííîå ÷èñëî 0.

Âûõîäíûå äàííûå
Äëÿ êàæäîãî òåñòî-

âîãî ïðèìåðà âûâåäèòå
îäíó ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ
íîìåð òåñòîâîãî ïðèìåðà,
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ìàëüíîé êîîðäèíàòîé), òî íàäóâàòü øàð
â ýòîé òî÷êå âîîáùå áåññìûñëåííî. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ðàäèóñ øàðà åñòü ìè-
íèìóì ñðåäè ñëåäóþùèõ âåëè÷èí: xi � xmin,
xmax � xi, yi � ymin, ymax � yi, zi � zmin,

zmax � zi, 
2 2 2( ) ( ) ( )i j i j i j jx x y y z z r− + − + − − ,

ãäå (xi, yi, zi) � êîîðäèíàòû òåêóùåé òî÷-
êè, à j ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî íîìåðîâ òî-
÷åê, â êîòîðûå ìû óæå äîáàâèëè øàðû.
Åñëè ïîëó÷èâøèéñÿ ðàäèóñ ìåíüøå íóëÿ,
òî òî÷êà ëåæèò ëèáî âíå êîðîáêè, ëèáî
âíóòðè óæå íàäóòîãî øàðà, ñëåäîâàòåëü-
íî, åå ìû ïðîïóñêàåì.

Îðãàíèçàöèÿ ïåðåáîðà ñ âîçâðàòîì
íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìû. ×òîáû ñîñ÷è-
òàòü îòâåò, íàäî ñëîæèòü îáúåìû âñåõ ïî-
ëó÷èâøèõñÿ øàðîâ è âû÷åñòü èõ ñóììó èç
îáúåìà êîðîáêè. Íàïîìíèì, ÷òî îáúåì êî-
ðîáêè åñòü (xmax � xmin)(ymax � ymin)(zmax � zmin),

à îáúåì øàðà 34

3 irπ .

ÇÀÄÀ×À B. ÍÅÏÐÅÔÈÊÑÍÛÅ ÊÎÄÛ

Ôèë Îðàêóë îáëàäàåò óíèêàëüíîé ñïî-
ñîáíîñòüþ, áëàãîäàðÿ êîòîðîé åãî äî ñèõ
ïîð íå óâîëèëè èç Öåíòðàëüíîãî Ðàçâåäûâà-
òåëüíîãî Óïðàâëåíèÿ. Åãî êîëëåãè ìîãóò
ïðèíåñòè åìó ëþáîé äâîè÷íûé êîä, è îí
ìãíîâåííî ìîæåò ñêàçàòü èì, ÿâëÿåòñÿ ëè
ýòîò êîä îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìûì. Êîä �
ýòî ñîïîñòàâëåíèå íåêîòîðîé óíèêàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ (êîäîâîé ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè) êàæäîìó ñèìâîëó â çà-
äàííîì àëôàâèòå. Äâîè÷íûé êîä � ýòî êîä,
â êîòîðîì êîäîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñîñòîÿò òîëüêî èç íóëåé è åäèíèö. Ïðèâå-
äåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâà äâîè÷íûõ êîäà
äëÿ àëôàâèòà {a, c, j, l, p, s, v}:

ïîñëå ÷åãî ñëåäóåò îáúåì, êîòîðûé îñòà-
åòñÿ â êîðîáêå ïîñëå îïòèìàëüíîé óïà-
êîâêè âîçäóøíûõ øàðîâ.

Ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà
âûâîäèòå ïóñòóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð

Ðåøåíèå.
Ýòà çàäà÷à èìååò íåñëîæíîå ïåðå-

áîðíîå ðåøåíèå. À èìåííî, áóäåì ïåðå-
áèðàòü âñå ïåðåñòàíîâêè òî÷åê, ñîîòâåò-
ñòâåííî òîìó, â êàêîì ïîðÿäêå ìû áóäåì
äîáàâëÿòü øàðû â òî÷êè. Åñëè î÷åðåäíàÿ
òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè øàðà, òî íàäóâàòü
â íåé øàð, î÷åâèäíî, áåññìûñëåííî. Ïóñòü
â íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì ðåøåíèè íåêî-
òîðûå òî÷êè íå èñïîëüçóþòñÿ. Ðàñïîëîæèì
òî÷êè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà òî÷-
êè, â êîòîðûõ ñëåäóåò íàäóòü øàðû â òîì
æå ïîðÿäêå, ÷òî è â îïòèìàëüíîì ðåøå-
íèè, çàòåì òî÷êè, êîòîðûå íå áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû, � â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.
ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì ïåðâûå øàðû áóäóò
òàêèìè æå, êàê è â îïòèìàëüíîì ðåøå-
íèè, à åñëè â òî÷êàõ, êîòîðûå ìû ðàñïî-
ëîæèëè â êîíöå, òàêæå ìîæíî íàäóòü øàðû
íåíóëåâîãî ðàäèóñà, òî ìû ïîëó÷èì ðåøå-
íèå ëó÷øå íàøåãî èñõîäíîãî, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò åãî îïòèìàëüíîñòè. Çíà÷èò, ìîæ-
íî íàäóâàòü øàðû âî âñåõ âîçìîæíûõ òî÷-
êàõ, íå ïðîïóñêàÿ èõ, êðîìå ñëó÷àåâ, êîã-
äà òî÷êà óæå íàõîäèòñÿ â øàðå.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê âûÿñíèòü,
êàêîãî ðàçìåðà øàð ìîæíî íàäóòü â äàí-
íîé òî÷êå. Ïðåæäå âñåãî, âû÷èñëèì ìè-
íèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå êîîðäèíàòû
êîðîáêè ïî êàæäîé èç îñåé. Åñëè òî÷êà
íàõîäèòñÿ çà ïðåäåëàìè êîðîáêè (õîòÿ áû
îäíà èç åå êîîðäèíàò íå íàõîäèòñÿ ìåæ-
äó ñîîòâåòñòâóþùåé ìèíèìàëüíîé è ìàêñè-

Ïðèìåð
âõîäíîãî ôàéëà

Âûâîä äëÿ äàííîãî
âõîäíîãî ôàéëà

2
0 0 0
10 10 10
3 3 3
7 7 7
0

Box 1: 774
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Äëÿ ñòðîêè (ñîîáùåíèÿ), ñîñòîÿùåé
èç ñèìâîëîâ íàøåãî àëôàâèòà, çàêîäèðî-
âàííûì ñîîáùåíèåì íàçûâàåòñÿ êîíêàòå-
íàöèÿ êîäîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèì-
âîëîâ, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò, ïî ïîðÿä-
êó ñëåâà íàïðàâî. Êîä íàçûâàåòñÿ îäíî-
çíà÷íî äåêîäèðóåìûì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîîáùåíèé ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì çàêîäèðîâàííûå ñîîáùåíèÿ
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Òàê, â ðàñ-
ñìîòðåííîì íàìè ïðèìåðå ïåðâûé êîä
ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìûì, à âòî-
ðîé � íåò, òàê êàê â íåì, ê ïðèìåðó, ñëî-
âà pascal è java êîäèðóþòñÿ îäíîé è òîé
æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñèìâîëîâ �
001010101010. È äàæå òàêèå êîðîòêèå çà-
êîäèðîâàííûå ñîîáùåíèÿ, êàê 01 èëè 10,
íå ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìûìè.

È õîòÿ óïðàâëåíèå î÷åíü ñèëüíî ãîð-
äèòñÿ Ôèëîì, îí äàåò èñêëþ÷èòåëüíî îò-
âåòû «äà» è «íåò». Â òî æå âðå-
ìÿ íåêîòîðûå ÷ëåíû óïðàâëåíèÿ
õîòåëè áû óâèäåòü íåêîòîðîå
ïîäòâåðæäåíèå ñëîâ Ôèëà, îñî-
áåííî äëÿ êîäîâ, êîòîðûå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìû-
ìè. Òàê, â ýòîé çàäà÷å âû áóäåòå
èìåòü äåëî òîëüêî ñ êîäàìè, êî-
òîðûå íå ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî
äåêîäèðóåìûìè. Äëÿ êàæäîãî òà-
êîãî êîäà âàì ñëåäóåò íàéòè çà-
êîäèðîâàííîå ñîîáùåíèå, èìå-
þùåå ìèíèìàëüíóþ äëèíó (â áè-
òàõ), êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îäíî-
çíà÷íî äåêîäèðóåìûì, ïîñêîëü-
êó ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ â ðåçóëüòà-
òå êîäèðîâàíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå,
äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîîáùåíèé. Åñëè
ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òàêèõ çà-
êîäèðîâàííûõ ñîîáùåíèé, ñëå-

äóåò âûâåñòè òî, êîòîðîå èäåò ðàíüøå â
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Âõîäíûå äàííûå
Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò íåñêîëüêî

êîäîâ, êîòîðûå ñëåäóåò ïðîòåñòèðîâàòü.
Ñíà÷àëà íà îòäåëüíîé ñòðîêå ñëåäóåò ÷èñ-
ëî m (1 ≤ m ≤ 20) � êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ
â àëôàâèòå, äëÿ êîòîðûõ çàäàí êîä (ñàìè
ñèìâîëû àëôàâèòà â ýòîé çàäà÷å èíòåðåñà
íå ïðåäñòàâëÿþò). Çàòåì ñëåäóþò m ñòðîê,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò êîäîâóþ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü, ïåðåä è ïîñëå êîòîðîé
ìîãóò èäòè ïðîáåëû. Íè îäíî êîäîâîå ñëî-
âî íå ñîäåðæèò áîëåå 20 áèò.

Ïîñëå ïîñëåäíåãî òåñòîâîãî ïðèìå-
ðà èäåò ñòðîêà, ñîäåðæàùàÿ åäèíñòâåííîå
÷èñëî 0.

Âûõîäíûå äàííûå
Äëÿ êàæäîãî êîäà âûâåäèòå ñíà÷àëà

íîìåð òåñòîâîãî ïðèìåðà, çàòåì äëèíó
êðàò÷àéøåé íåîäíîçíà÷íî äåêîäèðóåìîé
êîäîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è, íàêîíåö,
ñàìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âûâîäèòå êîäî-
âóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî 20 áèò íà ñòðî-
êå, êðîìå ïîñëåäíåé, êîòîðàÿ ìîæåò ñî-
äåðæàòü ìåíåå 20 áèò. Ïîñëå êàæäîãî êîäà
âûâîäèòå ïóñòóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð

Êîä 1 Êîä 2
a 1 010

c 01 01

j 001 001

l 0001 10
p 00001 0

s 000001 1

v 0000001 101

Ïðèìåð âõîäíîãî ôàéëà
Âûâîä äëÿ äàííîãî

âõîäíîãî ôàéëà
3
  0
  01
  10
5
 0110
  00
    111
  001100
     110
5
  1
  001
  0001
  00000000000000000001
  10000000000000000000
0

Code 1: 3 bits
010

Code 2: 9 bits
001100110

Code 3: 21 bits
10000000000000000000
1
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Ðåøåíèå.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíèì

äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ïóñòü
a[i][j] � äëèíà íàèáîëåå êîðîòêîé áèòî-
âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà äâóìÿ ñëåäóþùèìè ñïîñî-
áàìè: ëèáî â âèäå êîíêàòåíàöèè íåêîòî-
ðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäîâûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ (òî åñòü ÿâëÿåò-
ñÿ íåêîòîðûì çàêîäèðîâàííûì ñîîáùå-
íèåì), ëèáî óäàëåíèåì ïåðâûõ j áèò ó íå-
êîòîðîãî çàêîäèðîâàííîãî ñîîáùåíèÿ, äëÿ
êîòîðîãî èñõîäíîå ñîîáùåíèå  íà÷èíàåò-
ñÿ ñ i-ãî ñèìâîëà àëôàâèòà.

×òîáû ïîíÿòü ñìûñë a[i][j], îáðàòèì-
ñÿ ê ðèñóíêó 1.

Ñíèçó èçîáðàæåíî íåêîòîðîå çàêî-
äèðîâàííîå ñîîáùåíèå. Îíî ñîâïàäàåò ñ
çàêîäèðîâàííûì ñîîáùåíèåì, èçîáðàæåí-
íûì ñâåðõó, åñëè ó íåãî óäàëèòü ïåðâûå j
áèò. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ äëèíà òàêîãî
ñîîáùåíèÿ è åñòü a[i][j]. Ïðè ýòîì ñîîá-
ùåíèå ñâåðõó íà÷èíàåòñÿ ñ i-ãî ñèìâîëà
àëôàâèòà. Åäèíñòâåííîå äîïîëíåíèå � åñëè
j = 0, òî ïîòðåáóåì, ÷òîáû íèæíåå ñîîá-
ùåíèå íå íà÷èíàëîñü ñ i-ãî ñèìâîëà.

Ïóñòü òàêæå b[i][j] � ïåðâàÿ â ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå áèòîâàÿ ñòðîêà,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó óñëîâèþ (òî
åñòü b[i][j] � íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ â ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå äëÿ äàííûõ i è
j íèæíÿÿ ñòðîêà íà íàøåì ðèñóíêå).

Åñëè òàêèõ ñòðîê íå ñóùåñòâóåò, òî
ïîëîæèì a[i][j] = +∞. ßñíî, ÷òî îòâåò íà
íàøó çàäà÷ó ïðåäñòàâëÿåò b[i][0] äëÿ òàêî-
ãî i, äëÿ êîòîðîãî a[i][0] � ìèíèìàëüíîå
âîçìîæíîå, à åñëè òàêèõ íåñêîëüêî, òî íàè-
ìåíüøåå â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå
èç ïîäõîäÿùèõ b[i][0].

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê ïîëó÷èòü
a[i][j] è b[i][j] äëÿ âñåõ íåîáõîäèìûõ íàì i
è j. Èñïîëüçóåì äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ äèíà-
ìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå «ñâåðõó
âíèç» èëè òàê íàçûâàåìûé ìåòîä «ëåíè-
âûõ âû÷èñëåíèé». Åãî ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî ìû ñîçäàåì èñêîìóþ òàáëèöó
a[i][j] è äîñòóï ê íåé îáåñïå÷èâàåì ñ ïî-
ìîùüþ ñïåöèàëüíîé ðåêóðñèâíîé ôóíê-
öèè, íàçîâåì åå calca(i, j). Ýòà ôóíêöèÿ
ñíà÷àëà ïðîâåðÿåò, íå áûëî ëè óæå âû-

÷èñëåíî çíà÷åíèå a[i][j]. Åñëè îíî óæå èç-
âåñòíî, òî îíà ïðîñòî âîçâðàùàåò ãîòîâîå
çíà÷åíèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà âû÷èñ-
ëÿåò a[i][j] ïî èçâåñòíîìó ðåêóððåíòíîìó
ñîîòíîøåíèþ (êîòîðîå ìû ñåé÷àñ âûâå-
äåì), ñîõðàíÿåò åãî â ìàññèâå è âîçâðà-
ùàåò åãî. Â ñëåäóþùèé ðàç, êîãäà íàì
ïîòðåáóåòñÿ çíà÷åíèå a[i][j], îíî íå áóäåò
ïîâòîðíî âû÷èñëÿòüñÿ, è áóäåò âîçâðàùå-
íî óæå ãîòîâîå çíà÷åíèå. Îòìåòèì, ÷òî, â
îòëè÷èå îò äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ «ñíèçó ââåðõ», ïðè êîòîðîì êàæ-
äîå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê
âñå íåîáõîäèìûå äëÿ íåãî ýëåìåíòû óæå
âû÷èñëåíû, çäåñü îáðàùåíèå ê ýëåìåíòó
ìîæåò ïðîèçîéòè äî òîãî, êàê âñå íåîá-
õîäèìûå ýëåìåíòû áóäóò âû÷èñëåíû, â òà-
êîì ñëó÷àå îíè áóäóò âû÷èñëåíû ðåêóð-
ñèâíî. Ýòî îñîáåííî ïîëåçíî â òàêèõ çàäà-
÷àõ, êàê  íàøà, â êîòîðûõ  ïîðÿäîê âû÷èñ-
ëåíèÿ ýëåìåíòîâ çàðàíåå ïðåäñêàçàòü ñëîæ-
íî. Ñâîå íàçâàíèå «ëåíèâûå âû÷èñëåíèÿ»
ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî íè
îäíî çíà÷åíèå íå áóäåò âû÷èñëåíî äî òåõ
ïîð, ïîêà îíî íå ïîíàäîáèòñÿ.

Èòàê, âñå ÷òî îñòàëîñü, � ýòî çàïè-
ñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ a[i][j]
è óêàçàòü ìåòîä íàõîæäåíèÿ b[i][j]. Îáî-
çíà÷èì êîäîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ k-
ãî ñèìâîëà çà s[k], à åå äëèíó çà l[k].

Òîãäà [ ][ ] min ( , , )
k

a i j f i j k= , ãäå k ïðî-

áåãàåò íîìåðà òàêèõ ñèìâîëîâ, ÷òî ëèáî
êîäîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ñèìâîëà ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì
s[i][j+1 .. l[i]], ëèáî s[i][j+1 .. l[i]] ÿâëÿåòñÿ
åå ïðåôèêñîì. Â ñëó÷àå j = 0 äîïîëíè-
òåëüíî ïîòðåáóåì k ≠ i. Ôóíêöèÿ f(i, j, k)
âîçâðàùàåò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå, â çàâè-
ñèìîñòè îò äëèí ñòðîê:

i-ûé ñèìâîë

1 111 0 0...

110 0...
j áèò

a[ i ][ j ] áèò

Ðèñóíîê 1.
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åñëè ][][ kljil =− , òî ][),,( klkjif = ;

åñëè ][][ kljil >− , òî

][]][[][),,( klkljiakjif ++= ;

åñëè ][][ kljil <− , òî

jiljilkakjif −+−= ][]][][[),,( .

Ñîîòâåòñòâåííî, â êà÷åñòâå b[i][j]
ñëåäóåò ñðåäè âñåõ âàðèàíòîâ, äëÿ êîòî-
ðûõ ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì, âûáðàòü ïåð-
âîå â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå çíà-
÷åíèå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ g(i, j, k), ãäå

åñëè ][][ kljil =− , òî ][),,( kskjig = ;

åñëè ][][ kljil >− , òî

]][[][][),,( kljibkskjig ++= ;

åñëè ][][ kljil <− , òî

]][][[]][1][[),,( jilkbil..jiskjig −++= .

Îòìåòèì îäèí èíòåðåñíûé ìîìåíò,
ñâÿçàííûé ñ ýòîé çàäà÷åé. Óñëîâèå îäíî-
çíà÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ áèòîâûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì
òàê íàçûâàåìûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ. Êîä
íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ ðàçëè÷íûõ êîäîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé íè îäíà èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ïðå-
ôèêñîì äðóãîé. Õîðîøî èçâåñòåí ôàêò,
÷òî ïðåôèêñíûé êîä âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îä-
íîçíà÷íî äåêîäèðóåìûì. Ñëåäîâàòåëüíî,
÷òîáû êîä íå áûë îäíîçíà÷íî äåêîäèðóå-
ìûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îí íå áûë ïðå-
ôèêñíûì. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî êîä íå îáÿ-
çàí áûòü ïðåôèêñíûì, ÷òîáû áûòü îäíî-
çíà÷íî äåêîäèðóåìûì. Òðèâèàëüíûé ïðè-
ìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùèé êîä äëÿ
äâóõñèìâîëüíîãî àëôàâèòà: s[1] = 1, s[2] =
10. Çàêîäèðîâàííûå ñîîáùåíèÿ äëÿ ëþáûõ
äâóõ èñõîäíûõ ñîîáùåíèé ðàç-
ëè÷àþòñÿ. Áîëåå ïîäðîáíî î ïðå-
ôèêñíûõ êîäàõ ìîæíî ïðî÷è-
òàòü â [3] è â [4].

ÇÀÄÀ×À C. ×ÅÐÅÇ ÏÓÑÒÛÍÞ

Â ýòîé çàäà÷å âàì ïðåä-
ñòîèò ðàññ÷èòàòü, êàêèì êîëè-
÷åñòâîì ïðîâèçèè ñëåäóåò çàïà-
ñòèñü, ÷òîáû ïåðåñå÷ü ïóñòûíþ
ïåøêîì.

Â âàøåì ñòàðòîâîì ïóíêòå âû ìî-
æåòå êóïèòü ïðîâèçèþ â ìàãàçèíå è íà-
áðàòü íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî âîäû. Â
ïóñòûíå â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ìîãóò ðàñïî-
ëàãàòüñÿ îàçèñû. Â êàæäîì îàçèñå âû ìî-
æåòå íàáðàòü ñêîëüêî óãîäíî âîäû, à òàê-
æå ìîæåòå îñòàâèòü çàïàñ åäû íà áóäó-
ùåå, íî íå ìîæåòå äîêóïèòü åäû. Âû òàê-
æå ìîæåòå îñòàâèòü åäó íà áóäóùåå â âà-
øåì ñòàðòîâîì ïóíêòå. Âàì äàíû êîîðäè-
íàòû íà ïëîñêîñòè âàøåãî ñòàðòîâîãî ïóí-
êòà, âñåõ îàçèñîâ è âàøåãî ïóíêòà íàçíà-
÷åíèÿ. Åäèíèöåé èçìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèëÿ.

Çà êàæäóþ ïðîéäåííóþ ìèëþ âû äîë-
æíû ñúåñòü îäíó óñëîâíóþ åäèíèöó ïðî-
âèçèè è âûïèòü îäíó óñëîâíóþ åäèíèöó
âîäû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàïàñû ðàñ-
õîäóþòñÿ íåïðåðûâíî, òî åñòü, ïðîéäÿ ÷àñòü
ìèëè, âû äîëæíû ñúåñòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
÷àñòü ïðîâèçèè è âûïèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
÷àñòü âîäû. Åñëè æå ó âàñ êîí÷àåòñÿ çàïàñ
ïðîâèçèè èëè âîäû, òî âû íå ìîæåòå áîëü-
øå íèêóäà èäòè. Âî âðåìÿ îòäûõà â îàçèñå
âû íå ðàñõîäóåòå âàøè çàïàñû âîîáùå.
Ðàçóìååòñÿ, èìååòñÿ ìàêñèìàëüíîå ñóììàð-
íîå êîëè÷åñòâî ïðîâèçèè è âîäû, êîòîðîå
âû ìîæåòå íåñòè. Ýòî ìàêñèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî èçìåðÿåòñÿ â óñëîâíûõ åäèíèöàõ,
êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè äëÿ
ïèùè è âîäû. Íè â êàêîé ìîìåíò âû íå
ìîæåòå ïðîéòè êàêîå áû òî íè áûëî ðàñ-
ñòîÿíèå, ïåðåíîñÿ ñóììàðíî ïðîâèçèè è
âîäû áîëüøå, ÷åì ýòî êîëè÷åñòâî.

Âàì ñëåäóåò ðåøèòü, êàêîå ìèíè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîâèçèè ñëåäóåò êó-
ïèòü â ñòàðòîâîì ïóíêòå, ÷òîáû äîáðàòüñÿ
äî êîíå÷íîãî ïóíêòà. Íå òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû ó âàñ îñòàëàñü ïðîâèçèÿ èëè âîäà, êîã-

äà âû äîáåðåòåñü
äî êîíå÷íîãî ïóí-
êòà. Ïîñêîëüêó ìà-
ãàçèí ïðîäàåò ïðî-
âèçèþ òîëüêî â öå-
ëûõ óñëîâíûõ åäè-
íèöàõ è ïîñêîëüêó
íà ñêëàäå â ìàãà-
çèíå èìååòñÿ òîëü-
êî îäèí ìèëëèîí
óñëîâíûõ åäèíèö
ïðîâèçèè, òî âàì
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ñëåäóåò êóïèòü êîëè÷åñòâî ïðîâèçèè, êî-
òîðîå áûëî áû öåëûì ÷èñëîì îò åäèíèöû
äî îäíîãî ìèëëèîíà.

Âõîäíûå äàííûå
Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò íåñêîëüêî

òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.
Ïåðâàÿ ñòðîêà êàæäîãî ïðèìåðà ñî-

äåðæèò n (1 ≤ n ≤ 20) � îáùåå êîëè÷åñòâî
îñîáûõ òî÷åê â ïóñòûíå, ïîñëå êîòîðîãî
ñëåäóåò ìàêñèìàëüíîå ñóììàðíîå êîëè÷å-
ñòâî ïðîâèçèè è âîäû, êîòîðîå âû ìîæåòå
íåñòè. Ñëåäóþùèå n ñòðîê ñîäåðæàò êî-
îðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê â ïóñòûíå � ïàðû
öåëûõ ÷èñåë. Ïåðâàÿ îñîáàÿ òî÷êà � ýòî
âàø ñòàðòîâûé ïóíêò, ïîñëåäíÿÿ � âàø
ïóíêò íàçíà÷åíèÿ, îñòàëüíûå (åñëè îíè
åñòü) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îàçèñû. Âàì íå
îáÿçàòåëüíî ïîñåùàòü êàæäûé îàçèñ, âû
äîëæíû ïîñåùàòü îàçèñû, òîëüêî åñëè ýòî
ïîìîãàåò âàì äîáðàòüñÿ äî ïóíêòà íàçíà-
÷åíèÿ ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ïðîâèçèè.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà
ñîäåðæèò äâà íóëÿ.

Âûõîäíûå äàííûå
Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà âûâåäèòå åãî

íîìåð è çàòåì êîëè÷åñòâî óñëîâíûõ åäè-
íèö ïðîâèçèè, êîòîðîå íåîáõîäèìî çàêó-
ïèòü, ÷òîáû îñóùåñòâèòü ïóòåøåñòâèå.
Åñëè ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ îñóùåñòâèòü
ïóòåøåñòâèå íåëüçÿ, âûâåäèòå, âìåñòî êî-
ëè÷åñòâà ïðîâèçèè, ñëîâî Impossible.

Ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà
âûâîäèòå ïóñòóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð

Ðåøåíèå.
Ïðèâåäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áåç

äîêàçàòåëüñòâà, îñòàâèâ åãî ÷èòàòåëþ êàê
íåïëîõîå óïðàæíåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó êîððåêòíîñòè ðà-
áîòû àëãîðèòìà Äåéêñòðû.

Ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðî-
ãî áóäóò îñîáûå òî÷êè â ïóñòûíå (îàçèñû è
ïóíêòû ñòàðòà è íàçíà÷åíèÿ). Ðåáðàìè ãðà-
ôà áóäóò ïåðåõîäû ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè òî÷êàìè. Ââåäåì ôóíêöèþ d(v) íà ìíî-
æåñòâå âåðøèí íàøåãî ãðàôà. Ïóñòü d(v) �
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîâèçèè, êîòîðîå
íàäî èìåòü â òî÷êå v, ÷òîáû äîáðàòüñÿ äî
ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ. Òîãäà d(n) = 0, à d(1) �
îòâåò íà íàøó çàäà÷ó.

Êàê è â àëãîðèòìå Äåéêñòðû, ðàçäå-
ëèì âåðøèíû íà òðè ìíîæåñòâà. Â ìíî-
æåñòâå U áóäóò âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ d(v)
óæå âû÷èñëåíî. Â ìíîæåñòâå P � âåðøè-
íû, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî íåêîòîðîå ïðè-
áëèæåíèå d(v), è â ìíîæåñòâå W � âåðøè-
íû, äëÿ êîòîðûõ d(v) íåèçâåñòíî.

Øàã àëãîðèòìà áóäåò ïåðåâîäèòü
âåðøèíó èç ìíîæåñòâà P â ìíîæåñòâî U.
Åñëè ìíîæåñòâî P ïóñòî, òî àëãîðèòì çà-
êàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. Âûáåðåì â ìíî-
æåñòâå P âåðøèíó v, äëÿ êîòîðîé òåêóùåå
çíà÷åíèå d(v) (íàïîìíèì, ÷òî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, îíî ìîæåò áûòü åùå íå îêîí÷àòåëü-
íûì) ìèíèìàëüíî. Ïåðåìåñòèì ýòó âåðøè-
íó â ìíîæåñòâî U. Ðàññìîòðèì òåïåðü âñå
âåðøèíû ãðàôà èç ìíîæåñòâ W è P. Äëÿ
êàæäîé âåðøèíû u âû÷èñëèì dv(u) � êà-
êîå êîëè÷åñòâî ïðîâèçèè äîëæíî áûòü ó
íàñ â âåðøèíå u, ÷òîáû, ïåðåìåñòèâøèñü
èç íåå â âåðøèíó v, äîáðàòüñÿ çàòåì äî
ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî, ïî-
ñêîëüêó âåðøèíà v óæå íàõîäèòñÿ â ìíî-
æåñòâå U, òî äëÿ íåå âåëè÷èíà d(v) îêîí-
÷àòåëüíî èçâåñòíà.

Îáîçíà÷èì çà f(u, v) ðàññòîÿíèå â
ìèëÿõ îò u äî v. Ïóñòü òàêæå c � ìàêñè-
ìàëüíîå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âîäû è ïðî-
âèçèè, êîòîðîå ìû ìîæåì íåñòè. Âîçìîæ-
íû äâà âàðèàíòà. Åñëè 2f(u, v) + d(v) ≤ c, òî
ìîæíî âûéòè èç òî÷êè u ñ íåîáõîäèìûì
êîëè÷åñòâîì ïðîâèçèè è âîäû, ÷òîáû äîá-
ðàòüñÿ äî v è çàòåì äî ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå dv(u) = d(v) + f(u, v).

Ïðèìåð
âõîäíîãî
ôàéëà

Âûâîä äëÿ äàííîãî
âõîäíîãî ôàéëà

4 100
10 -20
-10 5
30 15
15 35
2 100
0 0
100 100
0 0

Trial 1: 136 units of food

Trial 2: Impossible
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ÇÀÄÀ×À D. ÏÀÐÎÌÛ

Ìèëëèîíû ëåò íàçàä îãðîìíûå ëå-
äÿíûå ïîëÿ ïîêðûâàëè ãîðû Íîðâåãèè, è
ïîä òÿæåñòüþ ëüäà â çåìëå îáðàçîâàëèñü
ãëóáîêèå ïåùåðû. Ìîðå íàïîëíèëî èõ âî-
äîé. Òàê ïîÿâèëèñü çàëèâû, êîòîðûå íîð-
âåæöû íàçûâàþò ôüîðäàìè. Âåëèêîëåïíûå
ëàíäøàôòû ïîðàæàþò ñâîåé êðàñîòîé, íî
ôüîðäû ìåøàþò ïåðåäâèæåíèþ ìåñòíûõ
æèòåëåé. Íàèáîëåå òèïè÷íàÿ ñõåìà ïåðå-
ìåùåíèÿ ìåñòíûõ æèòåëåé èç îäíîãî ìåñ-
òà â äðóãîå âûãëÿäèò òàê: åõàòü íà ìàêñè-
ìàëüíîé ñêîðîñòè (80 êì/÷) äî áëèæàéøå-
ãî ïàðîìà, ïîäîæäàòü ïîêà îí ïîäîéäåò,
ïåðåïðàâèòüñÿ. Ïîâòîðÿòü, ïîêà íå äîñ-
òèãíåøü ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ.

Ïîñêîëüêó åçäà íà ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòè òðåáóåò áîëüøå òîïëèâà, ÷åì
áîëåå ìåäëåííàÿ åçäà, òàêàÿ ñòðàòåãèÿ,
êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, îêàçûâàåòñÿ äîðî-
ãîé è îïàñíîé äëÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Òàê
÷òî âëàñòè ðåøèëè óñòàíîâèòü äëÿ ïîìî-
ùè ìåñòíûì æèòåëÿì ñïåöèàëüíóþ ñèñòå-
ìó ïîìîùè â ïåðåìåùåíèÿõ. Çíàÿ, êàêèì
ïóòåì âû ñîáèðàåòåñü åõàòü, ñèñòåìà ñî-
áèðàåò èíôîðìàöèþ î ðàñïèñàíèè ïàðî-
ìîâ, âû÷èñëÿåò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, êîòî-
ðîå íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáðàòü-
ñÿ äî öåëè, è ïðåäëàãàåò òàêóþ ñêîðîñòü
ïåðåäâèæåíèé, ÷òîáû íå ïðèõîäèëîñü åõàòü
áûñòðåå, ÷åì òðåáóåòñÿ. Òàê, ñèñòåìà ðàñ-
ñ÷èòûâàåò ñêîðîñòü, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî
ñëåäóåò çàåõàòü íà ïàðîì ðîâíî â òîò ìî-
ìåíò, êîãäà îí îòõîäèò.

Âàì äàí ïóòü (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äîðîã è ïàðîìîâ). Íàïèøèòå ïðîãðàììó,
êîòîðàÿ âû÷èñëèò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, íå-
îáõîäèìîå, ÷òîáû ïðîåõàòü ïî ýòîìó ïóòè.
Êðîìå òîãî, âàøà ïðîãðàììà äîëæíà íàéòè
òàêîé ñïîñîá ïðîåçäà ïî ýòîìó ïóòè, ÷òîáû
ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü âàøåãî ïåðåäâèæå-
íèÿ ïî ïóòè áûëà êàê ìîæíî ìåíüøå.

Åñëè 2f (u, v) + d (v) > c, òî ìû íå
ìîæåì ñðàçó ïåðåíåñòè âñþ ïðîâèçèþ èç
u â v.  Ïðèäåòñÿ ñîâåðøèòü íåñêîëüêî ðåé-
äîâ òóäà-îáðàòíî. Ïîñìîòðèì, êàêîå êî-
ëè÷åñòâî ïðîâèçèè ìû ìîæåì ïåðåíåñòè.
Íàì íàäî äîéòè èç u äî v è çàòåì îáðàòíî.
Êðîìå òîãî, íàì íàäî âçÿòü âîäû íà äîðî-
ãó â îäèí êîíåö. Çíà÷èò, íà «íàêëàäíûå
ðàñõîäû» óéäåò 2f (u, v) ïðîâèçèè íà êàæ-
äûé ïîõîä òóäà-îáðàòíî. Êðîìå òîãî, êàæ-
äûé ðàç íàì íàäî íåñòè âîäó äëÿ ïóòè òóäà
(âîäó äëÿ ïóòè îáðàòíî ìû íàáåðåì â v).
Çíà÷èò, îñòàòîê íàøåé «íàãðóçî÷íîé ñïî-
ñîáíîñòè» åñòü c � 3f (u, v). Çàìåòèì òàê-
æå, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû ìîæåì íå-
ñòè äîïîëíèòåëüíî  f (u, v) ïðîâèçèè, ïî-
ñêîëüêó íàì íå òðåáóåòñÿ ïèòàíèå íà îá-
ðàòíóþ äîðîãó.

Åñëè 3f (u, v) > c, òî ïîëàãàåì
dv(u) = +∞, ïîñêîëüêó îñóùåñòâèòü òðåáó-
åìîå íàì íå óäàñòñÿ. Èíà÷å íàì ïðèäåò-
ñÿ ñîâåðøèòü k ïåðåõîäîâ òóäà�îáðàòíî,
ãäå k � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî
k (ñ � 3f (u, v))+(c � 2f (u, v)) ≥ d (v), òî åñòü

( ) 2 ( , )

3 ( , )

d v c f u v
k

c f u v

 − +=  −  .

Òîãäà ïîëàãàåì dv(u) = (2k + 1) f (u, v) + 
+ d (v).

Ïîñëå òîãî, êàê dv(u) âû÷èñëåíî,

ïîëàãàåì { }( ) min ( ), ( )vd u d u d u= . Åñëè ïðè

ýòîì d(u) ñòàëî ìåíüøå + ∞, òî ïåðåâîäèì
âåðøèíó èç ìíîæåñòâà W â ìíîæåñòâî P.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðîå d (v)
ñòàëî áîëüøå 106,  òî ìîæíî ñ÷èòàòü åãî
ðàâíûì +∞, ïîñêîëüêó ñòîëüêî ïðîâèçèè
âñå ðàâíî íà ñêëàäå íåò. Èòàê, åñëè â êîí-
öå d (1) < +∞, òî ýòî è åñòü îòâåò, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå äîáðàòüñÿ íåëüçÿ.

×òî êàñàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåê-
òíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà, òî îíî, êàê óæå
óïîìèíàëîñü, îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî â ðàìêàõ äàííîé ñòðà-
òåãèè ïåðåìåùåíèé ïîëó÷åííûé îòâåò ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðíûì, íåñëîæíî. Ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå îïòèìàëüíîñòè ïðèâåäåííîé ñòðàòå-
ãèè ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì
òðåóãîëüíèêà è ñâåñòè ëþáóþ äðóãóþ ñòðà-
òåãèþ ê ïðåäëîæåííîé ñ íåóâåëè÷åíèåì
êîëè÷åñòâà òðåáóåìîé ïðîâèçèè.
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Âõîäíûå äàííûå
Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò íåñêîëüêî

òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Êàæäûé òåñòîâûé ïðè-
ìåð îïèñûâàåò îäèí ïóòü. Ïóòü ñîñòîèò èç
íåñêîëüêèõ ó÷àñòêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ �
ýòî ëèáî îòðåçîê äîðîãè, ëèáî ïåðåïðàâà
íà ïàðîìå. Ïåðâàÿ ñòðîêà òåñòîâîãî ïðè-
ìåðà ñîäåðæèò ÷èñëî s (s > 0) � êîëè÷å-
ñòâî ó÷àñòêîâ ïóòè. Ñëåäóþùèå s ñòðîê
ñîäåðæàò îïèñàíèå ó÷àñòêîâ. Êàæäàÿ ñòðî-
êà íà÷èíàåòñÿ ñ äâóõ íàçâàíèé � ïóíêò
îòïðàâëåíèÿ è ïóíêò íàçíà÷åíèÿ ó÷àñòêà,
ïîñëå êîòîðûõ èäåò ëèáî ñëîâî road ëèáî
ñëîâî ferry, ÷òî îçíà÷àåò äîðîãà èëè ïà-
ðîì, ñîîòâåòñòâåííî.  Åñëè ó÷àñòîê ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äîðîãó, òî ïîñëå ýòîãî ñëå-
äóåò äëèíà äîðîãè â êèëîìåòðàõ (ïîëîæè-
òåëüíîå öåëîå ÷èñëî). Íàïðèìåð,

Dryna Solholmen road 32

Ñòðîêè, êîòîðûå îïèñûâàþò ïàðî-
ìû, ñîäåðæàò áîëüøå èíôîðìàöèè. Ïîñëå
ñëîâà ferry ñëåäóåò âðåìÿ ïåðåïðàâû â
ìèíóòàõ (ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî), çà-
òåì èäåò f � êîëè÷åñòâî îòïðàâëåíèé ïà-
ðîìà â ÷àñ è, íàêîíåö, f ÷èñåë � âðåìÿ â
ìèíóòàõ îò íà÷àëà ÷àñà, â êîòîðîå îòïðàâ-
ëÿåòñÿ ïàðîì, â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå,
íàïðèìåð:

Manhiller Fodnes ferry 20 2 15 35

Ïàðîì èäåò èç Ìàíõèëëåðà â Ôîä-
íåñ 20 ìèíóò, îòïðàâëÿåòñÿ äâà ðàçà â ÷àñ
(â 0÷15ì, 0÷35ì, 1÷15ì, 1÷35ì, ...). Íà÷à-
ëî âàøåãî ïóòè ïðîèñõîäèò â íåêîòîðûé
ïîëíûé ÷àñ. Ó÷àñòêè ïóòè äàíû ïîñëåäîâà-
òåëüíî, òî åñòü åñëè ó÷àñòîê èäåò èç A â B,
òî ñëåäóþùèé ó÷àñòîê èäåò èç B. Ïî êàæ-
äîìó ïóòè ìîæíî ïðîåõàòü çà 10 ÷àñîâ.

Âõîäíîé ôàéë çàâåðøàåòñÿ ñòðîêîé,
ñîäåðæàùåé åäèíñòâåííîå ÷èñëî � 0.

Âûõîäíûå äàííûå
Äëÿ êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà âû-

âåäèòå îäíó ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ òðè ýëå-
ìåíòà. Ñíà÷àëà âûâåäèòå íîìåð òåñòîâîãî
ïðèìåðà, çàòåì � îáùåå âðåìÿ ïóòåøå-
ñòâèÿ â ôîðìàòå hh:mm:ss è ìàêñèìàëü-
íóþ ñêîðîñòü, êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ â íåêî-
òîðûé ìîìåíò â îïòèìàëüíîé ïîåçäêå (òàì,

ãäå ýòà âåëè÷èíà ìèíèìàëüíà), îêðóãëåí-
íóþ äî 2 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

Ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà
âûâîäèòå ïóñòóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð

Ðåøåíèå.
Èíòåðåñíî, íî ýòà íåñëîæíàÿ çàäà÷à

èìååò äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ðå-
øåíèÿ, îñíîâàííûõ íà ñîâåðøåííî ðàçëè÷-
íûõ èäåÿõ. Îäíî èç íèõ èñïîëüçóåò ñòàí-
äàðòíîå äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå,
à äðóãîå � äâîè÷íûé ïîèñê ïî îòâåòó.

Ðàññìîòðèì îáà ýòèõ ðåøåíèÿ.
Èòàê, íà÷íåì ñ äèíàìè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ. Îáîçíà÷èì çà a[i][t] ìèíèìàëüíî
âîçìîæíóþ ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü, íå-
îáõîäèìóþ äëÿ äîñòèæåíèÿ i-ãî ïðîìå-
æóòî÷íîãî ïóíêòà çà t ìèíóò (çàíóìåðóåì
ïóíêòû îò 0 äî s). Îòìåòèì, ÷òî íàì äîñ-
òàòî÷íî âàðüèðîâàòü t îò 0 äî 600. Òîãäà
a[0][t] = 0 äëÿ âñåõ t. Ïóñòü òåïåðü i > 0.
Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà. Ïóñòü
i-ûé ó÷àñòîê ïóòè � äîðîãà. Òîãäà

'

[ ]
[ ][ ] min max( [ 1][ '], )

't t

l i
a i t a i t

t t<

 = − − 
, ãäå

l [i] � äëèíà íàøåé äîðîãè. Åñëè ìèíèìóì
áåðåòñÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó, òî ïîëîæèì
a[i][t] = +∞. Åñëè æå i-ûé ó÷àñòîê ïóòè �

Ïðèìåð âõîäíîãî ôàéëà
1
Bygd Bomvei road 7
2
Ferje Overfarten ferry 20 2 5 25
Overfarten Havneby ferry 30 3 10 30 50
5
Begynnelse Brygge road 30
Brygge Bestemmelse ferry 15 4 10 25 40 55
Veiskillet Grusvei road 25
Grusvei Slutt ferry 50 1 10
0

Âûâîä äëÿ äàííîãî âõîäíîãî ôàéëà
Test Case 1: 00:05:15 80.00

Test Case 2: 01:00:00 0.00

Test Case 3: 03:00:00 45.00
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ïåðåïðàâà, òî 
( )

[ ][ ] min [ 1][ ']
t f t

a i t a i t
≤

= − , ãäå

ôóíêöèÿ f (t) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: f (t) � ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,
â êîòîðûé ìîæíî ïîäúåõàòü ê ïåðåïðàâå,
÷òîáû óñïåòü íà ïàðîì òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû îêàçàòüñÿ íà äðóãîé ñòîðîíå â ìîìåíò
t. Íàïèñàíèå ôóíêöèè f ïî îïèñàíèþ ïàðî-
ìîâ íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà, ñëåäó-
åò íàéòè ïîñëåäíèé ïî âðåìåíè ìîìåíò ïðè-
áûòèÿ ïàðîìà äî âðåìåíè t è âû÷åñòü èç
ýòîãî çíà÷åíèÿ âðåìÿ ïåðåïðàâû.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ a[i][t] ÿâëÿåò-
ñÿ íåâîçðàñòàþùåé ïî âòîðîìó àðãóìåíòó
(òàê êàê âñåãäà ìîæíî ïðèåõàòü ïîçæå è
íå åõàòü áûñòðåå). Ïîýòîìó ìîæíî îòáðî-
ñèòü ìèíèìóì â ïîñëåäíåé ôîðìóëå, ïîëó-
÷èâ a[i][t] = a[i � 1][f(t)].

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê èçâëå÷ü èç
ìàññèâà  îòâåò íà íàøè äâà âîïðîñà � î
ìèíèìàëüíîì âðåìåíè, çà êîòîðîå ìîæíî
äîáðàòüñÿ äî ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ, è ìèíè-
ìàëüíî âîçìîæíîé ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñ-

òè äëÿ ýòîãî. Íåîáõîäèìîå âðåìÿ � ýòî

t0 = min {t : a[s][t] < +∞}. Ñîîòâåòñòâåííî,

ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü, ïî îïðåäåëåíèþ
íàøåãî ìàññèâà, åñòü a[s][t0].

Ðàññìîòðèì òåïåðü åùå îäèí ýëåãàí-
òíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è. Ïóñòü
ìû çíàåì ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ. ßñíî, ÷òî ïðè åå óâåëè÷åíèè ìèíè-
ìàëüíîå âðåìÿ íàøåãî ïðèáûòèÿ íå óâå-
ëè÷èòñÿ, à ïðè óìåíüøåíèè � íå óìåíü-
øèòñÿ. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ t0(v) � ìèíèìàëü-
íîå âðåìÿ ïðèáûòèÿ â çàâèñèìîñòè îò ìàê-
ñèìàëüíîé ñêîðîñòè íà ïóòè ÿâëÿåòñÿ íå-
âîçðàñòàþùåé.

Íàó÷èìñÿ ñ÷èòàòü ýòó ôóíêöèþ. Ýòî
íåñëîæíî � â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ïàðîìû
íà îäíîé ïåðåïðàâå èìåþò îäíî è òî æå
âðåìÿ â ïóòè, âñåãäà âûãîäíî ñàäèòüñÿ íà
ïåðâûé æå ïàðîì. Çíà÷èò, îïòèìàëüíîé
áóäåò ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ: åõàòü íà ñêî-
ðîñòè v äî áëèæàéøåé ïåðåïðàâû, æäàòü
ïàðîìà, ïåðåïðàâëÿòüñÿ  Ïîâòîðÿòü, ïîêà
íå äîáåðåìñÿ äî ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ.

Èòàê, òåïåðü íàì íàäî íàéòè ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè t0(v),
ïðè êîòîðîì îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïî óñëî-
âèþ 0 < v ≤ 80. ßñíî, ÷òî â ñèëó ñâîåãî
íåâîçðàñòàíèÿ t0(80) ≤ t0(v) äëÿ âñåõ v ≤ 80,
òî åñòü íàì èçâåñòíî ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå t0 � ýòî t0(80). Òåïåðü îñòàëîñü ñ ïîìî-
ùüþ äâîè÷íîãî ïîèñêà íàéòè ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå v, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýòî
çíà÷åíèå.

ÇÀÄÀ×À E.
ÈÍÒÅÐÍÅÒ ÍÀ ÊÀÆÄÛÉ ÎÑÒÐÎÂ!

Êîìïàíèÿ «Òèõîîêåàíñêèå Îñòðî-
âíûå Ñåòè» (ÒÎÑ) íåäàâíî îáíàðóæèëà â
Òèõîì îêåàíå ãðóïïó îñòðîâîâ, êîòîðûå
äî ñèõ ïîð íå ïîäêëþ÷åíû ê Èíòåðíåò ïî
âûäåëåííîìó êàíàëó. ÒÎÑ ïëàíèðóåò çàõ-
âàòèòü ýòîò ïîòåíöèàëüíûé ðûíîê ñáûòà,
ïðåäëîæèâ îñòðîâèòÿíàì ñâîè óñëóãè.
Ãëàâíûé îñòðîâ àðõèïåëàãà óæå èìååò âû-
õîä â Èíòåðíåò ñ ïîìîùüþ ñïóòíèêîâ ÒÎÑ,
òàê ÷òî âñå, ÷òî òðåáóåòñÿ, � ýòî ñîåäèíèòü
îñòðîâà â ãðóïïå ñ ãëàâíûì îñòðîâîì ñ
ïîìîùüþ êàáåëåé. Âàøà öåëü � ïîìî÷ü èì
ðàçðàáîòàòü ïëàí ïî ñîåäèíåíèþ. Äëÿ êàæ-
äîãî îñòðîâà èçâåñòíà ïîçèöèÿ åãî ðîóòå-
ðà � òî÷êè ïîäêëþ÷åíèÿ ê êàáåëþ è êîëè-
÷åñòâî æèòåëåé îñòðîâà � áóäóùèõ ïîòðå-
áèòåëåé Èíòåðíåò.

Òàê, íà ðèñóíêå 2 ÷åðíûå òî÷êè �
ðîóòåðû, à ÷èñëà ðÿäîì ñ îñòðîâàìè � êî-
ëè÷åñòâî æèòåëåé îñòðîâà. ÒÎÑ ïëàíèðó-
åò ïðîëîæèòü êàáåëè ìåæäó íåêîòîðûìè
ðîóòåðàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îò êàæ-
äîãî ðîóòåðà áûë ïóòü äî ãëàâíîãî îñòðî-
âà. ÒÎÑ ïëàíèðóåò ïðîëîæèòü êàáåëè òàê,
÷òîáû èõ ñóììàðíàÿ äëèíà áûëà ìèíèìàëü-
íà. Íåñìîòðÿ íà ýòî îãðàíè÷åíèå, ìîæåò
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áûòü íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ïëàíîâ ñîåäè-
íåíèÿ îñòðîâîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ÒÎÑ íå
âàæíî, êàêîé èç íèõ ðåàëèçîâàòü.

ÒÎÑ èíòåðåñóåò ñðåäíåå âðåìÿ, â
òå÷åíèå êîòîðîãî åå íîâûì êëèåíòàì ïðè-
äåòñÿ æäàòü ïîäêëþ÷åíèÿ, èñõîäÿ èç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, ÷òî ïðîêëàäêà âñåõ êàáåëåé
èç ïëàíà íà÷íåòñÿ îäíîâðåìåííî. Êàáåëè
áóäóò ïðîêëàäûâàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1 êè-
ëîìåòð çà äåíü. Â ðåçóëüòàòå áîëåå êîðîò-
êèå êàáåëè áóäóò ïðîëîæåíû ðàíüøå, ÷åì
áîëåå äëèííûå. Îñòðîâ ïîëó÷àåò äîñòóï ê
Èíòåðíåò, êàê òîëüêî ïîÿâëÿåòñÿ ïóòü ïî
êàáåëÿì îò íåãî äî ãëàâíîãî îñòðîâà. Åñëè
mi � êîëè÷åñòâî æèòåëåé i-ãî îñòðîâà è ti
� âðåìÿ, êîòîðîå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîä-
êëþ÷èòü îñòðîâ ê Èíòåðíåò, òî ñðåäíåå

âðåìÿ ïîäêëþ÷åíèÿ åñòü i i

i

t m

m
∑
∑

.

Âõîäíûå äàííûå
Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò íåñêîëüêî

òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ïåðâàÿ ñòðîêà êàæ-
äîãî îïèñàíèÿ ãðóïïû îñòðîâîâ ñîäåðæèò
öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî n � êîëè÷å-
ñòâî îñòðîâîâ â ãðóïïå (n ≤ 50). Êàæäàÿ
èç ñëåäóþùèõ n ñòðîê ñîäåðæèò ïî òðè
öåëûõ ÷èñëà � xi, yi è mi � êîîðäèíàòû
ðîóòåðà è êîëè÷åñòâî æèòåëåé i-ãî îñòðî-
âà (mi > 0). Êîîðäèíàòû èçìåðÿþòñÿ â êè-
ëîìåòðàõ. Ïåðâûé îñòðîâ â ãðóïïå � ýòî
ãëàâíûé îñòðîâ.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà
ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ÷èñëî 0.

Âûõîäíûå äàííûå
Äëÿ êàæäîé ãðóïïû îñòðîâîâ âûâå-

äèòå ïîðÿäêîâûé íîìåð ãðóïïû è ñðåä-
íåå êîëè÷åñòâî äíåé, êîòîðîå îñòðîâèòÿ-
íàì ïðèäåòñÿ æäàòü ïîäêëþ÷åíèÿ ê Èí-
òåðòíåò. Êîëè÷åñòâî äíåé äîëæíî áûòü âû-
âåäåíî ñ äâóìÿ çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé.

Ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà
âûâîäèòå ïóñòóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð

Ðåøåíèå.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî íàì äîñ-

òàòî÷íî íàéòè i it m∑ , ïîñêîëüêó ïîäñ÷è-

òàòü im∑  íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêîãî òðó-

äà. Èòàê, áóäåì èñêàòü ýòó ñóììó.
Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî îò-

âåò îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëü-
íî, òðåáîâàíèå, ïðåäúÿâëÿåìîå ê ïëàíó
ñîåäèíåíèé, åñòü íè ÷òî èíîå, êàê òðåáî-
âàíèå ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíûé îñòîâ â ïîë-
íîì åâêëèäîâîì ãðàôå, âåðøèíàìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ ðîóòåðû íà îñòðîâàõ.

Íàïîìíèì, ÷òî âçâåøåííûé ãðàô
íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè åãî âåðøè-
íû ìîæíî ðàçìåñòèòü íà ïëîñêîñòè òàê,
÷òîáû âåñ ëþáîãî åãî ðåáðà áûë ðàâåí
ðàññòîÿíèþ ìåæäó âåðøèíàìè, êîòîðûå
îíî ñîåäèíÿåò êàê òî÷êè ïëîñêîñòè. Â
íàøåì ñëó÷àå ãðàô óæå ðàçìåùåí íà ïëîñ-
êîñòè. Îñòîâîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî ñâÿçíûé ïîä-
ãðàô. Äëÿ ñâÿçíîãî èñõîäíîãî ãðàôà (à ïîë-
íûé ãðàô, áåçóñëîâíî, ñâÿçåí) îñòîâ ÿâëÿ-
åòñÿ äåðåâîì (äëÿ íåñâÿçíîãî � ëåñîì)  �
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Ãëàâíûé
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Ðèñóíîê 2.

Ïðèìåð âõîäíîãî ôàéëà
7
11 12 2500
14 17 2500
9 9 750
7 15 600
19 16 500
8 18 400
15 21 250
0

Âûâîä äëÿ äàííîãî âõîäíîãî ôàéëà
Island Group: 1  Average 3.20
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â ýòîì ñëó÷àå åãî îáû÷íî íàçûâàþò îñòîâ-
íûì äåðåâîì. Îñòîâ âçâåøåííîãî ãðàôà
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè ñóììà âå-
ñîâ âõîäÿùèõ â íåãî ðåáåð ìèíèìàëüíà
ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ îñòîâîâ ãðàôà (èáî
îñòîâîâ, ðàçóìååòñÿ, ìîæåò áûòü ìíîãî;

òàê, â ïîëíîì ãðàôå ñóùåñòâóåò 2NN −  ðàç-
ëè÷íûõ îñòîâà � ýòó ôîðìóëó ÷àñòî íàçû-
âàþò òåîðåìîé Êýëè, åå äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2]).

Â äàëüíåéøåì íàì òàêæå ïîíàäîáèò-
ñÿ ïîíÿòèå ðàçðåçà. Ðàçðåçîì íàçûâàþò
òàêîå ìíîæåñòâî Ñ ðåáåð, ÷òî âåðøèíû
ãðàôà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ìíîæåñòâà S è T òàêèõ, ÷òî ðåáðî
ïðèíàäëåæèò C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà îäèí åãî êîíåö ïðèíàäëåæèò S, à äðó-
ãîé � T (òî åñòü â C âîøëè âñå ðåáðà,
ñîåäèíÿþùèå S è T, è íèêàêèå äðóãèå).

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî àë-
ãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòî-
âà, íàèáîëåå èçâåñòíûìè èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ àëãîðèòìû Ïðèìà è Êðàñêàëà (ìû
ðàññìîòðèì èõ äàëåå â ðàçáîðå). Îäíàêî
èçâåñòíî, ÷òî åñëè â ãðàôå åñòü ðåáðà îäè-
íàêîâîãî âåñà, òî ó íåãî ìîæåò áûòü íå-
ñêîëüêî ìèíèìàëüíûõ îñòîâîâ. Ïðèìåðîì
ìîæåò ñëóæèòü ãðàô â âèäå ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà � âñå òðè åãî îñòîâà èìåþò
ðàâíûé âåñ è ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëü-
íûìè.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâûé âçãëÿä
êàæåòñÿ, ÷òî ñóììà, êîòîðóþ íàì òðåáóåò-
ñÿ íàéòè, ìîæåò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî
îñòîâà, âåäü âðåìÿ ïîäêëþ÷åíèÿ îñòðîâîâ
ìîæåò çàâèñåòü îò òîãî, êàêîé îñòðîâ ìû
âûáðàëè. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íå
òàê, � âðåìÿ ïîäêëþ÷åíèÿ íå çàâèñèò îò
êîíêðåòíîãî ìèíèìàëüíîãî îñòîâà. Çàìå-
òèì, ÷òî âðåìÿ ïîäêëþ÷åíèÿ îñòðîâà åñòü
âåñ ìàêñèìàëüíîãî ðåáðà íà ïóòè ïî ïî-
ñòðîåííîìó îñòîâíîìó äåðåâó îò ðàññìàò-
ðèâàåìîãî îñòðîâà äî ãëàâíîãî. Äëÿ êàæ-
äîé ïàðû u è v âåðøèí ãðàôà è ìèíèìàëü-
íîãî îñòîâíîãî äåðåâà T îïðåäåëèì âåëè-
÷èíó f (u, v, T) êàê âåñ íàèáîëüøåãî ðåá-
ðà íà ïðîñòîì ïóòè èç u â v ïî äåðåâó T.
Äîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíà f (u, v, T) íå çàâè-
ñèò îò T, è äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí u è v è

ëþáûõ äâóõ ìèíèìàëüíûõ îñòîâíûõ äåðå-
âüåâ T1 è T2 âûïîëíÿåòñÿ  ðàâåíñòâî
f (u, v, T1) = f (u, v, T2).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâå âåð-
øèíû u è v è êàêîå-íèáóäü ìèíèìàëüíîå
îñòîâíîå äåðåâî T. Äîêàæåì, ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò äðóãîãî ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äå-
ðåâà T*, äëÿ êîòîðîãî f (u, v, T*) < f (u, v, T).
Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå ðåáðî e íà ïóòè
èç u â v ïî T, ïóñòü åãî âåñ w. Óäàëèì åãî
èç äåðåâà. Äåðåâî ðàñïàäåòñÿ íà äâå êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ñî-
äåðæèò u, à äðóãàÿ v, îáîçíà÷èì èõ êàê Tu
è Tv , ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ìû òåïåðü óäà-
ëèì  â èñõîäíîì ãðàôå âñå ðåáðà, êîòî-
ðûå ñîåäèíÿëè âåðøèíû èç Tu è Tv, òî è
èñõîäíûé ãðàô ðàñïàäåòñÿ íà äâå êîìïî-
íåíòû ñâÿçíîñòè. Îáîçíà÷èì èõ çà U è V,
ñîîòâåòñòâåííî (îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó
äåðåâî ðàñïàëîñü íà äâå êîìïîíåíòû, ãðàô
íå ìîæåò ðàñïàñòüñÿ áîëåå ÷åì íà äâå êîì-
ïîíåíòû � âñå ðåáðà, êîòîðûå îñòàëèñü â
äåðåâå, îñòàëèñü è â ãðàôå). Ðàññìîòðèì
òåïåðü âñå ðåáðà, èäóùèå èç U â V. Çàìå-
òèì, ÷òî îíè ôîðìèðóþò ðàçðåç íàøåãî
ãðàôà, ïðè÷åì âñå ïóòè èç u â v ïåðåñåêà-
þò ýòîò ðàçðåç.

Íî â íåì íå ìîæåò áûòü ðåáðà ñ âå-
ñîì ìåíüøå w, ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå,
çàìåíèâ â äåðåâå T ðåáðî e íà ðåáðî ìåíü-
øåãî âåñà, ìû ïîëó÷èëè áû îñòîâíîå äå-
ðåâî ìåíüøåãî âåñà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè T. Çíà÷èò, íàèáîëüøåå ðåá-
ðî íà ïóòè èç u â v âîîáùå íå ìîæåò áûòü
ìåíüøå w.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâó-
åò òàêæå ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà
T*, äëÿ êîòîðîãî f (u, v, T*) > f (u, v, T). Íî
ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç äîêàçàí-
íîãî � âåäü äëÿ òàêîãî äåðåâà íàøå äåðå-
âî T áûëî áû äåðåâîì, â êîòîðîì íàè-
áîëüøèé âåñ ðåáðà íà ïóòè ìåæäó u è v
ìåíüøå, à ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî òàêîãî íå
áûâàåò.

Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî êîìïàíèè äåé-
ñòâèòåëüíî âñå ðàâíî, êàêîé ñïîñîá îïòè-
ìàëüíîé ïðîêëàäêè êàáåëåé âûáðàòü, �
âåäü ñðåäíåå âðåìÿ ïîäêëþ÷åíèÿ êëèåí-
òîâ íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ìèíèìàëü-
íîãî îñòîâíîãî äåðåâà.
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Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîñòðî-
èòü ïðîèçâîëüíîå ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå
äåðåâî â íàøåì ãðàôå. Ïîñëå ýòîãî âû-
÷èñëåíèå èñêîìîãî ðåçóëüòàòà ïî äàííîé
ôîðìóëå íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà.
Èç ôîðìóëû Êýëè ñëåäóåò, ÷òî îáùåå èõ
êîëè÷åñòâî ìîæåò ïðè íàøèõ îãðàíè÷å-
íèÿõ äîñòèãàòü 5048, òàê ÷òî ïîëíûì ïåðå-
áîðîì âñåõ äåðåâüåâ èñêàòü ìèíèìàëüíîå
äåðåâî íåðàöèîíàëüíî. Ê ñ÷àñòüþ, ñóùå-
ñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîëèíîìèàëü-
íûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíî-
ãî îñòîâíîãî äåðåâà, äâà íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ èç êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ ðàñ-
ñìîòðèì.

Ïðàêòè÷åñêè âñå àëãîðèòìû ïîñòðî-
åíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà îñ-
íîâàíû íà ïðèìåíåíèè ñëåäóþùåé òåîðå-
ìû, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò òåîðåìîé î
ðàçðåçå è ìèíèìàëüíîì îñòîâíîì äåðåâå.

Ïóñòü âûáðàíî íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî S ðåáåð ãðàôà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ðåáåð íåêîòîðîãî
ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà (òî åñòü
ìíîæåñòâî S ìîæíî äîïîëíèòü äî íåêîòî-
ðîãî ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà).
Íàçîâåì ðåáðî e S∉  áåçîïàñíûì äëÿ ìíî-
æåñòâà S, åñëè { }S e∪  òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ðåáåð íåêîòîðîãî
ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà íàøåãî
ãðàôà (òî åñòü ìîæíî äîáàâèòü e â ìíîæå-
ñòâî S, è ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî òàêæå ìîæ-
íî áóäåò äîïîëíèòü äî íåêîòîðîãî ìèíè-
ìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà). Ïóñòü C � ðàç-
ðåç, òàêîé, ÷òî Ñ ∩ S = ∅ è e � îäíî èç
ìèíèìàëüíûõ ïî âåñó ðåáåð â C. Òîãäà e
áåçîïàñíî äëÿ S.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæ-
íî íàéòè, ê ïðèìåðó, â [1].

Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äå-
ðåâà äåéñòâóþò â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé òåîðå-
ìîé � îíè íà÷èíàþò ñ ïóñòîãî ìíîæåñòâà,
êîòîðîå áåç ñîìíåíèÿ ìîæíî äîïîëíèòü äî
ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà, è ïîî÷å-
ðåäíî äîáàâëÿþò â òåêóùåå ìíîæåñòâî ìè-
íèìàëüíîå ðåáðî èç íåêîòîðîãî ðàçðåçà.
Ðàçëè÷èå â àëãîðèòìàõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
êàêîé ðàçðåç èñïîëüçóåòñÿ.

Àëãîðèòì Ïðèìà â êà÷åñòâå ðàçðåçà
èñïîëüçóåò ìíîæåñòâî ðåáåð, îäèí èç êîí-

öîâ êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó âåð-
øèí, äîñòèæèìûõ ïî òåêóùåìó îñòîâíî-
ìó äåðåâó èç ïåðâîé âåðøèíû, à äðóãîé �
íåò. Òàê, ñíà÷àëà ýòî ìíîæåñòâî ðåáåð,
èíöèäåíòíûõ ïåðâîé âåðøèíå. Ìèíèìàëü-
íîå èç íèõ ïî òåîðåìå áåçîïàñíî äëÿ ïóñ-
òîãî ìíîæåñòâà, äîáàâèì åãî â íàøå îñ-
òîâíîå äåðåâî. Òåïåðü ìíîæåñòâî âåðøèí,
äîñòèæèìûõ èç ïåðâîé âåðøèíû, ñîñòîèò
èç äâóõ âåðøèí. Íàø ðàçðåç � ýòî ìíîæå-
ñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ îäíîé èç íèõ,
íî íå èíöèäåíòíûõ äðóãîé. Íàéäåì òåïåðü
â íåì ìèíèìàëüíîå ðåáðî. Ïðîäîëæàÿ òà-
êèì îáðàçîì, ïîñòåïåííî ïîñòðîèì ìèíè-
ìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî. Äåéñòâèòåëüíî,
ïî ïðèâåäåííîé òåîðåìå íàøå ìíîæåñòâî
ðåáåð â ëþáîé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ðåáåð íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî
îñòîâíîãî äåðåâà. Êàæäûé øàã äîáàâëÿåò
â íåãî ïî ðåáðó. Êîãäà ðåáåð áóäåò n � 1,
ãäå n � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå, îíè
áóäóò ñòÿãèâàòü n âåðøèí, òî åñòü áóäóò
îñòîâíûì äåðåâîì íàøåãî ãðàôà.

Àëãîðèòì Êðàñêàëà âíåøíå èñïîëü-
çóåò áîëåå íåòðèâèàëüíûé ðàçðåç, íî ïðè
ýòîì îêàçûâàåòñÿ äàæå ïðîùå àëãîðèòìà
Ïðèìà. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ðåáåð, êîòî-
ðîå ìû äîïîëíÿåì äî ìèíèìàëüíîãî îñ-
òîâíîãî äåðåâà. Íàéäåì ìèíèìàëüíîå ðåá-
ðî e â ãðàôå, êîíöû êîòîðîãî íå ñîåäèíå-
íû ïóòåì â S. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçðåç,
ñîäåðæàùèé e è íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ S
(äîñòàòî÷íî âçÿòü âñå ðåáðà, íå âõîäÿùèå
â S, è íàéòè  ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå e, òàêîå, ÷òî ïðè
åãî óäàëåíèè ãðàô ðàñïàäàåòñÿ íà êîìïî-
íåíòû ñâÿçíîñòè). ßñíî, ÷òî â ýòîò ðàçðåç
íå âõîäèò ìíîæåñòâî ðåáåð, êîíöû êîòî-
ðûõ ñîåäèíåíû ïóòåì â S, çíà÷èò, e ìèíè-
ìàëüíî è â ýòîì ðàçðåçå, ñëåäîâàòåëüíî,
îíî áåçîïàñíî äëÿ S. Îòìåòèì, ÷òî íàì íå
òðåáóåòñÿ èñêàòü ñàì ýòîò ðàçðåç, äîñòà-
òî÷íî åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Îòñþäà ïîëó÷à-
åì ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Íà÷íåì ñ ïóñòî-
ãî ìíîæåñòâà. Íàéäåì ìèíèìàëüíîå ðåá-
ðî â ãðàôå. Äîáàâèì åãî â S. Íàéäåì ìè-
íèìàëüíîå ðåáðî â ãðàôå, êîíöû êîòîðî-
ãî íå ñîåäèíåíû ïóòåì â S. Äîáàâèì åãî â
S. Ïðîäîëæàåì òàê, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ
ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî.
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Îòìåòèì, ÷òî îáà àëãîðèòìà ÿâëÿþò-
ñÿ ïî ñóòè æàäíûìè (îíè äåëàþò íà êàæ-
äîì øàãå âûáîð ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, òî
åñòü áåðóò ìèíèìàëüíîå ðåáðî â íåêîòî-
ðîì êëàññå, êîòîðîå íå íàðóøàåò àöèê-
ëè÷íîñòè òåêóùåãî ïðåäîñòîâà). Âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ æàäíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íå ñëó÷àéíà. Äåëî â
òîì, ÷òî àöèêëè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà ðå-
áåð íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà îáðàçóþò
ñåìåéñòâî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ìàòðî-
èäà, êîòîðûé íàçûâàþò òàêæå ãðàôîâûì
èëè öèêëè÷åñêèì ìàòðîèäîì. Îñòîâíûå æå
äåðåâüÿ ÿâëÿþòñÿ áàçàìè ýòîãî ìàòðîèäà.
Áîëåå ïîäðîáíî î ìàòðîèäàõ è ïðèìåíè-
ìîñòè äëÿ íèõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ ìîæíî
ïðî÷èòàòü â [1] èëè â [2].

ÇÀÄÀ×À F. ÂÑÅ ÐÀÄÈ ÍÅÔÒÈ

Èññëåäîâàíèå íîâûõ ìåñòîðîæäåíèé
íåôòè ïðåâðàòèëîñü â âûñîêîòåõíîëîãè÷-
íóþ îòðàñëü ïðîìûøëåííîñòè. Ñ íîâûìè
òåõíîëîãèÿìè áóðåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ýêîíî-
ìè÷åñêè âûãîäíî äîáûâàòü íåôòü èç âñå
ìåíüøèõ è áîëåå ãëóáîêî çàëåãàþùèõ ìå-
ñòîðîæäåíèé. Îäíàêî èññëåäîâàíèå òàêèõ
ìåñòîðîæäåíèé ñ ïîìîùüþ ïðîáíîãî áó-
ðåíèÿ íåýôôåêòèâíî, ïîýòîìó èññëåäîâà-
òåëè ðàçðàáîòàëè ìåòîäû êîñâåííîãî îï-
ðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ íåôòè.

Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ îáíàðóæå-
íèÿ íåôòè � óëüòðàçâóê, âîëíû êîòîðîãî
îòðàæàþòñÿ îò ñòåí ïîäçåìíûõ ïåùåð.
Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî íåôòè ñîäåðæèòñÿ â
òàêîé ïåùåðå � ñëîæíàÿ ïðîáëåìà.

Â ýòîé çàäà÷å âàì áóäåò äàíî íåêî-
òîðîå ñå÷åíèå ïîäçåìíîé ïåùåðû, ïðåä-
ñòàâëåííîå â âèäå ìíîãîóãîëüíèêà, íàïî-
äîáèå òåõ, ÷òî ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.
Íåêîòîðûå òî÷êè íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëü-

íèêà ìîãóò áûòü äûðêàìè, ÷åðåç êîòîðûå
íåôòü óõîäèò â îêðóæàþùóþ ïîðîäó (íà
ðèñóíêå îíè èçîáðàæåíû êàê ÷åðíûå òî÷-
êè). Èìåÿ èíôîðìàöèþ î ìíîãîóãîëüíèêå
è òàêèõ òî÷êàõ, âû äîëæíû îïðåäåëèòü,
êàêîå êîëè÷åñòâî íåôòè ìîæåò îñòàâàòüñÿ
â ïåùåðå (îíà ïîêàçàíà ñåðûì öâåòîì íà
ðèñóíêå). Ýòî êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíî òåì
ôàêòîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ó÷àñòêà
íåôòè åå óðîâåíü íå ìîæåò áûòü âûøå
äûðêè, êîòîðîé îí êàñàåòñÿ, èáî â ýòîì
ñëó÷àå èçáûòîê íåôòè óéäåò â îêðóæàþ-
ùóþ ïîðîäó.

Âõîäíûå äàííûå
Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò îïèñàíèÿ

íåñêîëüêèõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ïåðâàÿ
ñòðîêà êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà ñîäåð-
æèò ÷èñëî n (3 ≤ n ≤ 100) � êîëè÷åñòâî
çàäàííûõ òî÷åê íà ìíîãîóãîëüíèêå (åãî
âåðøèí è äûðîê).

Êàæäàÿ èç ñëåäóþùèõ n ñòðîê ñî-
äåðæèò ïî òðè öåëûõ ÷èñëà � xi , yi , hi .
Ïàðà (xi , yi) çàäàåò êîîðäèíàòû òî÷êè, êî-
òîðûå ïåðå÷èñëåíû â ïîðÿäêå ïåðåäâèæå-
íèÿ ïî ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìíîãîóãîëüíèê íå ïåðå-
ñåêàåò è íå êàñàåòñÿ ñåáÿ. ×èñëî æå hi
ðàâíî 1 äëÿ äûðêè, ÷åðåç êîòîðóþ íåôòü
ìîæåò óõîäèòü, è 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Íàïðàâëåíèå «ââåðõ» � ýòî ïîëîæèòåëü-
íîå íàïðàâëåíèå îñè y.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà
ñîäåðæèò ÷èñëî 0.

Âûõîäíûå äàííûå
Äëÿ êàæäîãî îïèñàíèÿ âûâåäèòå íî-

ìåð òåñòîâîãî ïðèìåðà è çàòåì ìàêñèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî íåôòè, êîòîðîå ìîæåò áûòü

Ðèñóíîê 3.
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â ïåùåðå. Îêðóãëèòå êîëè÷åñòâî äî áëè-
æàéøåãî öåëîãî ÷èñëà.

Ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà
âûâîäèòå ïóñòóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð

Ðåøåíèå.
Ýòî, ïîæàëóé, ñàìàÿ ñëîæíàÿ çàäà÷à

íà ñîðåâíîâàíèè è âîîáùå îäíà èç íàè-
áîëåå ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷,
ïðåäëàãàâøèõñÿ íà ÷åìïèîíàòå ìèðà. Ïî
ñëîæíîñòè ñ íåé ìîæåò ñðàâíèòüñÿ, ê ïðè-
ìåðó, çàäà÷à ïðî âûðóáêó ëåñà ñ ïðåäûäó-
ùåãî ôèíàëà èëè çàäà÷à èç íàøåãî ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî íàáîðà ïðî êà÷åíèå êîëå-
ñà (çàäà÷à I). Îòìåòèì, ÷òî íè îäíà èç äâóõ
ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ òàê è íå
áûëà ðåøåíà íè îäíîé èç êîìàíä íà ñî-
ðåâíîâàíèè.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò
ñëîæíîñòü êàê ñ èäåéíîé, òàê è ñ òåõíè-
÷åñêîé ñòîðîíû. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå
èäåè, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è. Ïîñêîëüêó òåõíè÷åñêàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òàêæå ïðåä-
ñòàâëÿåò âûñîêóþ ñëîæíîñòü, ïðèâåäåì ïî
ìåðå èçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ êëþ÷åâûå ìîìåí-
òû ïðîãðàììû.

Âñïîìíèì ñíà÷àëà ñïîñîá âû÷èñëå-
íèÿ ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêà, íàçûâàåìûé
ìåòîäîì òðàïåöèé. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì: ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà, çàäàí-
íîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñâîèõ âåðøèí
â ïîðÿäêå èõ îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, åñòü

1 1
1

1
( )( )

2

n

i i i i
i

x x y y+ +
=

+ −∑ ,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ xn+1 = x1, yn+1 = y1.
Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ôîðìóëû

ìîæíî óáåäèòñÿ, åñëè ïîñìîòðåòü íà ñëå-
äóþùèé ðèñóíîê 4.

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðèâåäåííîé
ôîðìóëå åñòü ïëîùàäü òðàïåöèè, ïîäîá-
íîé òîé, êîòîðàÿ çàòåíåíà íà ðèñóíêå.
Ïëîùàäü áåðåòñÿ ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì,
åñëè òðàïåöèÿ ëåæèò ñíàðóæè îò ìíîãî-
óãîëüíèêà, è ñ ïîëîæèòåëüíûì � åñëè åå
÷àñòü, ïðèëåãàþùàÿ ê íàêëîííîé ñòîðîíå,
ëåæèò âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà. Îòìåòèì,
÷òî ãîðèçîíòàëüíûå ñòîðîíû ìíîãîóãîëü-
íèêà ìîæíî èãíîðèðîâàòü ïðè âû÷èñëå-
íèÿõ ïî ýòîé ôîðìóëå.

Ïðîâåäåì ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ÷å-
ðåç âñå âåðøèíû íàøåãî ìíîãîóãîëüíèêà
è äîáàâèì â òî÷êàõ èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ åãî
ñòîðîíàìè äîïîëíèòåëüíûå âåðøèíû (ñì.
ðèñóíîê 5). Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü íî-
âûé ìíîãîóãîëüíèê, ïîëó÷èâøèéñÿ â ðå-
çóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè, òî åãî ïëîùàäü
ìîæíî ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëèòü ïî ïðèâå-
äåííîé ôîðìóëå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òó ÷àñòü ìíîãî-
óãîëüíèêà, êîòîðàÿ çàïîëíåíà íåôòüþ. Çà-
ìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòü, ïîëó÷èâøàÿñÿ â
ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî íàìè ðàçðåçàíèÿ

Ïðèìåð
âõîäíîãî
ôàéëà

Âûâîä äëÿ äàííîãî
âõîäíîãî ôàéëà

4
10 0 0
5 10 1
0 20 0
-10 0 0
11
0 6 0
1 5 1
6 0 0
10 4 0
8 6 0
6 4 0
4 6 0
8 10 0
10 8 0
12 10 0
8 14 1
0

Cave 1: Oil capacity = 150

Cave 2: Oil capacity = 27

Ðèñóíîê 4.
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ìíîãîóãîëüíèêà ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿ-
ìè, ëèáî ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà íåôòüþ,
ëèáî â íåé íåôòè íåò. Åñëè ìû íàó÷èìñÿ
îïðåäåëÿòü äëÿ çàäàííîé òî÷êè íà ãðàíè-
öå ìíîãîóãîëüíèêà, íàõîäèòñÿ ëè íåôòü â
ýòîé òî÷êå, òî ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü ïëî-
ùàäü ïîêðûòîãî íåôòüþ ó÷àñòêà. Äëÿ ýòî-
ãî â ôîðìóëå âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè äîñòà-
òî÷íî îñòàâèòü òîëüêî ñëàãàåìûå, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ìíîãîóãîëüíèêà, îê-
ðåñòíîñòü êîòîðûõ çàïîëíåíà íåôòüþ. Ðè-
ñóíîê 6 äåìîíñòðèðóåò òàêèå ðåáðà.

×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî â îêðåñòíîñ-
òè ðåáðà íàõîäèòñÿ íåôòü, â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñäåëàííûì âûøå çàìå÷àíèåì äîñòàòî÷-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî íåôòü íàõîäèòñÿ â åãî
ñåðåäèíå.

Ðàññìîòðèì ôðàãìåíò ïðîãðàììû, ðå-
àëèçóþùèé âû÷èñëåíèå èñêîìîé ïëîùàäè,
èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ ôóíêöèÿ
wet(x, y), âûïîëíÿþùàÿ íåîáõîäèìóþ ïðî-
âåðêó (cì. ôðàãìåíò 1). Íàì òàêæå ïîíàäî-
áèòñÿ ïðîöåäóðà ihor(y, i, xres), êîòîðàÿ ïå-
ðåñåêàåò i-óþ ñòîðîíó ìíîãîóãîëüíèêà ñ
ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, íàõîäÿùåéñÿ íà
âûñîòå y, è âîçâðàùàåò â ïåðåìåííîé xres
àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.

Èòàê, îñòàâøàÿñÿ ïðîáëåìà � ïðî-
âåðèòü, ÷òî â òî÷êå èìååòñÿ íåôòü. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîîáùàþùèõñÿ ñî-
ñóäîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåò ïóòè âíóòðè
ìíîãîóãîëüíèêà îò äàííîé òî÷êè äî äûð-
êè, íå ïîäíèìàþùåãîñÿ âûøå ïîëîæåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Êàê æå ïðîâå-
ðèòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïóòè? Ñäåëà-
åì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Î÷åðòèì ìûñ-
ëåííî ìàêñèìàëüíóþ ñâÿçíóþ ôèãóðó, ëå-
æàùóþ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà è ñîäåð-
æàùóþ äàííóþ òî÷êó, íèêàêàÿ òî÷êà êî-

òîðîé íå ëåæèò âûøå äàííîé. Òîãäà òà-
êîé ïóòü ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ýòà ôèãóðà íå ñîäåðæèò äûðîê, êðî-
ìå, âîçìîæíî, äûðîê íà âåðõíåé ãðàíè.
Ïîñêîëüêó äûðêè ðàñïîëîæåíû òîëüêî â
âåðøèíàõ íàøåãî ìíîãîóãîëüíèêà, à ìû
ïðîâåðÿåì èñêëþ÷èòåëüíî òî÷êè, êîòîðûå
ëåæàò ïî âåðòèêàëè ìåæäó äâóìÿ íåñîâïà-
äàþùèìè îðäèíàòàìè êàêèõ-ëèáî âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà, òî ñèòóàöèÿ, êîãäà äûðêà
îêàçàëàñü íà âåðõíåé ãðàíè íàøåé ôèãó-
ðû, èñêëþ÷åíà, òàê ÷òî ìîæíî ïðîñòî ïðî-
âåðÿòü, ÷òî ôèãóðà íå ñîäåðæèò äûðêè.

Îáîéäåì ýòó ôèãóðó â íàøåé ïðî-
ãðàììå ïî êîíòóðó. Äëÿ ýòîãî ðåàëèçóåì
ïðîöåäóðó «øàãà âïðàâî» � äëÿ äàííîé
òî÷êè íàéäåì òî÷êó, â êîòîðóþ ìû ïîïà-
äåì, åñëè áóäåì ñìåùàòüñÿ íàïðàâî, ïîêà
íå îêàæåìñÿ íà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà.
Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåñå÷åì ãî-
ðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ ñî âñåìè ñòîðîíà-
ìè ìíîãîóãîëüíèêà, ëåæàùèìè ñïðàâà îò
òî÷êè, è âûáåðåì ñðåäè òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ áëèæàéøóþ ê íàøåé. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî íàäî áûòü àêêóðàòíûìè, èáî åñòü
ñëó÷àé, êîãäà íàøà òî÷êà óæå ëåæèò íà
ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà è âïðàâî èç íåå
ïîéòè íåëüçÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåäó-
ðà ihor áûëà ïðåîáðàçîâàíà â ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ âîçâðàùàåò, åñòü ëè ïåðåñå÷åíèå
ñòîðîíû ñ ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé (ñì.
ôðàãìåíò 2).

Ïðîâåðêà ÷òî yi < yi+1 íåîáõîäèìà
èìåííî äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû
ñ òî÷êîé, ëåæàùåé íà ñòîðîíå ìíîãîóãîëü-
íèêà. Íàì íå òðåáóåòñÿ ïåðåñåêàòü íàøó
ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ ñ ó÷àñòêàìè, êîòî-
ðûå èäóò âíèç � ïðè îáõîäå ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè òàêîé ó÷àñòîê íå ìîæåò áûòü

Ðèñóíîê 5. Ðèñóíîê 6.
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Ôðàãìåíò 1.

{ Âõîäíûå äàííûå íàõîäÿòñÿ â ìàññèâàõ x è y }
{ Ñîçäàåì êîïèþ ìàññèâà y è âûïîëíÿåì åãî ñîðòèðîâêó }
y2 := y;
for i := 1 to n do
  for j := i + 1 to n do
    if y2[i] < y2[j] then
    begin
       t := y2[i]; y2[i] := y2[j]; y2[j] := t;
    end;

{ Íàõîäèì âåðõíþþ ëåâóþ òî÷êó ìíîãîóãîëüíèêà }
top := 1;
for i := 2 to n do
  if (y[i] > y[top]) or
    ((y[top] = y[i]) and (x[top] > x[i])) then top := i;

i := top; { Òåêóùàÿ âåðøèíà }
j := 1;   { Òåêóùàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòà }
s := 0;   { Òåêóùàÿ ïëîùàäü }
repeat
  { Î÷åðåäíàÿ ñòîðîíà ðàçáèòà íà ÷àñòè ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè, }
  { àêêóðàòíî ïåðåìåùàåìñÿ ïî íåé. }
  { Èíâàðèàíò â ýòîì ìåñòå - y[i] = y2[j] }
  xprev := x[i];
  yprev := y[i];
  repeat
    { Íàõîäèì ñëåäóþùóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ }
    while (y2[j] = yprev) do
        if y[i + 1] < y[i] then inc(j) else dec(j);
    { Ïåðåñåêàåì ñ íåé íàøó ñòîðîíó }
    ihor(y2[j], i, xp);

    { Åñëè ñåðåäèíà ó÷àñòêà ñîäåðæèò íåôòü, òî ìîäèôèöèðóåì ïëîùàäü }
    if wet((xprev + xp) / 2, (yprev + y2[j]) / 2) then
        s := s + (xprev + xp) * (y2[j] - yprev);

    { Ñäâèãàåì ó÷àñòîê }
    xprev := xp;
    yprev := y2[j];
    { Åñëè äîøëè äî êîíöà ñòîðîíû, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé }
  until y2[j] = y[i + 1];

  i := i mod n + 1;
  while y[i] = y[i + 1] do
    i := i mod n + 1;
  { Åñëè îáîøëè ìíîãîóãîëüíèê äî êîíöà, òî âûõîä }
until i = top;

áëèæàéøèì ê íàì ñïðàâà, à åñëè íàøà òî÷-
êà ëåæèò íà òàêîì ó÷àñòêå, òî îí íàõîäèò-
ñÿ ñëåâà.

Òåïåðü ðåàëèçîâàòü îáõîä íàøåé
ôèãóðû íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà.
Èäåì èç íàøåé òî÷êè âïðàâî äî óïîðà ñ
ïîìîùüþ stepright. Äàëüøå èäåì ïî ãðàíè-

öå. Êîãäà ïûòàåìñÿ ïîäíÿòüñÿ âûøå óðîâ-
íÿ íàøåé òî÷êè, «ïåðåïðûãèâàåì» âïðà-
âî. Åñëè âñòðå÷àåì äûðêó, òî ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî íàøà òî÷êà íå ñîäåðæèò íåôòè.
Åñëè âîçâðàùàåìñÿ íà èñõîäíîå ìåñòî è
íå âñòðåòèëè äûðêó, òî íàøà òî÷êà ñî-
äåðæèò íåôòü (ñì. ôðàãìåíò 3).
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Ôðàãìåíò 2.

procedure stepright(xp, yp: real; var iright: longint);
var
  xright, xb: real;
  i: longint;
begin
  xright := 0;
  iright := 0;
  for i := 1 to n do
    if ihor(yp, i, xb) then
    begin
      if (xb >= xp - eps) and (y[i] < y[i + 1]) then
          if (iright = 0) or (xb < xright) then
          begin
              xright := xb;
              iright := i;
          end;
    end;
end;

Ôðàãìåíò 3.

function wet(xp, yp: real): boolean;
var
  i: longint;
  xb: real;
  iright: longint;
begin
  wet := false;

  stepright(xp, yp, iright);
  i := iright; { Òåêóùàÿ ñòîðîíà, ïî êîòîðîé ìû èäåì }
  while true do
  begin
    if h[i] then { Íàøëè äûðêó }
          exit;
    if (y[i] < y[i - 1]) and (y[i - 1] >= yp) then
      begin
        { Ïûòàåìñÿ ïîäíÿòüñÿ âûøå íàøåé òî÷êè }
        ihor(yp, i - 1, xb);
        stepright(xb, yp, i);
        if i = iright then { Ïîëíûé êðóã }
            break;
     end else begin
       { Ïåðåìåùàåìñÿ âäîëü ãðàíèöû }
        dec(i);
        if i < 1 then
           i := n;
      end;
  end;

  wet := true;
end;
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïðî-
èñõîäèëî âûõîäà çà ãðàíèöû ìàññèâà, ñëå-
äóåò îðãàíèçîâàòü ìàññèâû îò 0 è ñêîïè-
ðîâàòü â íóëåâóþ âåðøèíó � n-óþ, à â
(n + 1)-óþ � ïåðâóþ.

Èòàê, ïîñòðîåíèå íàøåãî ðåøåíèÿ
çàâåðøåíî. Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû êàðòè-
íû òàêæå òåêñò ôóíêöèè ihor (ñì. ôðàã-
ìåíò 4).

ÇÀÄÀ×À G. ÐÀÇÁÈÅÍÈß

Ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà �
ýòî ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâà ìåíü-
øèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ. Íà ðèñóíêå 7 ïðè-
âåäåíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ðàç-
áèåíèÿ.

Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíû
òðè îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíè-
êà, ðàçáèòûå íà ìåíüøèå ïðÿìî-
óãîëüíèêè. Ðàçáèåíèå B ïîëó÷å-
íî èç ðàçáèåíèÿ A ðàçäåëåíèåì
íà ÷àñòè äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

èç A. Âîîáùå, åñëè ðàçáèåíèå B ïîëó÷å-
íî èç ðàçáèåíèÿ A ðàçäåëåíèåì îäíîãî
èëè íåñêîëüêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ èç A, òî
ãîâîðÿò, ÷òî B ìåëü÷å, ÷åì A, è A, â ñâîþ
î÷åðåäü, ãðóáåå, ÷åì B. Ýòî îòíîøåíèå ïî-
ðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ëèøü ÷àñòè÷íûì � ðàçáèå-
íèå C íå ìåëü÷å è íå ãðóáåå íè ÷åì A, íè
÷åì B.

Åñëè äàíû äâà ðàçáèåíèÿ D è E îä-
íîãî è òîãî æå ïðÿìîóãîëüíèêà, òî ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî åãî ðàçáèåíèé,
êîòîðûå îäíîâðåìåííî ìåëü÷å è D è E.
Òàê, íà ðèñóíêå 9  F è G  ìåëü÷å, ÷åì è D
è E. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ðàçáèå-
íèé, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ìåëü÷å è D è
E, ñóùåñòâóåò îäíî íàèáîëåå ãðóáîå. Îíî
íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ D è E.
Íà ðèñóíêå 9 ðàçáèåíèå F � òî÷íàÿ íèæ-
íÿÿ ãðàíü D è E.

Íà ðèñóíêå 10 ðàçáèåíèÿ H è J ãðó-
áåå, ÷åì è D è E. Çäåñü J � íàèáîëåå ìåë-
êîå ðàçáèåíèå, êîòîðîå ãðóáåå è D è E.
Îíî, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåð-
õíåé ãðàíüþ D è E.

Ôðàãìåíò 4.

function ihor(yp: real; i: longint; var xp: real): boolean;
begin
    ihor := false;
    if y[i] = y[i + 1] then
        exit;
    if (y[i] - yp) * (y[i + 1] - yp) > eps then
        exit;
    ihor := true;
    xp := x[i] + (x[i+1] - x[i]) * (yp - y[i]) / (y[i+1] - y[i]);
end;

A B C

Ðèñóíîê 7.

Ðèñóíîê 8.
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Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî
äâóì çàäàííûì ðàçáèåíèÿì
îäíîãî è òîãî æå ïðÿìîóãîëü-
íèêà íàéäåò èõ òî÷íóþ íèæ-
íþþ è âåðõíþþ ãðàíè.

Âõîäíûå äàííûå
Âõîäíîé ôàéë ñîäåð-

æèò îïèñàíèÿ íåñêîëüêèõ òå-
ñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ïåðâàÿ
ñòðîêà êàæäîãî òåñòîâîãî
ïðèìåðà ñîäåðæèò ÷èñëà w
è h � øèðèíó è âûñîòó ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà (0 < w, h ≤ 20).
Íà ñëåäóþùèõ h + 1 ñòðîêå
ñîäåðæàòñÿ äâà ðàçáèåíèÿ,
êàæäàÿ èç ýòèõ ñòðîê ñîäåð-
æèò 4w + 3 ñèìâîëà. Ïåðâûå
2w + 1 ñèìâîë îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîìó ðàçáè-
åíèþ, à ñëåäóþùèå 2w + 1 � êî âòîðîìó.
Äâà ðàçáèåíèÿ ðàçäåëåíû ïðîáåëîì â êàæ-
äîé ñòðîêå. Ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè íàðè-
ñîâàíû ñ ïîìîùüþ çíàêîâ ïîä÷åðêèâàíèÿ
«_», à âåðòèêàëüíûå � ñ ïîìîùüþ âåðòè-
êàëüíîé ÷åðòû «|».

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà
ñîäåðæèò äâà íóëÿ.

Âûõîäíûå äàííûå
Äëÿ êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà âû-

âåäèòå ñíà÷àëà ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ íî-
ìåð òåñòîâîãî ïðèìåðà. Çàòåì âûâåäèòå
òî÷íóþ íèæíþþ è òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíè,
ñëåäóÿ òîìó æå ôîðìàòó, ÷òî è âî ââîäå.

Ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà
âûâîäèòå ïóñòóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð

Ðåøåíèå.
Ýòà íåñëîæíàÿ çàäà÷à âûçâàëà íà

óäèâëåíèå ìíîãî ïðîáëåì ó ó÷àñòíèêîâ ñî-
ðåâíîâàíèÿ. Èíòåðåñíî, ÷òî çà ïðèâåäåí-
íûìè â óñëîâèè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿìè ñòî-
èò äîâîëüíî îáøèðíàÿ òåîðèÿ. Ìíîæåñòâî,
íà êîòîðîì ââåäåí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, â
êîòîðîì ëþáîå äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè,
íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé. Çàèíòåðåñîâàâøèì-
ñÿ ýòîé òåìîé ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü ïðî-
÷åñòü êàêóþ-ëèáî êíèãó ïî îáùåé àëãåá-
ðå. Ìû æå ïîäîéäåì ê ïîñòàâëåííîé çàäà-
÷å ñ áîëåå  ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Èòàê, íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî �
íàõîæäåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè. Äëÿ ýòî-
ãî ïðîñòî îáúåäèíèì âñå ðàçðåçû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðÿ-

D E H J

D E F G

Ðèñóíîê 9.

Ðèñóíîê 10.

Ïðèìåð âõîäíîãî ôàéëà Âûâîä äëÿ äàííîãî
âõîäíîãî ôàéëà

4 3
 _ _ _ _   _ _ _ _
|_ _ _ _| |_|_ _ _|
|   |   | |       |
|_ _|_ _| |_ _ _ _|

3 4
 _ _ _   _ _ _
| |   | | |   |
| |   | |_|_ _|
|_|_ _| |   | |
|_ _|_| |_ _|_|

0 0

Case 1:
 _ _ _ _   _ _ _ _
|_|_ _ _| |_ _ _ _|
|   |   | |       |
|_ _|_ _| |_ _ _ _|

Case 2:
 _ _ _   _ _ _
| |   | |     |
|_|_ _| |     |
|_|_|_| |     |
|_ _|_| |_ _ _|
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ìîóãîëüíèêîâ ñíîâà îêàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëü-
íèêîì, òî ïîëó÷åííîå ðàçäåëåíèå ïðÿìîó-
ãîëüíèêà íà ÷àñòè áóäåò ðàçáèåíèåì.

Áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè. Ïåðâîé èäååé, êî-
òîðàÿ ïðèõîäèò â ãîëîâó, ÿâëÿåòñÿ âûäåëå-
íèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå åñòü â îáî-
èõ ðàçáèåíèÿõ. Îäíàêî ãèïîòåçà, ÷òî ìíî-
æåñòâî ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñîñòàâèò ðàç-
áèåíèå íàøåãî ïðÿìîóãîëüíèêà, îêàçûâà-
åòñÿ íåâåðíà. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü
ýòî, ïîñìîòðèì íà ñëåäóþùèé ïðèìåð:

              3 3
 _ _ _   _ _ _

|_ _| | | |_ _|
| |_|_| |_|_| |
|_|_ _| |_ _|_|

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî êâàäðàòèê â
öåíòðå åñòü â îáîèõ ðàçáèåíèÿõ è ÿâëÿåò-
ñÿ åäèíñòâåííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì, îáëà-
äàþùèì òàêèì ñâîéñòâîì. Îäíàêî ñëåäó-
þùåå äåëåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà íà ÷àñòè,

 _ _ _
|  _  |
| |_| |
|_ _ _|

î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì.
Óäèâèòåëüíî, íî áîëåå ïðîñòàÿ èäåÿ

îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïëîäîòâîðíîé. Ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà.
Ïîñìîòðèì âíèìàòåëüíî íà âñå âíóòðåííèå
òî÷êè ïðÿìîóãîëüíèêà. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî
èç 16 âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âûõîäà ëèíèé
ðàçáèåíèÿ èç òàêîé òî÷êè, äîïóñòèìûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèøü 8 (ñì. ðèñóíîê 11).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ðàçäåëåíèå
ïðÿìîóãîëüíèêà ëèíèÿìè íà ÷àñòè ÿâëÿåò-
ñÿ ðàçáèåíèåì åãî íà ïðÿìîóãîëüíèêè òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷åðåç âñå âíóò-
ðåííèå òî÷êè ëèíèè ðàçáèåíèÿ ïðîõîäÿò

îäíèì èç âîñüìè äîïóñòèìûõ ñïîñîáîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñòà-
âèì â âèäå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ. Îò-
ìåòèì, ÷òî â íàøåé çàäà÷å äîñòàòî÷íî
ñìîòðåòü íà «òî÷êè ñ öåëûìè êîîðäèíà-
òàìè», ïîñêîëüêó òîëüêî ÷åðåç íèõ ïðî-
õîäÿò ðàçðåçû.

Êðîìå òîãî, ñèòóàöèÿ ñëîæèëàñü äëÿ
íàñ î÷åíü óäà÷íî � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
ñåãìåíòîâ, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè â íåäîïó-
ñòèìîì ñëó÷àå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòè-
ìûì. Ïîýòîìó åñëè èç íåêîòîðîé òî÷êè
èñõîäèò íåäîïóñòèìàÿ êîìáèíàöèÿ, òî
ìîæíî ïðîñòî óäàëèòü âñå ñåãìåíòû, èç
íåå èñõîäÿùèå. Îòìåòèì, êñòàòè, ÷òî èìåí-
íî âûïîëíåíèå ýòîãî ñâîéñòâà ãàðàíòèðó-
åò åäèíñòâåííîñòü òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè
è, êàê ñëåäñòâèå, òî, ÷òî ìíîæåñòâî ðàç-
áèåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé.

Òåïåðü ðåàëèçîâàòü ïîñòðîåíèå òî÷-
íîé âåðõíåé ãðàíè íå ïðåäñòàâëÿåò íèêà-
êîãî òðóäà. Ñîñòàâèì äåëåíèå ïðÿìîóãîëü-
íèêà íà ÷àñòè, âçÿâ èç ðàçáèåíèé òå ñåã-
ìåíòû, êîòîðûå âõîäÿò â îáà ðàçáèåíèÿ.
Çàòåì áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðè-
âàòü âñå âíóòðåííèå òî÷êè íàøåãî ïðåä-
ðàçáèåíèÿ è óäàëÿòü òå ñåãìåíòû, êîòîðûå
âûõîäÿò èç òî÷åê, èìåþùèõ íåäîïóñòèìóþ
êîìáèíàöèþ âûõîäÿùèõ ñåãìåíòîâ. Áóäåì
ïîâòîðÿòü ýòó îïåðàöèþ, ïîêà îñòàþòñÿ òà-
êèå òî÷êè. ßñíî, ÷òî, ïîñêîëüêó êàæäûé
ðàç óäàëÿåòñÿ õîòÿ áû îäèí ñåãìåíò, ïðî-
öåññ ðàíî èëè ïîçäíî çàâåðøèòñÿ. Áîëåå
òîãî, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ
òî÷åê èìååò ïîðÿäîê O(wh) è êîëè÷åñòâî
ñåãìåíòîâ òàêæå ïîðÿäêà O(wh), òî âðåìÿ
ðàáîòû íàøåãî àëãîðèòìà åñòü O(w2h2).

ÇÀÄÀ×À H.  ÃËÓÏÀß ÑÎÐÒÈÐÎÂÊÀ

Âàø ìëàäøèé áðàò íåäàâíî ïîëó÷èë
äîìàøíåå çàäàíèå, è åìó íóæíà âàøà ïî-
ìîùü. Ó÷èòåëü äàë åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äîïóñòèìûå:
_|_
 |

_|_  |_
 |

_ _
 |

_|
 |

 |
 |

_ _

íåäîïóñòèìûå:
_|  |_   _

 |
_
 |

 | _
 |

  _

Ðèñóíîê 11.
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÷èñåë, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ îòñîðòèðîâàòü â
âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå. Âî âðåìÿ ñîðòè-
ðîâêè ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè äâà ëþáûõ
÷èñëà. Êàæäûé îáìåí èìååò ñòîèìîñòü, ðàâ-
íóþ ñóììå ÷èñåë, êîòîðûå â íåãî âõîäÿò.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ íàé-
äåò ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü òàêîé ñîðòè-
ðîâêè çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Âõîäíûå äàííûå
Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò îïèñàíèÿ

íåñêîëüêèõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Êàæäûé
òåñòîâûé ïðèìåð ñîñòîèò èç äâóõ ñòðîê.
Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíîå
öåëîå ÷èñëî n (n > 1) � êîëè÷åñòâî ÷èñåë,
êîòîðûå òðåáóåòñÿ îòñîðòèðîâàòü. Âòîðàÿ
ñòðîêà ñîäåðæèò n ðàçëè÷íûõ ÷èñåë (êàæ-
äîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå è íå áîëüøå
1000), êîòîðûå íàäî îòñîðòèðîâàòü.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà âõîäíîãî ôàéëà
ñîäåðæèò ÷èñëî 0.

Âûõîäíûå äàííûå
Äëÿ êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà âû-

âåäèòå îäíó ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ íîìåð
òåñòîâîãî ïðèìåðà è ìèíèìàëüíóþ ñòî-
èìîñòü ñîðòèðîâêè ÷èñåë â ýòîì òåñòîâîì
ïðèìåðå.

Ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà
âûâîäèòå ïóñòóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð

Ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô,

âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò ýëåìåíòû íà-
øåãî ìàññèâà, êîòîðûé òðåáóåòñÿ îòñîð-
òèðîâàòü. Èç êàæäîé âåðøèíû ãðàôà ïðî-
âåäåì îäíî ðåáðî, êîòîðîå áóäåò âåñòè â
âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåñòó, íà êî-
òîðîå äîëæåí âñòàòü ðàññìàòðèâàåìûé ýëå-
ìåíò â îòñîðòèðîâàííîì ìàññèâå.

Ïîñêîëüêó â ýòîì ãðàôå ïîëóñòåïå-
íè çàõîäà è èñõîäà êàæäîé âåðøèíû ðàâ-
íû 1, òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð öèê-
ëîâ. Çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíûé øòðàô çà

ñîðòèðîâêó íàøèõ ÷èñåë ðàâåí i i
i

c v∑ , ãäå

vi � i-îå ÷èñëî â íàøåì íàáîðå, à ci �
êîëè÷åñòâî ïåðåìåùåíèé ýòîãî ÷èñëà. Îäèí
öèêë ìîæíî îòñîðòèðîâàòü òàê, ÷òîáû òîëü-
êî îäíî ÷èñëî ïåðåìåùàëîñü áîëåå îäíî-
ãî ðàçà. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïîñòàâèòü íà
ñâîå ìåñòî ñíà÷àëà ÷èñëî, êîòîðîå ñòîèò
íà ìåñòå íàèìåíüøåãî ÷èñëà â öèêëå. Öèêë
ñîêðàòèòñÿ íà 1. Ïîâòîðÿÿ òàê äàëåå, ïî-
ëó÷èì ñòîèìîñòü òàêîé ñîðòèðîâêè öèêëà

(| | 2)i
i C

v m C
∈

+ −∑ , ãäå çà Ñ îáîçíà÷åíî

ìíîæåñòâî âåðøèí íàøåãî öèêëà, à çà
m � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â íàøåì öèê-
ëå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìû ìîæåì îáúå-
äèíèòü äâà öèêëà â îäèí, ïîìåíÿâ ìåñòà-
ìè èõ ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû. Òåì ñà-
ìûì, äëÿ ëþáîãî öèêëà, êðîìå öèêëà,
ñîäåðæàùåãî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìàñ-
ñèâà, ìîæíî âûïîëíèòü ñîðòèðîâêó çà

(| | 1)i
i C

v m g C
∈

+ + −∑ , ãäå çà g îáîçíà÷åí

ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò âñåãî ìàññèâà (ïîñ-
ëå òîãî, êàê âñå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàå-
ìîãî öèêëà âñòàíóò íà ñâîè ìåñòà, öèêë, ñ
êîòîðûì ìû îáúåäèíèëè ðàññìàòðèâàåìûé,
ïðèìåò ñâîé ïåðâîíà÷àëüíûé âèä). Âûá-
ðàâ ìåíüøóþ èç ýòèõ äâóõ âåëè÷èí, ïîëó-
÷èì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ äàííîãî
öèêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïðèâå-
äåííîãî àëãîðèòìà îñòàâèì â êà÷åñòâå èí-
òåðåñíîãî óïðàæíåíèÿ. Ïðèâåäåì ëèøü
íåêîòîðûå ðåêîìåíäàöèè. Ðàññìîòðèòå
âîçìîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáìåíîâ è

Ïðèìåð
âõîäíîãî ôàéëà

Âûâîä äëÿ äàííîãî
âõîäíîãî ôàéëà

3
3 2 1
4
8 1 2 4
5
1 8 9 7 6
6
8 4 5 3 2 7
0

Case 1: 4

Case 2: 17

Case 3: 41

Case 4: 34
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äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì îáìåíå äîëæåí
ó÷àñòâîâàòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò êàêîãî-
ëèáî öèêëà. Çàòåì äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì
êëàññå ñòðàòåãèé ïðèâåäåííàÿ ñòðàòåãèÿ
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.

ÇÀÄÀ×À I. ÊÀ×ÅÍÈÅ ÊÎËÅÑÀ

Îäèí èç ñïîñîáîâ èçìåðåíèÿ äëèíû
íåêîòîðîãî ïóòè � ýòî ïðîêàòèòü ïî íåìó
êîëåñî (ïîäîáíîå êîëåñó îò âåëîñèïåäà).
Åñëè ìû çíàåì ðàäèóñ êîëåñà è êîëè÷å-
ñòâî îáîðîòîâ, êîòîðîå îíî ñîâåðøèò, òî
ìû ñìîæåì ïîäñ÷èòàòü äëèíó ïóòè.

Ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò íåïëîõî êîãäà
ïóòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðîâíóþ ïîâåðõ-
íîñòü. Îäíàêî êîãäà íà ïóòè âñòðå÷àþòñÿ
êî÷êè è ÿìû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ðåçêèå ïåðåïàäû âûñîòû, òî äëèíà ïóòè
ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàíà íåòî÷íî, ïîñêîëü-
êó êîëåñî ìîæåò ñîâåðøèòü ïîâîðîò âîê-
ðóã òî÷êè (âîêðóã êàêîãî-íèáóäü óãëà) èëè
ñêàòèòüñÿ ïî âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Â
ýòîé çàäà÷å âàì òðåáóåòñÿ ïîäñ÷èòàòü ðàñ-
ñòîÿíèå, ïðîéäåííîå öåíòðîì êîëåñà, êîã-
äà îíî êàòèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæà-
ùåé òîëüêî ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëü-
íûå ó÷àñòêè.

×òîáû èçìåðèòü äëèíó, êîëåñî èçíà-
÷àëüíî ïîìåùàþò öåíòðîì òî÷íî íàä íà-
÷àëîì ïóòè. Çàòåì êîëåñî êàòÿò âïåðåä,
ïîñòîÿííî ñîõðàíÿÿ åãî
êîíòàêò ñ ïîâåðõíîñòüþ,
ïîêà îíî íå îêàæåòñÿ
öåíòðîì òî÷íî íàä êîí-
öîì ïóòè.

Ïðåäïîëîæèì â êà-
÷åñòâå ïðèìåðà, ÷òî çàäàí
ïóòü, èçîáðàæåííûé ñëå-
âà íà èëëþñòðàöèè âíèçó,
è êîëåñî èìååò ðàäèóñ 2.

Ïóòü íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ ãîðèçîí-
òàëüíûìè ó÷àñòêàìè äëèíû 2, íàõîäÿùè-
ìèñÿ íà îäíîé âûñîòå. Ìåæäó íèìè íàõî-
äèòñÿ ó÷àñòîê äëèíû 2.828427, ëåæàùèé
íà 2 íèæå êðàéíèõ ó÷àñòêîâ. ×òîáû èçìå-
ðèòü ïóòü, êîëåñî èçíà÷àëüíî ïîìåùàþò â
ïîëîæåíèå 1. Çàòåì îíî êàòèòñÿ äî ïîçè-
öèè 2, ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 45 ãðàäóñîâ äî
ïîçèöèè 3, ñíîâà ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 45
ãðàäóñîâ äî ïîçèöèè 4 è, íàêîíåö, êàòèò-
ñÿ ïî ãîðèçîíòàëè äî ñâîåãî êîíå÷íîãî
ïîëîæåíèÿ 5. Öåíòð êîëåñà, òàêèì îáðà-
çîì, ïðîøåë ïóòü 7.1416, à íå 6.8284.

Íà ðèñóíêå 12 ñïðàâà ïóòü íà÷èíà-
åòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè ñåã-
ìåíòàìè äëèíû 3, ìåæäó êîòîðûìè íàõî-
äèòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé ñåãìåíò äëèíû 7,
ðàñïîëîæåííûé íà ãëóáèíå 7. Ïðè ýòîì
êîëåñî ðàäèóñà 1 ïðîéäåò ïóòü 26.142,
ïðåæäå ÷åì äîñòèãíåò êîíöà ïóòè.

Âõîäíûå äàííûå
Âõîäíîé ôàéë ñîäåðæèò îïèñàíèÿ

íåñêîëüêèõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Êàæäûé
òåñòîâûé ïðèìåð íà÷èíàåòñÿ ñ ïîëîæèòåëü-
íîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà � ðàäèóñà êî-
ëåñà è öåëîãî ÷èñëà n � êîòîðîå ëåæèò â
ïðåäåëàõ îò 1 äî 50. Çàòåì ñëåäóþò n ïàð
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïåðâîå ÷èñëî åñòü
ðàññòîÿíèå ïî ãîðèçîíòàëè äî ñëåäóþùåé
âåðòèêàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Âòîðîå ÷èñëî
â êàæäîé ïàðå åñòü èçìåíåíèå âûñîòû ïîñ-
ëå ýòîãî ó÷àñòêà, ïðèâåäåííîå ñî çíàêîì.
Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî îçíà÷àåò óâåëè÷åíèå
âûñîòû, â òî âðåìÿ êàê îòðèöàòåëüíîå �
óìåíüøåíèå. Âåðòèêàëüíûå ó÷àñòêè âñå-
ãäà ïåðïåíäèêóëÿðíû ãîðèçîíòàëüíûì. Â
n-îé ïàðå èçìåíåíèå âûñîòû åñòü 0.

Âõîäíîé ôàéë çàâåðøàåòñÿ äâóìÿ
íóëÿìè.

1

2

3

4

5

Ðèñóíîê 12.
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Âûõîäíûå äàííûå
Äëÿ êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà âû-

âåäèòå îäíó ñòðîêó, ñîäåðæàùóþ íîìåð
òåñòîâîãî ïðèìåðà è ðàññòîÿíèå, ïðîéäåí-
íîå öåíòðîì êîëåñà ñ òî÷íîñòüþ äî 3 çíà-
êà ïîñëå çàïÿòîé.

Ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà
âûâîäèòå ïóñòóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð

Ëèòåðàòóðà

1. Êîðìåí Ò., Ëåéçåðñîí ×., Ðèâåñò Ð. Àëãîðèòìû: ïîñòðîåíèå è àíàëèç. Ì.:
ÌÖÍÌÎ, 2000.

2. Àñàíîâ Ì.Î., Áàðàíñêèé Â.À., Ðàñèí Â.Â. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà: ãðàôû, ìàòðî-
èäû, àëãîðèòìû. � Èæåâñê: ÍÈÖ «Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà», 2001.

3. Ñåìåíþê Â.Â. Ýêîíîìíîå êîäèðîâàíèå äèñêðåòíîé èíôîðìàöèè. ÑÏá: ÑÏá -
ÃÈÒÌÎ (ÒÓ), 2001.

4. Ðîìàíîâñêèé È.Â. Äèñêðåòíûé àíàëèç. ÑÏá.: Íåâñêèé äèàëåêò, 2000.

Ñòàíêåâè÷ Àíäðåé Ñåðãååâè÷,
÷ëåí îðãêîìèòåòà
Âñåðîññèéñêîé èíòåðíåò-îëèìïèàäû
ïî èíôîðìàòèêå è
ïðîãðàììèðîâàíèþ.

Ïðèìåð âõîäíîãî
ôàéëà

Âûâîä äëÿ äàííîãî
âõîäíîãî ôàéëà

2.0 3
2.0 -2.0
2.828427 2.0
2.0 0.0
1.0 3
3.0 -7.0
7.0 7.0
3.0 0.0
1.0 3
1.0 -4.0
2.0 4.0
1.0 0.0
0 0

Case 1: Distance = 7.142

Case 2: Distance = 26.142

Case 3: Distance = 5.142

Ðåøåíèå.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íåíàìíîãî ïðî-

ùå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðî íåôòü (çàäà÷è F).
Äàäèì íà ýòîò ðàç ëèøü íàáðîñîê îñíîâ-
íîé èäåè. Ïóòü íàøåãî êîëåñà ñîñòîèò èç
îòðåçêîâ ïðÿìîé è äóã. Êàæäûé ðàç, êîã-
äà ìû äîëæíû ñïóñòèòüñÿ èëè ïîäíÿòüñÿ,
äëÿ âñåõ òî÷åê íàøåãî ïóòè ïðîâåðÿåì,
íà êàêîé óãîë ìû äîëæíû ïîâåðíóòü êî-
ëåñî, ÷òîáû îïåðåòüñÿ íà ýòó òî÷êó â äî-

ïîëíåíèå ê òî÷êå ïîâîðîòà.
Ñðåäè âñåõ òàêèõ óãëîâ âûáè-
ðàåì ìèíèìàëüíûé. Åñëè òà-
êèõ óãëîâ íåò, òî ïîâîðà÷èâà-
åì íà 90 ãðàäóñîâ è «ïàäàåì»,
êàê âî âòîðîì ïðèìåðå â óñ-
ëîâèè.


