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Ëþáàÿ ñîâðåìåííàÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ëàáîðàòî-
ðèÿ îñíîâàòåëüíî «íàïè÷êàíà» êîìïüþòåðàìè. Òåïåðü äàæå òðóäíî
ïðåäñòàâèòü ñåáå, êàê ýòî ðàíüøå ó÷åíûå æèëè è ðàáîòàëè áåç êîì-
ïüþòåðîâ. Îáúåìû èíôîðìàöèè, ïîëó÷àåìîé â ýêñïåðèìåíòàõ íà
ñîâðåìåííîì îáîðóäîâàíèè, ñòîëü âåëèêè, ÷òî «ïåðåâàðèòü» åå áåç
ïðåäâàðèòåëüíîé àâòîìàòèçèðîâàííîé îáðàáîòêè êîìïüþòåðàìè
ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Íî êîìïüþòåðû ïðèíîñÿò íåîöåíèìóþ
ïîëüçó êàê ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, òàê è íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà. Êîìïüþòåðíîå óïðàâëåíèå
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè óñòàíîâêàìè è õîäîì ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü ôèçè÷åñêóþ ëàáîðàòîðèþ ñ óíèêàëüíûì ñîâðåìåííûì îáîðó-
äîâàíèåì ïîòåíöèàëüíî äîñòóïíîé áîëüøîìó ÷èñëó ïîëüçîâàòåëåé
áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòÿì äèñòàíöèîííîé ðàáîòû ÷åðåç Èíòåðíåò.

Áëàãîäàðÿ êîìïüþòåðàì ïîñòåïåííî ìåíÿåòñÿ îáëèê íå òîëü-
êî èññëåäîâàòåëüñêèõ, íî è ó÷åáíûõ ôèçè÷åñêèõ ëàáîðàòîðèé, õîòÿ
ïðîèñõîäèò ýòî, ê ñîæàëåíèþ, çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå, ÷åì õîòåëîñü
áû. Òåì íå ìåíåå, âàæíàÿ ðîëü êîìïüþòåðíîãî óïðàâëåíèÿ ýêñïåðè-
ìåíòîì è íåîáõîäèìîñòü àâòîìàòèçèðîâàííîé îáðàáîòêè ðåçóëüòà-
òîâ èçìåðåíèé äàæå â ó÷åáíîé ëàáîðàòîðèè ïðèçíàåòñÿ âñåìè, è â
íåäàëåêîì áóäóùåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåíû íåèçáåæíû.

Íå ñòîëü î÷åâèäíà ñèòóàöèÿ ñ êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíè-
åì. Âñå ïðèçíàþò, ÷òî êîìïüþòåðíûå òðåíàæåðû è èìèòàòîðû î÷åíü
ïîëåçíû íà ñòàäèè ïîäãîòîâêè ê âûïîëíåíèþ äîñòàòî÷íî ñëîæíîãî
ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Íî î ïîëíîì âçàèìîïîíèìàíèè ñðåäè ïå-
äàãîãîâ îòíîñèòåëüíî ðîëè ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïðè
îáó÷åíèè ôèçèêå ãîâîðèòü ïîêà íå ïðèõîäèòñÿ.

Îáùèì ìåñòîì ñòàëî íåîñïîðèìîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
ïðè îáó÷åíèè ôèçèêå êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå íè â êîåì ñëó-
÷àå íå äîëæíî ïîäìåíÿòü ñîáîé ôèçè÷åñêóþ ëàáîðàòîðèþ è âûòåñ-

Â ïðåïîäàâàíèè ôèçèêè êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ìî-
æåò ïðî÷íî çàíÿòü âïîëíå îïðåäåëåííóþ íèøó. Äàæå ìîäåëèðîâà-
íèå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, â ïðèíöèïå äîñòóïíûõ íåïîñðåäñòâåííî-
ìó íàáëþäåíèþ, èìååò îïðåäåëåííóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ öåííîñòü.
Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äàåò ó÷àùèìñÿ îäèí èç âàæíåéøèõ
èíñòðóìåíòîâ, îáëåã÷àþùèõ ïðîíèêíîâåíèå â òàéíû íàóêè.



4

Áóòèêîâ Å.È.

© ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 5, 2002 ã.

íÿòü ðåàëüíûé ýêñïåðèìåíò. È ýòî ïðàâèëüíî. Òåì íå ìåíåå â ïðåïî-
äàâàíèè ôèçèêè êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò ïðî÷íî çàíÿòü
âïîëíå îïðåäåëåííóþ íèøó. Ðå÷ü èäåò íå òîëüêî î ÷èñëåííîì ìîäå-
ëèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì íå
ìîãóò áûòü âûïîëíåíû â ó÷åáíîé ëàáîðàòîðèè. Äàæå ìîäåëèðîâà-
íèå ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, â ïðèíöèïå äîñòóïíûõ íåïîñðåäñòâåííî-
ìó íàáëþäåíèþ, èìååò îïðåäåëåííóþ ïåäàãîãè÷åñêóþ öåííîñòü. Êîì-
ïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äàåò ó÷àùèìñÿ îäèí èç âàæíåéøèõ
èíñòðóìåíòîâ, îáëåã÷àþùèõ ïðîíèêíîâåíèå â òàéíû íàóêè. Â äàííîé
ñòàòüå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå îáùèå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ðîëè
ìîäåëèðîâàíèÿ è ïîäêðåïèì èõ ïðèìåðàìè èç ñîáñòâåííîé ïðàêòèêè
ïðåïîäàâàíèÿ ôèçèêè ñòóäåíòàì ìëàäøèõ êóðñîâ ôèçè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÑÏáÃÓ è ôàêóëüòåòà êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé è ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ÑÏáÃÈÒÌÎ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåïîäàâàòåëÿ, î÷åâèäíîå, ëåæàùåå íà ïîâåð-
õíîñòè, äîñòîèíñòâî êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â
âîçìîæíîñòè ñîçäàâàòü âïå÷àòëÿþùèå è çàïîìèíàþùèåñÿ çðèòåëü-
íûå îáðàçû. Òàêèå íàãëÿäíûå îáðàçû ñïîñîáñòâóþò ïîíèìàíèþ è
çàïîìèíàíèþ âàæíûõ äåòàëåé èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ â ãîðàçäî áîëü-
øåé ñòåïåíè, íåæåëè ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.
Ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ïðèäàòü íàãëÿäíîñòü àáñòðàêòíûì çàêî-
íàì è êîíöåïöèÿì, ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ó÷àùèõñÿ ê òîíêèì äåòàëÿì
èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ, óñêîëüçàþùèì ïðè íåïîñðåäñòâåííîì íàáëþ-
äåíèè. Ãðàôè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íà ýê-
ðàíå êîìïüþòåðà îäíîâðåìåííî ñ àíèìàöèåé èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ
èëè ïðîöåññà ïîçâîëÿåò ó÷àùèìñÿ ëåãêî âîñïðèíèìàòü áîëüøèå îáúå-
ìû ñîäåðæàòåëüíîé èíôîðìàöèè.

Ðàçóìååòñÿ, âñå ýòè ïðåèìóùåñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè âûñîêîêà÷åñòâåííûõ ïðîãðàìì-
íûõ ïðîäóêòîâ, ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà.
Ê ñîæàëåíèþ, ñëîæèâøóþñÿ íà ñåé äåíü ñèòóàöèþ íà ðûíêå ïðèëà-
ãàåìûõ ó÷åáíûõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì òðóäíî íàçâàòü áëàãîïî-
ëó÷íîé. Íî êà÷åñòâî ñóùåñòâóþùèõ ïðîãðàìì � ýòî òåìà äëÿ îò-
äåëüíîãî ðàçãîâîðà.

Èíòåðàêòèâíûé õàðàêòåð ìîäåëèðóþùèõ êîìïüþòåðíûõ ïðî-
ãðàìì òàêæå ÿâëÿåò ñîáîé âàæíûé àðãóìåíò â ïîëüçó ïðèìåíåíèÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè ïàññèâíîì ïîãëîùåíèè èíôîðìàöèè ó÷àùèåñÿ
áûñòðî òåðÿþò èíòåðåñ ê ïðåäìåòó. Îáó÷åíèå ñòàíîâèòñÿ íàìíîãî
ýôôåêòèâíåå ïðè íåîáõîäèìîñòè óïðàâëÿòü ðàáîòîé ïðîãðàììû, ÷à-
ñòî âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ íåé è ðåàãèðîâàòü íà åå çàïðîñû. Õîðîøàÿ
èíòåðàêòèâíàÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà íå äîëæíà âåñòè ó÷àùåãî-
ñÿ ïî ñòðîãî ïðåäîïðåäåëåííîìó ïóòè, ïóñòü äàæå è òùàòåëüíî âû-

Èíòåðàêòèâíûé õàðàêòåð ìîäåëèðóþùèõ êîìïüþòåðíûõ ïðî-
ãðàìì òàêæå ÿâëÿåò ñîáîé âàæíûé àðãóìåíò â ïîëüçó ïðèìåíåíèÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ. Èíòåðàêòèâíûå ïðîãðàììû ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ
äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàíû, ÷òîáû ñòó-
äåíò íå ñáèëñÿ ñ ïóòè è íå óïóñòèë èç âèäó êîíå÷íóþ öåëü ó÷åáíî-
ãî çàäàíèÿ.
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âåðåííîìó àâòîðîì, à, íàïðîòèâ, äîëæíà ïðåäîñòàâëÿòü âûáîð èç
ìíîæåñòâà ðàçíîîáðàçíûõ âîçìîæíîñòåé. Â òî æå âðåìÿ ÷ðåçìåðíàÿ
ãèáêîñòü è èíòåðàêòèâíîñòü ïðîãðàììû ÷ðåâàòà îïðåäåëåííûìè îïàñ-
íîñòÿìè. Ó÷àùèéñÿ ìîæåò ïîòåðÿòü íàïðàâëÿþùóþ íèòü, ñëó÷àéíûì
îáðàçîì áëóæäàÿ ïî ìíîãî÷èñëåííûì çàêîóëêàì ðàçâåòâëåííîé ïðî-
ãðàììû. Ïîýòîìó èíòåðàêòèâíûå ïðîãðàììû ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ äîë-
æíû áûòü äîñòàòî÷íî õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàíû, ÷òîáû ñòóäåíò íå ñáèëñÿ
ñ ïóòè è íå óïóñòèë èç âèäó êîíå÷íóþ öåëü ó÷åáíîãî çàäàíèÿ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì âûñêàçàííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ íà ïðèìåðå
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àâòîðîì êîìïëåêñà ó÷åá-
íûõ ìîäåëèðóþùèõ ïðîãðàìì «Äâèæåíèå êîñìè÷åñêèõ òåë» [1]. Êîì-
ïëåêñ èìååò öåëüþ ïîìî÷ü ñòóäåíòàì ëó÷øå ïîíÿòü è èçó÷èòü ôóíäà-
ìåíòàëüíûå çàêîíû ôèçèêè ïðè èõ ïðèìåíåíèè ê äâèæåíèÿì íåáåñ-
íûõ òåë. * Çàõâàòûâàþùèé âîîáðàæåíèå ìèð äâèæåíèé åñòåñòâåííûõ
è èñêóññòâåííûõ êîñìè÷åñêèõ òåë � ýòî çàìå÷àòåëüíàÿ êîñìè÷åñêàÿ
ëàáîðàòîðèÿ, ãäå âñå ÿâëåíèÿ ðàçûãðûâàþòñÿ â íàèáîëåå «÷èñòîì» âèäå,
íå îñëîæíåííîì ïîáî÷íûìè ôàêòîðàìè âðîäå òðåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ
âîçäóõà, íåèçáåæíûìè â çåìíûõ ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ. Çäåñü ìîæíî
ïîëó÷èòü ñàìûå âïå÷àòëÿþùèå îïûòíûå ïîäòâåðæäåíèÿ îñíîâíûõ çà-
êîíîâ êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè. Íî ÷òîáû óâèäåòü ðåàëüíûå êåïëåðîâû
äâèæåíèÿ ïëàíåò, íóæíî, ïîäîáíî çíàìåíèòîìó Òèõî Áðàãå, ìåñÿöàìè
è äàæå ãîäàìè è äåñÿòèëåòèÿìè âåñòè àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ.
Çàòåì ïðèäåòñÿ ïåðåñ÷èòàòü ðåçóëüòàòû âûïîëíåííûõ íà äâèæóùåéñÿ
Çåìëå íàáëþäåíèé â ãåëèîöåíòðè÷åñêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, íàíåñòè òî÷-
êè íà áóìàãó è ñîåäèíèòü èõ, ÷òîáû ïîëó÷èòü èñòèííóþ òðàåêòîðèþ.
ßñíî, ÷òî ýòî óäåë èçáðàííûõ � òàêîå äîñòóïíî ëèøü íåìíîãèì àñòðî-
íîìàì-ïðîôåññèîíàëàì. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðî-
âàíèå äâèæåíèé íåáåñíûõ òåë èçÿùíî ðåøàåò ýòó ïðîáëåìó: ýêðàí
êîìïüþòåðà ïîçâîëÿåò ñâîèìè ãëàçàìè óâèäåòü òî, ÷òî, êàçàëîñü áû,
íàì íèêîãäà íå äàíî ñîçåðöàòü âîî÷èþ.

Ïðîãðàììû êîìïëåêñà [1] ìîäåëèðóþò, â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèÿ
òåë â öåíòðàëüíîì ïîëå òÿãîòåíèÿ, èëëþñòðèðóÿ çàêîíû Êåïëåðà è
ïðåäîñòàâëÿÿ âîçìîæíîñòü èõ ïðîâåðêè â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðè-
ìåíòå. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êåïëåðà î äâèæåíèè òåëà (ïëà-
íåòû, ñïóòíèêà) ïîä äåéñòâèåì ñèëû, èçìåíÿþùåéñÿ îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò ñèëîâîãî öåíòðà, ìîæíî íàéòè
â íåêîòîðûõ óíèâåðñèòåòñêèõ ó÷åáíèêàõ ïî îáùåé ôèçèêå è òåîðå-
òè÷åñêîé ìåõàíèêå (ñì., íàïðèìåð, ò. 1 øèðîêî èçâåñòíîãî «Êóðñà
îáùåé ôèçèêè» Ä.Â. Ñèâóõèíà èëè «Ìåõàíèêó» Ë.Ä. Ëàíäàó è Å.Ì. -
Ëèôùèöà). Çàäà÷à Êåïëåðà � ýòî îäíà èç íåìíîãî÷èñëåííûõ ïðàêòè-
÷åñêè âàæíûõ çàäà÷, äîïóñêàþùèõ òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.
Íî äëÿ èçó÷åíèÿ â êóðñå ôèçèêè äëÿ øêîë (è äëÿ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ)
ýòî ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûì. Ïîýòîìó, ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïðåïîäàâàíèÿ, î÷åíü ïîëåçíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íà-
ãëÿäíîé äåìîíñòðàöèè çàêîíîìåðíîñòåé äâèæåíèÿ ïëàíåò è ñïóòíè-
êîâ íà êîìïüþòåðå ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàííîãî

* Áîëåå ïîäðîáíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ êîìïëåêñîì ìîæíî ïî ñòàòüÿì àâòîðà, îïóáëèêî-
âàííûì â æóðíàëå «Êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåíòû â îáðàçîâàíèè» â 2001 ã. «Äâèæåíèÿ êîñìè-
÷åñêèõ òåë â êîìïüþòåðíûõ ìîäåëÿõ. I. Çàäà÷à Êåïëåðà», ¹ 3�4, ñ. 20�44, è «Äâèæåíèÿ
êîñìè÷åñêèõ òåë â êîìïüþòåðíûõ ìîäåëÿõ. II. Çàäà÷à ìíîãèõ òåë», ¹ 5, ñ. 4�23.
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íà ïðîñòîì äëÿ ïîíèìàíèÿ àëãîðèòìå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
â öåíòðàëüíîì ïîëå òÿãîòåíèÿ. Îáúÿñíèòü ñóòü àëãîðèòìà ïðîùå âñåãî,
ññûëàÿñü íà òî, ÷òî íà ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè äåéñòâóþùèå íà
òåëî ñèëû ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè, òàê ÷òî îòäåëüíûé øàã èí-
òåãðèðîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïî õîðîøî èçâåñòíûì ó÷àùèìñÿ ôîðìó-
ëàì ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ.

Ðàçóìååòñÿ, êîìïüþòåð ìîæåò ïîêàçàòü íàì íà ýêðàíå äâèæå-
íèå íå ðåàëüíîé ñèñòåìû, à ëèøü åå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. È òåì
íå ìåíåå òàêèå ìîäåëèðóþùèå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê åùå îäíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå çàêî-
íîâ êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè (ïðàâäà íå â ðåàëüíîì, à â âû÷èñëèòåëü-
íîì ýêñïåðèìåíòå). Â ñàìîì äåëå, ïðîãðàììà ðàññ÷èòûâàåò, ñêàæåì,
äâèæåíèå ïëàíåòû âîêðóã Ñîëíöà, «íè÷åãî íå çíàÿ» î çàêîíàõ Êåï-
ëåðà � îíè â ïðîãðàììå íå èñïîëüçóþòñÿ. Âñå, íà ÷åì îñíîâàíî
÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïëàíåòíûõ äâèæåíèé � ýòî çàêîíû äèíà-
ìèêè è çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. È åñëè ìû âèäèì, ÷òî ìîäåëè-
ðóåìîå íà ýêðàíå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî îäíîìó èç êîíè÷åñêèõ
ñå÷åíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè Êåïëåðà, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äàííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü
çàëîæåííûõ â ìîäåëü çàêîíîâ ôèçèêè, à òåì ñàìûì è ïðàâèëüíîñòü
íàøèõ ïðåäñòàâëåíèé î ìîäåëèðóåìîì ïðèðîäíîì ÿâëåíèè.

Â ìîäåëèðóþùåé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå ïàêåòà «Äâèæåíèå
êîñìè÷åñêèõ òåë», èëëþñòðèðóþùåé ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà, äàåòñÿ
íàãëÿäíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïëàíåòû � èìåííî
ýëëèïñ, à íå îâàë èëè êàêàÿ-ëèáî èíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ. Äîêàçà-
òåëüñòâî îñíîâàíî íà èçâåñòíîì ãåîìåòðè÷åñêîì ñâîéñòâå ýëëèïñà,
ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà ñóììà ðàññòîÿíèé äî
äâóõ çàäàííûõ òî÷åê (ôîêóñîâ) èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå (ýòî
óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå ýëëèïñà). Â ëå-
âîé ÷àñòè ýêðàíà (ñì. ðèñóíîê 1) ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñòðîèòñÿ òðàåêòîðèÿ ïëàíåòû. ×åðåç ðàâíûå

Ðèñóíîê 1. Êåïëåðîâà îðáèòà ïëàíåòû (ñëåâà)
è ãåîìåòðè÷åñêîå ñëîæåíèå îòðåçêîâ îò ôîêóñîâ äî ïëàíåòû.
Ñîâïàäàþùèå öèôðû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ñîîòâåòñòâóþò

îäíèì è òåì æå ìîìåíòàì âðåìåíè.
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ïðîìåæóòêè âðåìåíè ê öåíòðó ïëàíåòû ïðîâîäÿòñÿ îòðåçêè èç ñèëî-
âîãî öåíòðà (öåíòðà Ñîëíöà), ãäå, ñîãëàñíî ïåðâîìó çàêîíó Êåïëå-
ðà äîëæåí íàõîäèòüñÿ îäèí èç ôîêóñîâ ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû. Íà
ïðèâîäèìîì ðèñóíêå ýòè ðàäèóñû-âåêòîðû ïëàíåòû ïîêàçàíû ñòðåë-
êàìè. Îäíîâðåìåííî ïðîâîäÿòñÿ îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå öåíòð ïëà-
íåòû ñî âòîðûì ôîêóñîì îðáèòû. Ýòè îòðåçêè íà ðèñóíêå ïîêàçàíû
øòðèõîâûìè ëèíèÿìè.

Â ïðàâîé ÷àñòè ýêðàíà ýòè æå îòðåçêè îò äàííîé òî÷êè îðáèòû
äî ôîêóñîâ îòëîæåíû âäîëü îäíîé ïðÿìîé äðóã çà äðóãîì, ÷òîáû áûëî
ëåãêî îïðåäåëèòü íà ãëàç ñóììó äëèí ýòèõ îòðåçêîâ. Ìû âèäèì, ÷òî ýòà
ñóììà îêàçûâàåòñÿ îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ òî÷åê îðáèòû.  Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî òðàåêòîðèÿ, ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì
öåíòðàëüíîé ñèëû, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ,
äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ, îäèí èç ôîêóñîâ êîòîðîãî
íàõîäèòñÿ â ñèëîâîì öåíòðå. Ñóììà äëèí îòðåçêîâ îò ëþáîé òî÷êè
òðàåêòîðèè äî ôîêóñîâ ðàâíà áîëüøîé îñè ýòîãî ýëëèïñà.

Åùå îäíî ïîäòâåðæäåíèå òîìó, ÷òî íàáëþäàåìîå ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò èìåííî ïî ýëëèïñó, ìîæíî ïîëó÷èòü,
åñëè ïåðåä ìîäåëèðîâàíèåì âûáðàòü â ìåíþ îïöèþ ïðåäâàðèòåëüíîãî
ïîñòðîåíèÿ íà ýêðàíå òåîðåòè÷åñêè ðàññ÷èòàííîé òðàåêòîðèè, òî åñòü
òðàåêòîðèè, ïîëó÷åííîé ïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êåï-
ëåðà. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ìû âèäèì, ÷òî ÷èñëåííî ðàññ÷èòû-
âàåìàÿ òðàåêòîðèÿ äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ýëëèïñîì, ïîñòðîåí-
íûì ïðåäâàðèòåëüíî ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Äâèæåíèå ïëàíåòû îòîáðàæàåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè â îïðå-
äåëåííîì ìàñøòàáå âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðè íàáëþäåíèè ÿñíî âèäíî,
êàê èçìåíÿåòñÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïëàíåòû ïðè äâèæåíèè
ïî îðáèòå. Îòðåçêè îò ôîêóñîâ äî ïëàíåòû ïðîâîäÿòñÿ ÷åðåç ðàâ-
íûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Ïîýòîìó îá èçìåíåíèÿõ ñêîðîñòè ìîæíî
ñóäèòü äàæå ïî ñòàòè÷åñêîé êàðòèíêå, îñòàþùåéñÿ íà ýêðàíå ïî
îêîí÷àíèè ìîäåëèðîâàíèÿ. Êðèâóþ â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 1, ðàç-
äåëÿþùóþ ñïëîøíûå è øòðèõîâûå îòðåçêè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ãðàôèê âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ðàññòîÿíèÿ ïëàíåòû îò Ñîëíöà
ïðè äâèæåíèè ïî îðáèòå (åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî îñü îðäèíàò íà íåì
íàïðàâëåíà âíèç).

Èíòåðàêòèâíûé àñïåêò ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê âûáîðó óñ-
ëîâèé îòîáðàæåíèÿ äâèæåíèÿ è ê çàäàíèþ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðè-
çóþùèõ ìîäåëèðóåìóþ ñèñòåìó. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå òàêèì
ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ïëàíåòû â ïåðèãåëèè. Ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ïîëó÷àþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèå îðáèòû ñ
ðàçíûìè ðàçìåðàìè è ýêñöåíòðèñèòåòàìè, íî â ëþáîì ñëó÷àå ñóììà
îòðåçêîâ äî ôîêóñîâ îäèíàêîâà äëÿ âñåõ òî÷åê îðáèòû.

Îäíî èç èíòåðåñíåéøèõ ñâîéñòâ êåïëåðîâûõ äâèæåíèé ñâÿçà-
íî ñ ôîðìîé òðàåêòîðèè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé. Âåêòîð ñêîðîñ-

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò � ýòî ìåòîä èçó÷åíèÿ ôèçè-
÷åñêîãî ÿâëåíèÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
è ïîñëåäóþùåãî ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ýòîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþ-
ùåãî «ïðîèãðàòü» åå ïîâåäåíèå â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ.
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òè òåëà (ïëàíåòû, ñïóòíèêà) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàïðàâëåí ïî
êàñàòåëüíîé ê ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèè òåëà. Ïðè êðèâîëèíåé-
íîì äâèæåíèè íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè íåïðåðûâíî èçìåíÿ-
åòñÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðàåêòîðèè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé íóæíî
ýòè âåêòîðû ñêîðîñòåé äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè íà÷åðòèòü òàê,
÷òîáû âñå îíè íà÷èíàëèñü â îáùåé òî÷êå � íà÷àëå êîîðäèíàò ïðî-
ñòðàíñòâà ñêîðîñòåé. Êîíåö ýòîãî èçìåíÿþùåãîñÿ âåêòîðà ñêîðîñ-
òè âû÷åð÷èâàåò íåêîòîðóþ êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé, íàçû-
âàåìóþ ãîäîãðàôîì âåêòîðà ñêîðîñòè. Ýòî íûíå îáùåïðèíÿòîå íà-
çâàíèå äëÿ òðàåêòîðèè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé áûëî ïðåäëîæåíî
Ãàìèëüòîíîì â 1846 ãîäó. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè êåïëåðîâîì äâèæå-
íèè ïî ëþáîé ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ãîäîãðàô ñêîðîñòè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü. Äëÿ êðóãîâîé îðáèòû ýòî î÷åâèäíî: ïðè
ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè òåëà ïî îêðóæíîñòè âåêòîð ñêîðîñòè ïðî-
ñòî ðàâíîìåðíî ïîâîðà÷èâàåòñÿ, îñòàâàÿñü íåèçìåííûì ïî ìîäóëþ.
ßñíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé êîíåö òàêîãî âåêòîðà âû÷åð÷è-
âàåò îêðóæíîñòü. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû ïîâîðîò âåêòîðà ñêîðî-
ñòè ïðîèñõîäèò íåðàâíîìåðíî, è åãî ìîäóëü ïðè ýòîì âñå âðåìÿ
èçìåíÿåòñÿ. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå êîíåö âåêòîðà â
ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé âû÷åð÷èâàåò îêðóæíîñòü (ðèñóíîê 2).

Íèæíÿÿ ïîëîâèíà êðóãîâîãî ãîäîãðàôà, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå 1
íà ðèñóíêå 2, ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé (ïðàâîé) ïîëîâèíå ýëëèïòè÷åñ-
êîé îðáèòû îò ïåðèãåëèÿ äî àôåëèÿ, êîòîðóþ ïëàíåòà ïðîõîäèò (ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå) ñ ïîñòåïåííî óìåíüøàþùåéñÿ ñêîðîñòüþ. Âòîðàÿ
(âåðõíÿÿ íà ðèñóíêå 2) ïîëîâèíà ãîäîãðàôà ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóåò
âòîðîé (ëåâîé) ïîëîâèíå îðáèòû îò àôåëèÿ äî ïåðèãåëèÿ, ïðè ïðî-
õîæäåíèè âäîëü êîòîðîé ñêîðîñòü ïëàíåòû ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàåò-
ñÿ. Ñòàòè÷åñêàÿ êàðòèíà íà ðèñóíêå 2 (è òåì áîëåå àíàëèòè÷åñêîå
äîêàçàòåëüñòâî êðóãîâîé ôîðìû ãîäîãðàôà ñêîðîñòè) íå ïðîèçâîäèò,
ðàçóìååòñÿ, òàêîãî ñèëüíîãî âïå÷àòëåíèÿ, êàê íåïîñðåäñòâåííîå íà-
áëþäåíèå ýòîé äèíàìè÷íîé äåìîíñòðàöèè íà ýêðàíå êîìïüþòåðà.

Åùå îäèí âàæíûé àñïåêò îñîáîé ðîëè êîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ â ïðåïîäàâàíèè ôèçèêè ñâÿçàí ñ ñàìîé ïàðàäèãìîé ôè-

Ðèñóíîê 2. Êåïëåðîâà îðáèòà ñïóòíèêà è âåêòîðû ñêîðîñòåé
â ðàçíûõ åå òî÷êàõ (ñëåâà), è ãîäîãðàô âåêòîðà ñêîðîñòè

â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé (ñïðàâà). Ñîâïàäàþùèå öèôðû ñëåâà
è ñïðàâà ñîîòâåòñòâóþò îäíèì è òåì æå ìîìåíòàì âðåìåíè.
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çè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Ôèçèêè ñ÷èòàþò, ÷òî ïîíèìàþò íåêîòîðîå
ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå, åñëè ìîãóò ïðåäëîæèòü äëÿ íåãî äîñòàòî÷íî
ïðîñòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, â îñíîâó êîòîðîé ïîëîæåíû òâåð-
äî óñòàíîâëåííûå ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû. Îáû÷íî òàêèå ìàòåìà-
òè÷åñêèå ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì èëè ÿâëåíèé âûðàæàþòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â ðàìêàõ ïðè-
íÿòîé ìîäåëè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íîå èëè ïðèáëèæåííîå àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ê ñîæàëåíèþ, òî÷íûå àíàëèòè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ â ôèçèêå. ×àñòî áûâàåò òàê, ÷òî
äàæå äëÿ î÷åíü ïðîñòûõ ìîäåëåé äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íå
èìåþò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ áåç îïîðû íà ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïîíÿòü ñâîéñòâà ïðåäëîæåí-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ è ñäåëàòü êàêèå-ëèáî çàêëþ÷å-
íèÿ î åå ñîîòâåòñòâèè ðåàëüíîé äåéñòâèòåëüíîñòè, à òåì ñàìûì è î
íàøåì ïîíèìàíèè èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ. Ïðàâèëüíîñòü íàøèõ ïðåä-
ñòàâëåíèé î ðåàëüíîì èçó÷àåìîì ÿâëåíèè ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìî-
ùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íà êîìïüþòåðå.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò � ýòî ìåòîä èçó÷åíèÿ ôèçè÷åñ-
êîãî ÿâëåíèÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ïîñ-
ëåäóþùåãî ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ýòîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþùåãî
«ïðîèãðàòü» åå ïîâåäåíèå â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Ïîýòîìó äëÿ ñîâðåìåííîãî ýòàïà ðàçâèòèÿ ôèçè÷åñêîé íàóêè
õàðàêòåðíî ñòàíîâëåíèå (â äîïîëíåíèå ê ýêñïåðèìåíòàëüíîé è òåî-
ðåòè÷åñêîé ôèçèêå) òðåòüåé åå âåòâè � âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêè, â
îñíîâå êîòîðîé ëåæèò êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé. Ýòà òåíäåíöèÿ áåçóñëîâíî äîëæíà íàéòè îòðàæåíèå è â
ïðåïîäàâàíèè ôèçèêè. Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò, âûïîëíÿåìûé
íå ñ ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìîé, à ñ åå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëüþ, íå òîëüêî âî ìíîãîì îáîãàùàåò è îáëåã÷àåò èçó÷åíèå ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ïðèíöèïîâ è òðàäèöèîííûõ ðàçäåëîâ êóðñà ôèçèêè, íî
è äàåò êëþ÷ ê èçó÷åíèþ ìíîãèõ òðóäíûõ äëÿ óñâîåíèÿ âîïðîñîâ,
íåäîñòóïíûõ òðàäèöèîííûì ìåòîäàì. Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ êîì-
ïüþòåðíûõ ìîäåëåé ìîæíî èçó÷àòü íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ, ãäå àíàëè-
òè÷åñêèå ìåòîäû çà÷àñòóþ îêàçûâàþòñÿ áåññèëüíûìè.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èç ïàêåòà «Äâèæåíèå êîñìè÷åñêèõ òåë»
[1] èëëþñòðèðóåò ñëîæíîñòü âîçìîæíûõ äâèæåíèé â ñèñòåìå òðåõ
òåë, ñâÿçàííûõ ãðàâèòàöèîííûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ñàìûå óäèâèòåëü-
íûå ýôôåêòû â íåáåñíîé ìåõàíèêå ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè
çàäà÷è òðåõ (è ìíîãèõ) òåë, òÿãîòåþùèõ äðóã ê äðóãó.  Êîãäà ìàññà
òðåòüåãî òåëà ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññàìè äâóõ
äðóãèõ, åãî âëèÿíèå íà äâèæåíèå ìàññèâíûõ òåë ïðåíåáðåæèìî ìàëî.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî â òàêîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë äâèæåíèå
ìàññèâíûõ òåë ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè Êåïëåðà (äâè-
æåíèå ïëàíåòû âîêðóã çâåçäû íà ðèñóíêå 3). Íî äâèæåíèå òðåòüåãî
òåëà (ëåãêîãî ñïóòíèêà) ïðè ýòîì ìîæåò áûòü íåîáû÷àéíî ñëîæíûì.

Ìîäåëèðîâàíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ÿâëåíèé ìîæåò ñïîñîá-
ñòâîâàòü íå òîëüêî îáëåã÷åíèþ ïîíèìàíèÿ îïðåäåëåííîãî âîïðîñà,
íî è ðàçâèòèþ ôèçè÷åñêîé èíòóèöèè ó÷àùèõñÿ.
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Âîçìîæíû î÷åíü èíòåðåñíûå äâèæåíèÿ, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ ïåðå-
õîäîì ñïóòíèêà îò îáðàùåíèÿ âîêðóã ïëàíåòû ê îáðàùåíèþ âîêðóã
çâåçäû (êîãäà ñïóòíèê ïðåâðàùàåòñÿ â ñàìîñòîÿòåëüíóþ ïëàíåòó).
Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ òàêîé ïîòåðÿííûé ïëà-
íåòîé ñïóòíèê ñíîâà îêàæåòñÿ çàõâà÷åííûì ïëàíåòîé. Ïîäîáíàÿ «ïå-
ðåïàñîâêà» ñïóòíèêîì ìåæäó ïëàíåòîé è çâåçäîé â ýòîì «êîñìè÷åñ-
êîì áàñêåòáîëå» ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ íåîäíîêðàòíî. Ðèñóíîê 3 äàåò
ïðèìåð òàêîãî õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íåêîòîðîé ïëàíå-
òû, îáðàùàþùåéñÿ âîêðóã çâåçäû ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñ íå-
áîëüøèì ýêñöåíòðèñèòåòîì. Ðàçóìååòñÿ, è çäåñü äèíàìè÷íàÿ êàðòè-
íà äâèæåíèÿ íà ýêðàíå êîìïüþòåðà ïðîèçâîäèò íåèçìåðèìî áîëåå
ñèëüíîå âïå÷àòëåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàòè÷íûì ðèñóíêîì 3.

Ýòî îäèí èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ íåîáû÷àéíî ñëîæíîãî
ïîâåäåíèÿ ñèñòåì, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ïðîñòûì è ñòðîãèì ôèçè÷åñêèì
çàêîíàì. Ìîæíî äóìàòü, ÷òî îòñóòñòâèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé äèíàìèêè â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ îòðàæàåò íå ñòîëüêî áåññèëèå
ìàòåìàòèêè, ñêîëüêî âîçìîæíóþ ñëîæíîñòü ñàìèõ äâèæåíèé äàæå â
âåñüìà ïðîñòûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíû-
ìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå, õàðàêòåðíà ÷ðåçâû÷àéíî ñèëüíàÿ
÷óâñòâèòåëüíîñòü ê çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ è ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:
íè÷òîæíîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû è/èëè åå íà÷àëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàäèêàëüíûì èçìåíåíèÿì â äîëãîâðåìåí-
íîì ïîâåäåíèè ñèñòåìû. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ èíòå-
ðàêòèâíîé ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììû.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ÿâëåíèé
ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü íå òîëüêî îáëåã÷åíèþ ïîíèìàíèÿ îïðåäåëåí-
íîãî âîïðîñà, íî è, ÷òî íå ìåíåå âàæíî, ðàçâèòèþ ôèçè÷åñêîé èíòó-
èöèè ó÷àùèõñÿ. Ïîñëåäóþùåå îáðàùåíèå ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè, ïîëîæåííîé â îñíîâó ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèÿ, ìî-
æåò ïîêàçàòü, ÷òî äàæå èç î÷åíü ïðîñòûõ ïðåäïîëîæåíèé î ìîäåëè è
ìàòåìàòè÷åñêè ïðîñòûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîìåðíîñòåé âûòåêà-

Ðèñóíîê 3. Ïðè÷óäëèâàÿ òðàåêòîðèÿ ñïóòíèêà,
ïîî÷åðåäíî îáðàùàþùåãîñÿ âîêðóã ïëàíåòû è âîêðóã çâåçäû

(ãåëèîöåíòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà). Äâèæåíèå ïëàíåòû
ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè Êåïëåðà.
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ÑÒÀÍÄÀÐÒÛ È ÊÎÍÖÅÏÖÈÈ

åò î÷åíü ñëîæíîå ïîâåäåíèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Áåç îáðàùåíèÿ ê
êîìïüþòåðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ áûëî áû ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíî óâè-
äåòü, ÷òî ïðîñòûå ìàòåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñòîëü ñëîæ-
íîìó ïîâåäåíèþ. Äëÿ ôèçèêà íåäîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî ñàìè óðàâ-
íåíèÿ. Î÷åíü âàæíî ïîíèìàòü, õîòÿ áû íà èíòóèòèâíîì óðîâíå, êàê
ýòè óðàâíåíèÿ «ðàáîòàþò» â ðåàëüíîì ìèðå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü èõ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Ïðè ïðîâåäåíèè ó÷åáíîãî êóðñà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâà-
íèè êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, ïðåïîäàâàòåëþ íåîáõîäèìî òùàòåëü-
íî ïðîäóìàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçó÷åíèÿ ìàòåðèàëà. ×àùå âñåãî
â ìàòåìàòèçèðîâàííûõ êóðñàõ çà îñíîâó áåðåòñÿ ïðèíöèï «îò ïðî-
ñòîãî ê ñëîæíîìó». Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü ïåäà-
ãîãè÷åñêè öåëåñîîáðàçíûì îòñòóïëåíèå îò òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñ òåì, ÷òîáû ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëèðîâàíèåì ñëîæíî-
ãî, íî ôèçè÷åñêè çíà÷èìîãî è èíòóèòèâíî ïîíÿòíîãî ÿâëåíèÿ ñ ïîñ-
ëåäóþùèì ðàñêðûòèåì ëåæàùèõ â îñíîâå çàêîíîìåðíîñòåé è ïî-
ñòåïåííûì óãëóáëåíèåì â íåîáõîäèìóþ äëÿ åãî îïèñàíèÿ ìàòåìàòè-
êó. Òàêîå îáðàùåíèå òðàäèöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîìèìî
ïîâûøåíèÿ ìîòèâàöèè ê ïðåîäîëåíèþ ïîðîþ ñêó÷íûõ àçîâ èçó÷àå-
ìîé äèñöèïëèíû, ñïîñîáñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ ó ó÷àùåãîñÿ íåêîòî-
ðûõ ïóñòü è ðàñïëûâ÷àòûõ, ïîëóèíòóèòèâíûõ, íî î÷åíü ïîëåçíûõ
ïðåäñòàâëåíèé î òîì, êàê «óñòðîåí ìèð», ñêëàäûâàþùèõñÿ íà îñ-
íîâå ëè÷íîãî ïðàêòè÷åñêîãî îïûòà, íàêîïëåííîãî â òîì ÷èñëå è
ïðè èíòåðàêòèâíîì èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé.

Äëÿ óñïåøíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëèðóþùèõ ïðîãðàìì â ñî-
ïðîâîæäàþùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè äîëæíû áûòü ïðèâåäåíû íåîáõî-
äèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé. Â ïîñîáèè äîëæíà
áûòü îïèñàíà ïðèíÿòàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëåíèÿ, ïðåäëîæå-
íû òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è è ñôîðìóëèðîâàíû êîíêðåòíûå çàäàíèÿ
äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòû íà êîìïüþòåðå.

Íåñîìíåííî, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå ó÷åáíûå ìîäåëèðóþ-
ùèå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íå ïðî-
ñòî ýëåêòðîííîå äîïîëíåíèå ê òðàäèöèîííîìó ó÷åáíèêó, à ïî ñóùå-
ñòâó ñâîåãî ðîäà íàñòîëüíóþ ëàáîðàòîðèþ äëÿ èíäèâèäóàëüíîé èíòå-
ðàêòèâíîé ðàáîòû ó÷àùåãîñÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ èçó÷àåìîãî
ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ. Åñëè ïðîâîäèòü ïàðàëëåëü ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé ôèçèêîé, òî ýòîìó ïîäõîäó ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòà íà óæå ãîòîâîé
è òùàòåëüíî îòëàæåííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêå. Ñòóäåíò ïî-
ëó÷àåò âîçìîæíîñòü ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà ôèçèêå èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé,
íå îòâëåêàÿñü íà ÷èñòî òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû ìîäåëèðîâàíèÿ.
Ìîäåëèðóþùèå ïðîãðàììû ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò òðàäèöè-
îííûõ êîìïüþòåðíûõ îáó÷àþùèõ è êîíòðîëèðóþùèõ ïðîãðàìì, òàê
êàê èìåííî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïî-íàñòîÿùåìó
èñïîëüçóþòñÿ ïðåäîñòàâëÿåìûå êîìïüþòåðîì óíèêàëüíûå âîçìîæíîñòè.
Ðàáîòà ñ ìîäåëèðóþùèìè ïðîãðàììàìè ìîæåò ñîñòàâèòü îñíîâó äëÿ
êóðñîâîãî èëè äèïëîìíîãî ïðîåêòà, òàê êàê ïî ñâîåìó õàðàêòåðó ýòà
ðàáîòà âî ìíîãîì ñõîäíà ñ íåáîëüøèì íàó÷íûì èññëåäîâàíèåì, â
êîòîðîì ñòóäåíò èãðàåò àêòèâíóþ ðîëü.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êîìïü-
þòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò äàæå ïîäñêàçàòü ïóòè íàõîæäåíèÿ àíà-
ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàññìàòðèâàåìóþ ðîëü ìîäåëèðîâàíèÿ íà
ïðèìåðå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àâòîðîì öèê-
ëà ïðîãðàìì «Ôèçèêà êîëåáàíèé» [2]. Öèêë âìåñòå ñ ñîïóòñòâóþ-
ùèìè ìåòîäè÷åñêèìè ìàòåðèàëàìè ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ó÷åáíîé ñòó-
äåí÷åñêîé ëàáîðàòîðèè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ôèçè-
êå.* Â íåãî âêëþ÷åíû âàæíûå â ïðèíöèïèàëüíîì è ïðàêòè÷åñêîì
îòíîøåíèè âîïðîñû ñîáñòâåííûõ, âûíóæäåííûõ è ïàðàìåòðè÷åñ-
êèõ êîëåáàíèé â ïðîñòûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ. Ìîäóëüíàÿ ñòðóêòóðà êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì êîìïëåêñà
è ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äîïóñêàþò âîçìîæíîñòü ðàçíîé ãëóáèíû èçó÷å-
íèÿ ìàòåðèàëà. Ïîýòîìó êîìïëåêñ ìîæåò áûòü ëåãêî àäàïòèðîâàí ê
êîíêðåòíûì óñëîâèÿì ðàçëè÷íûõ âóçîâ.

Âûáîð ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ îáóñëîâëåí âàæíîé â ìåòîäè÷åñêîì îòíîøåíèè âîçìîæíîñòüþ
îòîáðàçèòü èõ äâèæåíèå íåïîñðåäñòâåííî íà ýêðàíå êîìïüþòåðà,
íàðÿäó ñ ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè è ãðàôèêàìè âðåìåííîé çàâèñè-
ìîñòè îïèñûâàþùèõ ñèñòåìó ïåðåìåííûõ. Âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ
ñ îäíîâðåìåííûì âûâîäîì ãðàôèêîâ çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ïîíè-
ìàíèå ìíîãèõ àáñòðàêòíûõ êîíöåïöèé ôèçèêè êîëåáàíèé.

Åñëè çàäàòüñÿ âîïðîñîì, êàêîé ôèçè÷åñêèé ïðèáîð îñòàâèë
íàèáîëåå ãëóáîêèé ñëåä â èñòîðèè ôèçèêè, ñêîðåå âñåãî ïåðâàÿ
ìûñëü áóäåò î ìàÿòíèêå. Íà÷èíàÿ ñ îïûòîâ Ãàëèëåÿ â XVI âåêå è
âïëîòü äî íàøèõ äíåé, ïðîñòîé ìàÿòíèê èñïîëüçóåòñÿ â ðàçíîîá-
ðàçíûõ ïðèáîðàõ äëÿ èçìåðåíèÿ âðåìåíè è íàïðÿæåííîñòè ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ è, ÷òî íå ìåíåå âàæíî, ñëóæèò ïðîáíûì êàìíåì
äëÿ ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé. Ýòà çíàìåíèòàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñ-
òåìà èíòåðåñíà è ïîëåçíà íå òîëüêî ñàìà ïî ñåáå êàê íàèáîëåå
çíàêîìûé ïðèìåð íåëèíåéíîãî ìåõàíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, íî ãëàâ-
íûì îáðàçîì ïîòîìó, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ñîâðå-
ìåííîé ôèçèêè ïðèâîäÿòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ,
îïèñûâàþùåìó äâèæåíèå ìàÿòíèêà. Òåîðèÿ ñîëèòîíîâ (óåäèíåí-
íûõ âîëí â íåëèíåéíîé ñðåäå ñ äèñïåðñèåé), ýôôåêòû Äæîçåôñîíà
â ñëàáîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè, ñâåðõèçëó÷åíèå â êâàíòîâîé îïòèêå,
ïðîöåññû ãåíåðàöèè ëàçåðîâ � âîò ëèøü íåêîòîðûå íàèáîëåå èçâå-
ñòíûå ïðèìåðû. Ìåõàíè÷åñêèå àíàëîãè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì äîïóñ-
êàþò ïðÿìóþ âèçóàëèçàöèþ äâèæåíèÿ è ýòèì î÷åíü ïîëåçíû äëÿ
ôîðìèðîâàíèÿ èíòóèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé î ñëîæíûõ ÿâëåíèÿõ.
Äåòàëüíî ðàçîáðàâøèñü ñ ïîâåäåíèåì ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû è èñ-
ïîëüçóÿ àíàëîãèþ ìåæäó êîëåáàòåëüíûìè ñèñòåìàìè ðàçíîé ôèçè-
÷åñêîé ïðèðîäû, ìîæíî çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóòüñÿ â ïîíèìàíèè
ðàçíîîáðàçíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ è îïòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ÿâëå-
íèé, ãäå âñå äàëåêî íå òàê íàãëÿäíî, õîòÿ ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ
òàêèìè æå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Îäíà èç ïðîãðàìì ïàêåòà «Ôèçèêà êîëåáàíèé» ìîäåëèðóåò
äâèæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â âèäå òî÷å÷íîé ìàññû â îä-
íîðîäíîì ïîëå òÿãîòåíèÿ, çàêðåïëåííîé íà êîíöå íåâåñîìîãî ñòåð-
æíÿ, êîòîðûé ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëü-

* Ïðåäñòàâëåíèå îá îðãàíèçàöèè êîìïëåêñà «Ôèçèêà êîëåáàíèé» ìîæíî ïîëó-
÷èòü èç ñòàòüè àâòîðà «Ëàáîðàòîðèÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ», îïóáëèêîâàííîé â
æóðíàëå «Êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåíòû â îáðàçîâàíèè» çà 1999 ãîä, ¹ 5, ñòð. 24 � 39.
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íîé îñè. Òà æå ìîäåëü â ðàâíîé ìåðå ïðèìåíèìà è ê ïîâåäåíèþ
ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, òî åñòü øàðíèðíî çàêðåïëåííîãî ïðîèç-
âîëüíîãî òâåðäîãî òåëà (à íå òîëüêî òî÷å÷íîé ìàññû), òàê êàê îáå
ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì:

.0sin2
02

2

=+ ϕωϕ
dt

d
(1)

Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ìàÿòíèê õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì
ïàðàìåòðîì ω0, êîòîðûé èìååò ñìûñë ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé:
ω0

2
 = g/l, ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, l � äëèíà ìàÿòíèêà

(äëÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà � ïðèâåäåííàÿ äëèíà l = I/ma , ãäå I �
ìîìåíò èíåðöèè, a � ðàññòîÿíèå îò îñè äî öåíòðà ìàññ). Íåëèíåé-
íûé õàðàêòåð óðàâíåíèÿ (1) ïðîÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî â çàâèñèìî-
ñòè ÷àñòîòû ω (è ïåðèîäà T = 2p/ω) ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îò
àìïëèòóäû ϕm. Óðàâíåíèå (1) íå èìååò òî÷íîãî ðåøåíèÿ â ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèÿõ. Ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó äëÿ çàâèñèìîñòè ïåðè-
îäà êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàçëàãàÿ sin ϕ  â
óðàâíåíèè (1) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ϕ. Ñîõðàíÿÿ ïåðâûå äâà ÷ëåíà
ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

.032
06

12
02

2

=−+ ϕωϕωϕ
dt

d
(2)

Ìîæíî èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) â âèäå
ñóïåðïîçèöèè ñèíóñîèäàëüíîãî êîëåáàíèÿ ϕ (t) = ϕm cosωt ñ íåêî-
òîðîé (ïîêà íåîïðåäåëåííîé) ÷àñòîòîé w è àìïëèòóäîé ϕm è åãî
òðåòüåé ãàðìîíèêè εϕm cos(3ωt) (ìû ïðèíèìàåì ìîìåíò ìàêñèìàëü-
íîãî îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà çà íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè t = 0). Òàêîå
ðåøåíèå ïðèâåäåíî âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ (ñì., íàïðèìåð, [3]). Îòíî-
ñèòåëüíûé âêëàä òðåòüåé ãàðìîíèêè ε îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ϕm

2/192,
ãäå ϕm � àìïëèòóäà îñíîâíîé ãàðìîíèêè, ÷àñòîòà w êîòîðîé ïîëó-
÷àåòñÿ ìåíüøåé, ÷åì ÷àñòîòà ω0 ïðåäåëüíî ìàëûõ êîëåáàíèé íà
âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ êâàäðàòó àìïëèòóäû ϕm:

.)1(;)1( 2
m16

1
0

2
m16

1
0 ϕϕωω +≈−≈ TT (3)

Ôîðìóëà (3) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðàçìàõå êîëåáàíèé ϕm, ñêà-
æåì, â 30° (0,52 ðàä) îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå ïåðèîäà (ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïåðèîäîì ïðåäåëüíî ìàëûõ êîëåáàíèé) ñîñòàâëÿåò 0,017

T/T0
Àìïëèòóäà

Ðàñ÷åò ïî ôîðìóëå (3) Ýêñïåðèìåíò

30° 1,0171 1,0175

45° 1,0386 1,0400

60° 1,0685 1,0732

90° 1,1539 1,1803

120° 1,2742 1,3730

135° 1,3470 1,5279

150° 1,4284 1,7622

Òàáëèöà 1
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(ò. å. 1,7%). Îòíîñèòåëüíûé âêëàä òðåòüåé ãàðìîíèêè â òàêîå íåñè-
íóñîèäàëüíîå êîëåáàíèå ðàâåí 0,14%, òî åñòü åå àìïëèòóäà ðàâíà
âñåãî ëèøü 0,043°. Â îäíîì èç çàäàíèé ê ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå
ñòóäåíòó ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü íà îïûòå ïðèáëèæåííóþ òåîðåòè-
÷åñêóþ ôîðìóëó (3) äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé.  Â òàáëèöå 1 ïðèâåäå-
íû (äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé àìïëèòóäû êîëåáàíèé) çíà÷åíèÿ ïå-
ðèîäà T, ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3) è èçìåðåííûå â
ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå. Ñðàâíèâàÿ âòîðîé è òðåòèé ñòîëáöû
òàáëèöû, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè ðàçìàõå êîëåáàíèé â 45° ïðè-
áëèæåííàÿ ôîðìóëà (3) äàåò çíà÷åíèå ïåðèîäà ñ îøèáêîé âñåãî
0,13%. Îäíàêî ïðè ðàçìàõå êîëåáàíèé â 90° îøèáêà ñîñòàâëÿåò
óæå 2,24%. Ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (3) íå ïðåâûøàåò 1% äëÿ àìï-
ëèòóä âïëîòü äî 70°.

Ïîäîáíóþ ïðîâåðêó ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû (3) äëÿ çàâèñè-
ìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îò àìïëèòóäû ìîæíî âûïîë-
íÿòü, ðàçóìååòñÿ, è â ýêñïåðèìåíòàõ ñ íàñòîÿùèì ìàÿòíèêîì, íå
ïðèáåãàÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ,
îñîáåííî ïðè ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ àìïëèòóäàõ, èñïîëüçóåìûé
ìàÿòíèê äîëæåí áûòü âåñüìà ïðåöèçèîííûì, à ïîòîìó ñ íåèçáåæ-
íîñòüþ î÷åíü äîðîãèì. Íî ãëàâíîå äîñòîèíñòâî ìîäåëèðóþùåãî
ýêñïåðèìåíòà çàêëþ÷àåòñÿ îòíþäü íå â âîçìîæíîñòè îáîéòèñü áåç
äîðîãîñòîÿùåãî ïðèáîðà. Äàæå ñàìûé ñîâåðøåííûé ïðèáîð íå â
ñîñòîÿíèè îáåñïå÷èòü ñêîëüêî-íèáóäü íàäåæíûõ èçìåðåíèé ïðè àì-
ïëèòóäàõ, ïðèáëèæàþùèõñÿ ê 180° � íè÷òîæíîå òðåíèå ñîâåðøåí-
íî èñêàçèò êàðòèíó êîëåáàíèé. Íî èìåííî òàêèå äâèæåíèÿ èíòå-
ðåñíû, êîãäà àíàëîãèÿ ñ ìàÿòíèêîì èñïîëüçóåòñÿ, ñêàæåì, ïðè èçó-
÷åíèè ñîëèòîíîâ. Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò è â òàêèõ ñëó÷àÿõ
ìîæåò äàòü èñ÷åðïûâàþùèå îòâåòû íà èíòåðåñóþùèå íàñ âîïðîñû.

Ïðè áîëüøèõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà âîçâðàùàþùèé ìî-
ìåíò ñèëû òÿæåñòè ðàñòåò íå òàê áûñòðî, êàê ó ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî ìàÿòíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñ-
öèëëÿòîð ñ «ìÿãêîé» âîçâðàùàþùåé ñèëîé. Êðóòèçíà áåðåãîâ ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìû ìàÿòíèêà óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê
âåðøèíàì îêðóæàþùèõ åå ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ, è ïîýòîìó ñ
óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû ìàÿòíèê âñå áîëüøå âðåìåíè ïðîâîäèò â
îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ (òî÷åê ïîâîðîòà),
ãäå ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå íàïðàâëåíèÿ åãî äâèæåíèÿ. Èìåííî ñ
ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ñâÿçàí ðîñò ïåðèîäà ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòó-
äû. ×åì áîëüøå ðàçìàõ êîëåáàíèé, òåì ñèëüíåå ãðàôèêè çàâèñèìî-
ñòè îò âðåìåíè îòëè÷àþòñÿ îò ñèíóñîèä: íà ãðàôèêå óãëà îòêëîíå-
íèÿ âåðøèíû óïëîùàþòñÿ, â òî âðåìÿ êàê íà ãðàôèêå óãëîâîé
ñêîðîñòè âåðøèíû ñòàíîâÿòñÿ îñòðåå. Ýòè îñîáåííîñòè õîðîøî
âèäíû íà ðèñóíêå 4, ãäå ïîêàçàíû ãðàôèêè êîëåáàíèé ñ àìïëèòó-
äîé 170°, ïîëó÷åííûå â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå (çà åäèíèöó
âðåìåíè ïðèíÿò ïåðèîä ïðåäåëüíî ìàëûõ êîëåáàíèé). Òàê êàê ïðè
áîëüøèõ êîëåáàíèÿõ ìàÿòíèê áîëüøóþ ÷àñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé
ïðîâîäèò â ìåäëåííîì äâèæåíèè âáëèçè òî÷åê íàèáîëüøåãî îòêëî-
íåíèÿ, ãäå åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áëèçêà ê ñâîåìó ìàêñèìàëüíî-
ìó çíà÷åíèþ, à êèíåòè÷åñêàÿ î÷åíü ìàëà, ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷å-
íèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
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êèíåòè÷åñêîé, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ìàëûì êîëåáàíèÿì, ïðè êîòî-
ðûõ ñðåäíèå çà ïåðèîä çíà÷åíèÿ äâóõ âèäîâ ýíåðãèè îäèíàêîâû.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äâèæåíèå ìàÿòíèêà ñ ïîëíîé
ýíåðãèåé, ðàâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïåðåâåðíóòîì ïîëîæå-
íèè. Ýòîò âèä äâèæåíèÿ íàçûâàþò ëèìèòàöèîííûì, òàê êàê îí ðàç-
äåëÿåò äâà òèïà âîçìîæíûõ äâèæåíèé: êîëåáàíèÿ è ïåðåâîðîòû
(âðàùåíèÿ) ìàÿòíèêà. Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3) èìååò
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Åãî ìîæíî íàéòè,
âîñïîëüçîâàâøèñü çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïðè E = 2mgl èç
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü óãëî-
âîé ñêîðîñòè îò óãëà îòêëîíåíèÿ:

).2/cos(2 0 ϕωϕ ±=
dt

d
(4)

Êàê âèäíî èç (4), ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ìàÿòíèêà ê ïåðåâåð-
íóòîìó ïîëîæåíèþ ϕ = π  èëè ϕ = � π  óãëîâàÿ ñêîðîñòü íåîãðàíè-
÷åííî óìåíüøàåòñÿ, îáðàùàÿñü â íóëü â ñàìîé òî÷êå ϕ = ± π. Çäåñü
ìàÿòíèê ïîêîèòñÿ â ïîëîæåíèè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ñêîëü
óãîäíî ìàëîå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ìàÿòíèêà èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ
â òó èëè äðóãóþ ñòîðîíó ïðèâåäåò ê êîëåáàíèÿì ñ àìïëèòóäîé ïî÷òè
180°, â òî âðåìÿ êàê ñêîëü óãîäíî ìàëûé íà÷àëüíûé òîë÷îê âûçîâåò
ïåðåâîðîòû ìàÿòíèêà, òî åñòü ïðèâåäåò ê âðàùåíèþ â îäíîì íàïðàâ-
ëåíèè. Ïðè òàêèõ êîëåáàíèÿõ èëè ïåðåâîðîòàõ ìàÿòíèê áîëüøóþ
÷àñòü âðåìåíè ïðîâîäèò â îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ.

Èç óðàâíåíèÿ (4) ëåãêî íàéòè çàâèñèìîñòü óãëà îòêëîíåíèÿ
îò âðåìåíè äëÿ ëèìèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ. Âûáðàâ çíàê «+» è èí-
òåãðèðóÿ (4) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè ϕ (0) = 0, ïîëó÷àåì:

).earctan(4)( 0tt ωπϕ −−= (5)

Ðèñóíîê 4. Ãðàôèêè êîëåáàíèé ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé â îòñóò-
ñòâèå òðåíèÿ ( ϕϕϕϕϕm = 170°°°°°), ïîëó÷åííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè.
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Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò äâèæåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íà-
÷èíàþùååñÿ ïðè t = � ∝ èç ïîëîæåíèÿ ϕ = � π  ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ. Ïðè t = 0 ìàÿòíèê ïðîõîäèò ÷åðåç íèæíþþ òî÷êó ñâîåé
êðóãîâîé òðàåêòîðèè è ïðîäîëæàåò äâèæåíèå äàëüøå, àñèìïòîòè÷åñ-
êè ïðèáëèæàÿñü ê ïåðåâåðíóòîìó ïîëîæåíèþ ϕ = + π. Ãðàôèê ýòîãî
äâèæåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå 5.

Âòîðîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âûáîðó çíàêà «�» â óðàâíå-
íèè (4), òî åñòü äâèæåíèþ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïîëó÷àåòñÿ èç (5) îáðà-
ùåíèåì çíàêà âðåìåíè. Ðåøåíèÿ ïðè äðóãèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïîëó-
÷àþòñÿ èç (5) ñäâèãîì íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè, òî åñòü çàìåíîé t íà t �
t0. Çàâèñèìîñòü óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè ïðè ëèìèòàöèîííîì äâè-
æåíèè ìîæíî ïîëó÷èòü, âûðàæàÿ cos(ϕ/2) èç (5) è ïîäñòàâëÿÿ â (4):

.
ee

4
00

0
tttd

d
ωω

ωϕ
−+

±= (6)

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè (ñì. ðèñóíîê 5) èìååò âèä îäèíî÷íîãî
èìïóëüñà. Íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè t = 0 âûáðàíî â (6) ìîìåíò, êîãäà
ìàÿòíèê ïðîõîäèò ÷åðåç íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñ óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ 2ω0. Äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t = ± T0/2 ïî îáå ñòîðîíû îò ïèêà
çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè, êàê ñëåäóåò èç (6), ñîñòàâëÿåò ëèøü 0.17ω0.
Ïîýòîìó ïðèáëèæåííî ìîæíî ïðèíÿòü ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé T0 çà
äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà íà ãðàôèêå ñêîðîñòè ëèìèòàöèîííîãî äâèæå-
íèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, T0  äàåò îöåíêó âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî
ìàÿòíèê ïðîõîäèò ïî÷òè âåñü ñâîé êðóãîâîé ïóòü îò îäíîé îêðåñòíî-
ñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ÷åðåç íèæíþþ òî÷êó äî äðóãîé åãî ñòî-
ðîíû. Êàê âèäíî èç (6), êðûëüÿ êîíòóðà dϕ/dt ñïàäàþò ýêñïîíåíöèàëü-
íî ïðè t = ± ∝. Â ñàìîì äåëå, ïðè áîëüøèõ t ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
âòîðûì ñëàãàåìûì exp(� ω0t) â çíàìåíàòåëå (6), ÷òî äàåò  dϕ/dt = ± 4ω0
exp(� ω0t). Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà â òî÷íîñòè
ðàâíà âûñîòå ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàÿòíèêà ýê-
ñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå òîãî, êàê îí àñèìïòîòè÷åñêè
(áåñêîíå÷íî äîëãî) ïðèáëèæàåòñÿ ê âåðøèíå áàðüåðà, òî åñòü ê íåóñ-
òîé÷èâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ýòî äâèæåíèå íå ïåðèîäè÷íî.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (5) äëÿ çàâèñèìîñòè óãëà îòêëîíåíèÿ îò
âðåìåíè, ìîæíî íàéòè èíòåðâàë âðåìåíè τ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìàÿò-
íèê äâèæåòñÿ îò îäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåíèÿ äî äðóãîãî ÷åðåç

Ðèñóíîê 5. Çàâèñèìîñòü óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè
îò âðåìåíè â ñëó÷àå ëèìèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà.
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íèæíþþ òî÷êó:  τ = 0,28T0. Â òå÷åíèå ýòîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà áîëüøå ïîòåíöèàëüíîé. Ïîýòîìó âðå-
ìÿ τ ðàâíî ïîëóøèðèíå (øèðèíå íà ïîëîâèíå âûñîòû) îäèíî÷íîãî
èìïóëüñà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ëèìèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ.

Êîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îòëè÷àåòñÿ îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
Em = 2mgl, äâèæåíèå ìàÿòíèêà ïåðèîäè÷íî (êîëåáàíèÿ ïðè E  < Em è
âðàùåíèå ïðè E  > Em). Ïåðèîä T òàêîãî äâèæåíèÿ âîçðàñòàåò íåî-
ãðàíè÷åííî, åñëè ýíåðãèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê Em êàê ñî ñòîðîíû áîëü-
øèõ, òàê è ìåíüøèõ çíà÷åíèé. Ðèñóíîê 6 ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü
ïåðèîäà îò ïîëíîé ýíåðãèè T(E), ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðó-
þùåãî ýêñïåðèìåíòà.

Íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ãðàôèêà ïîêàçûâàåò ïî÷òè ëèíåéíûé ðîñò
ïåðèîäà ñ ýíåðãèåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå (3), òàê
êàê ïðè ìàëûõ êîëåáàíèÿõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà ïðèáëèçèòåëüíî
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó àìïëèòóäû: E ~ ϕm

2. Òàêóþ çàêîíîìåð-
íîñòü, ñïðàâåäëèâóþ äëÿ êîëåáàíèé ñî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèìè
àìïëèòóäàìè, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïðîâåðèòü, ýêñïåðèìåíòèðóÿ ñ íà-
ñòîÿùèì ìàÿòíèêîì è íå îáðàùàÿñü ê ìîäåëèðîâàíèþ. Íî ñîâñåì
èíîå äåëî, åñëè íàñ èíòåðåñóþò êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäàìè, ïðèáëèæà-
þùèìèñÿ ê 180°, òî åñòü äâèæåíèå, áëèçêîå ê ëèìèòàöèîííîìó. Ïðè
E ~ Em = 2mgl òîíêèå äåòàëè çàâèñèìîñòè ïåðèîäà îò àìïëèòóäû â
íàòóðíîì ýêñïåðèìåíòå óñòàíîâèòü íåâîçìîæíî. Íàïðîòèâ, ìîäåëèðî-
âàíèå ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü òî÷íûå èçìåðåíèÿ ïåðèîäà è â òî æå âðå-
ìÿ óâèäåòü âîçìîæíûé ïóòü äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà. Â îäíîì èç
çàäàíèé ê ýòîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå ñòóäåíòó ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäî-
âàòü çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû ïðè ϕm → π.

Âûïîëíÿÿ ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ àìïëèòóäàìè
ϕm, ðàâíûìè 179,900°, 179,990° è 179,999°, ïðè ñðàâíåíèè ãðàôè-
êîâ ñêîðîñòè (ñì. ðèñóíîê 7) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî äëèòåëüíîñòü èì-
ïóëüñîâ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâà, íî èíòåðâàëû ìåæäó
ïèêàìè (òî åñòü ïåðèîäû êîëåáàíèé) âîçðàñòàþò ïî ìåðå ïðèáëèæå-
íèÿ àìïëèòóäû ê 180°. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ òà-
êèõ íåîáû÷íûõ êîëåáàíèé ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî 5,5T0, 6,8T0 è
8,3T0. Èç ãðàôèêîâ õîðîøî âèäíî, ÷òî âñå ýòî ðàçëè÷èå â ïåðèîäàõ

Ðèñóíîê 6. Ïåðèîä êàê ôóíêöèÿ ïîëíîé ýíåðãèè E
(îòíîøåíèÿ E /Em)

äëÿ êîëåáàíèé è ïåðåâîðîòîâ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.
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íàêàïëèâàåòñÿ ïðè î÷åíü ìåäëåííîì äâèæåíèè ìàÿòíèêà â íåïîñ-
ðåäñòâåííîé áëèçîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê
áîëüøàÿ ÷àñòü êðóãîâîãî ïóòè ÷åðåç íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
îïèñûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìûìè ãðàôèêàìè, ïî÷òè ñîâïà-
äàþùèìè ñ ãðàôèêîì ëèìèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
âåñü ïóòü ìàÿòíèêà îò íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äî òî÷êè íàè-
áîëüøåãî îòêëîíåíèÿ ìîæíî ìûñëåííî ðàçäåëèòü íà äâå õàðàêòåðíûå
÷àñòè: îäíà ÷àñòü (îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷à-
åâ) ïðîñòèðàåòñÿ îò íèæíåé òî÷êè ϕ = 0 äî íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíî
âûáðàííîãî óãëà ϕñ  (íàïðèìåð, ϕñ = 175 °), à âòîðàÿ ÷àñòü � îò ϕñ  äî
ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ϕm (ðàçíîãî â òðåõ ñëó÷àÿõ). Ñ õîðîøåé
òî÷íîñòüþ âðåìÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà îò ϕ = 0 äî ϕñ (îáîçíà÷èì ýòî
âðåìÿ ÷åðåç t1) ìîæíî íàéòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå äâèæåíèå
ñîâïàäàåò ñ ëèìèòàöèîííûì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì àíà-
ëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (5), ïîäñòàâëÿÿ â íåãî ϕ = ϕñ  ïðè t = t1:

).earctan(4 10
c

tωϕπ −=− (7)

Òàê êàê ϕñ  âûáðàí âåñüìà áëèçêèì ê π (ñêàæåì, ϕñ = 175°),
óãîë π � ϕñ (îáîçíà÷èì åãî αc) ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûì, òàê ÷òî òàíãåíñ
αc/4 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ àðãóìåíòîì (tg(αc/4) ≈ αc/4). Òàêèì
îáðàçîì, èç (7) ïîëó÷àåì:

.
4

ln
1

c0
1 αω

≈t (8)

Âðåìÿ t1 çàâèñèò, êîíå÷íî, îò αc = π � ϕñ, òî åñòü îò ïîëîæåíèÿ
òî÷êè, êîòîðóþ ìû âûáðàëè äëÿ äåëåíèÿ âñåãî ïóòè íà äâå ÷àñòè.
Äàëüíåéøåå äâèæåíèå ìàÿòíèêà îò ϕñ  äî ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ
ϕm, ïðîèñõîäÿùåå â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ ïîìîùüþ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ. Äëÿ ýòîãî â òî÷íîì óðàâíåíèè (1) ïåðåéäåì ê íîâîé ïåðå-

Ðèñóíîê 7. Ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè
ïðè êîëåáàíèÿõ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ñ áîëüøèìè àìïëèòóäàìè

(ϕϕϕϕϕm = 179,90° íà âåðõíèõ ãðàôèêàõ è ϕm = 179,99 ° íà íèæíèõ),
ïîëó÷åííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè.
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ìåííîé α = π � ϕ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìãíîâåííîå ïîëîæåíèå ìàÿò-
íèêà áóäåì îòñ÷èòûâàòü íå îò íèæíåãî, à îò âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà â (1) ìîæíî ïîëîæèòü sin α ≈ α, è óðàâíåíèå äëÿ
α ïðèíèìàåò âèä:
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(9)

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä ñóïåð-
ïîçèöèè äâóõ ýêñïîíåíò:

.)( 00
21

tt eCeCt ωωα −+= (10)

Ïîñòîÿííûå C1 è C2 íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Çäåñü
óäîáíî, ïîëüçóÿñü îáðàòèìîñòüþ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà, âûáðàòü íà-
÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè â òî÷êå ïîâîðîòà ϕm, òî åñòü, âìåñòî äâèæå-
íèÿ ââåðõ îò ϕñ äî ϕm, ïðîèñõîäÿùåãî â òå÷åíèå èñêîìîãî âðåìåíè
t2, ðàññìîòðåòü îáðàòíîå äâèæåíèå îò òî÷êè ïîâîðîòà ϕm äî ϕñ. ßñíî,
÷òî îíî ïîòðåáóåò òî÷íî òàêîãî æå âðåìåíè t2. Òîãäà â íà÷àëüíûé
ìîìåíò dα/dt = 0, îòêóäà C1 = C2. Èç âòîðîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
α(0) = αm = π � ϕm íàõîäèì  C1 = αm/2. Äàëåå, ïîäñòàâëÿåì â (10)
α(t2) = αc, è ó÷èòûâàåì, ÷òî exp(�ω0t2) <<  exp(ω0t2). Ïîñëåäíåå íåðà-
âåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè óñëîâèè, ÷òî âûáðàííûé íàìè óãîë αc = π �
ϕñ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó αc >> αm (âðåìÿ äâèæåíèÿ t2 íà âòî-
ðîì ó÷àñòêå ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ïåðèîäîâ ìàëûõ êîëåáàíèé T0 =
2π/ω0). Îêîí÷àòåëüíî äëÿ âðåìåíè äâèæåíèÿ t2 íà âòîðîì ó÷àñòêå
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå:
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Ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ t1 + t2 îò íèæíåãî ïîëîæåíèÿ äî òî÷êè
ïîâîðîòà ϕm íàõîäèì, ñêëàäûâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (8) è (11). Ïðè ñëî-
æåíèè èç âûðàæåíèÿ äëÿ t1 + t2 ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé íàìè óãîë
αc = π � ϕñ âûïàäàåò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè äåëåíèÿ αc = π � ϕñ; âàæíî ëèøü, ÷òîáû äëÿ αc âûïîëíÿëèñü
íåðàâåíñòâà αm << αc << 1. Òàê êàê âðåìÿ t1 + t2 ñîñòàâëÿåò ÷åòâåðòü
ïåðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ àìïëèòóäîé ϕm, äëÿ ïåðèîäà êîëåáà-
íèé ñ àìïëèòóäàìè ϕm, áëèçêèìè ê 180°, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðå-
òè÷åñêóþ îöåíêó:
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Äëÿ àìïëèòóä 179,900 °, 179,990 ° è 179,999 ° ðàñ÷åò ïî ôîð-
ìóëå (12) äàåò çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ T = 5,37T0, T = 6,83T0 è
T = 8,30T0, ñîîòâåòñòâåííî, õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ èçìåðåííû-
ìè â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå çíà÷åíèÿìè (T = 5,5T0, T = 6,8T0
è T = 8,3T0). Ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà (12) òåì òî÷íåå, ÷åì áëèæå

Ðàáîòà ñ ìîäåëèðóþùèìè ïðîãðàììàìè ìîæåò ñîñòàâèòü
îñíîâó äëÿ êóðñîâîãî èëè äèïëîìíîãî ïðîåêòà, òàê êàê ïî ñâîåìó
õàðàêòåðó ýòà ðàáîòà âî ìíîãîì ñõîäíà ñ íåáîëüøèì íàó÷íûì
èññëåäîâàíèåì, â êîòîðîì ñòóäåíò èãðàåò àêòèâíóþ ðîëü.
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ÑÏáÃÓ.

àìïëèòóäà ϕm ê 180°. Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð îò÷åòëèâî ïîêàçûâàåò,
êàê êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò ïîìî÷ü â ïîñòðîåíèè êîëè÷å-
ñòâåííîé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêèé îïûò ïðèìåíåíèÿ èíòåðàêòèâíûõ ìîäåëèðóþùèõ
êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî îíè ñïîñîáíû çíà÷è-
òåëüíî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü èçó÷åíèÿ ðàçíûõ ðàçäåëîâ êóðñà ôèçè-
êè.  Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñïåøíîå èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ïðîãðàìì â ó÷åá-
íîì ïðîöåññå âîçìîæíî ëèøü â êîìïëåêñå ñ òùàòåëüíî ïîäãîòîâëåí-
íûìè ìåòîäè÷åñêèìè ìàòåðèàëàìè è ñïåöèàëüíûìè ó÷åáíûìè ïîñîáè-
ÿìè.  Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò âûïîëíÿåò òàêæå è ôóíêöèè êîíòðî-
ëÿ çà óñâîåíèåì ïðèîáðåòåííûõ çíàíèé è íàâûêîâ:  ïîëó÷åííûå ïðè
ñàìîñòîÿòåëüíîì ðåøåíèè òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ ðåçóëüòàòû ñòóäåíò ïðî-
âåðÿåò íà îïûòå, à íå ïî ãîòîâîìó îòâåòó. Òàêîé ïîäõîä óñèëèâàåò
ýìîöèîíàëüíóþ ñòîðîíó ó÷åáíîãî ïðîöåññà è ñòèìóëèðóåò ïîçíàâà-
òåëüíûé èíòåðåñ, ïðèáëèæàÿ ðàáîòó ñòóäåíòà ïî ñâîåìó õàðàêòåðó ê
íåáîëüøîìó íàó÷íîìó èññëåäîâàíèþ.

Â ñâåòå âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âêëþ÷åíèå
â ó÷åáíûé ïðîöåññ íà ôèçè÷åñêèõ è äðóãèõ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ ñïå-
öèàëüíîñòÿõ ñèñòåìàòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî êîìïüþòåðíîìó ìîäåëèðîâà-
íèþ â òîé èëè èíîé ôîðìå (ñêàæåì, â ôîðìå ó÷åáíîé ëàáîðàòîðèè
ìîäåëèðîâàíèÿ â êà÷åñòâå äîïîëíåíèÿ ê òðàäèöèîííûì ôîðìàì � ëåê-
öèÿì, ñåìèíàðàì è ôèçè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîåâðå-
ìåííûì è ñîâåðøåííî íåîáõîäèìûì. Âåñüìà ïåðñïåêòèâíî  òàêæå
èñïîëüçîâàíèå ìîäåëèðóþùèõ ïðîãðàìì è ñîïðîâîæäàþùèõ èõ ìåòî-
äè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â ñèñòåìå äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ.
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