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Ñèììåòðèÿ è êðèñòàëëû

ÑÈÌÌÅÒÐÈß È ÊÐÈÑÒÀËËÛ

×åðêàñîâà Ïîëèíà Ãåííàäüåâíà

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññêàæåì î ñèì-
ìåòðèè, î ñïîñîáàõ åå îïðåäåëåíèÿ è çà-
äàíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ôèãóð, âîîá-
ùå, è äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ, â ÷àñòíîñòè.

Îñîáî ðàññìîòðåíû êðèñòàëëè÷åñ-
êèå ìíîãîãðàííèêè è èõ ñèììåòðèÿ. Ê
ñòàòüå ïðèëàãàåòñÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âñå 44 êðèñòàëëè÷åñ-
êèõ ìíîãîãðàííèêà íà îñíîâå èõ ýëåìåí-
òîâ ñèììåòðèè. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò èç-
ìåíÿòü ïàðàìåòðû ìíîãîãðàííèêà è íà-
ãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò êàê ñàì ìíîãîãðàí-
íèê, òàê è åãî ýëåìåíòû ñèììåòðèè.

Ñèììåòðèÿ â ñàìîì îáùåì ñâîåì
ñìûñëå ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå â îáúåê-
òàõ èëè ÿâëåíèÿõ ÷åãî-ëèáî íåèçìåííîãî
èëè èíâàðèàíòíîãî ïî îòíîøåíèþ ê íå-
êîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèÿì. Çäåñü ìû ðàñ-
ñìîòðèì òî÷å÷íóþ ñèììåòðèþ, òî åñòü ñèì-
ìåòðèþ îòäåëüíûõ ôèãóð êîíå÷íûõ ðàç-
ìåðîâ.

Ñèììåòðè÷íîñòü ôèãóðû ìîæíî îõà-
ðàêòåðèçîâàòü íàáîðîì ýëåìåíòîâ ñèììåò-
ðèè. Êàæäûé ýëåìåíò ñèììåòðèè � ýòî íå-
êîå äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå. Ãîâîðÿò,
÷òî ôèãóðà îáëàäàåò ýëåìåíòîì ñèììåò-
ðèè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå äâèæåíèå ñî-
âìåùàåò ýòó ôèãóðó ñ ñîáîé. Íàïðèìåð,
êóá ñîâìåùàåòñÿ ñàì ñ ñîáîé ïðè ïîâî-

ðîòå ïðîñòðàíñòâà íà 180 ãðàäóñîâ âîê-
ðóã åãî öåíòðà â ëþáîì íàïðàâëåíèè.

Ýëåìåíòû ñèììåòðèè áûâàþò äâóõ
âèäîâ: ïîâîðîòíûå îñè è çåðêàëüíûå îñè.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôèãóðà îáëàäàåò ïîâî-
ðîòíîé îñüþ ïîðÿäêà n, åñëè ôèãóðà ñî-
âìåùàåòñÿ ñàìà ñ ñîáîé ïðè ïîâîðîòå
ïðîñòðàíñòâà âîêðóã ýòîé îñè íà äîëþ
îêðóæíîñòè, ðàâíóþ 1/n. Ëþáàÿ ôèãóðà
îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîâîðîòíûõ
îñåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê ñîâìåùà-
åòñÿ ñàìà ñ ñîáîé ïðè ïîâîðîòå â ëþáîì
íàïðàâëåíèè íà 360 ãðàäóñîâ. Ïîýòîìó ìû
íàçîâåì òàêèå îñè òðèâèàëüíûìè è íå áó-
äåì èõ â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü.

Ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðà-
ìèäà îáëàäàåò ïîâîðîòíûìè îñÿìè âòî-
ðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ. Îñü öèëèíä-
ðà ÿâëÿåòñÿ äëÿ öèëèíäðà ïîâîðîòíîé îñüþ
âñåõ ïîðÿäêîâ îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.
À â øàðå ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷å-
ðåç åãî öåíòð, ñòàíîâèòñÿ îñüþ ñèììåò-
ðèè ëþáîãî ïîðÿäêà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå îñè èìåþò
îáùóþ ïðÿìóþ, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ íå
áîëåå ÷åì ïîðÿäêîì.

Îñîáî ðàññìîòðåíû êðèñòàëëè÷åñêèå
ìíîãîãðàííèêè è èõ ñèììåòðèÿ.

Ëþáàÿ ôèãóðà... ñîâìåùàåòñÿ ñàìà ñ ñîáîé
ïðè ïîâîðîòå â ëþáîì íàïðàâëåíèè íà 360
ãðàäóñîâ.
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Ï.Ã. ×åðêàñîâà

Ââåäåì åùå äâà ïîíÿòèÿ. Âîçüìåì
ýëåìåíò ñèììåòðèè è ôèãóðó. Ïðîèçâåäåì
â ïðîñòðàíñòâå äâèæåíèå, êîòîðîå ñîîò-
âåòñòâóåò ýëåìåíòó ñèììåòðèè. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷èì åùå îäíó ôèãóðó � êîïèþ ïåð-
âîé, òîëüêî â äðóãîì ìåñòå ïðîñòðàíñòâà.
Áóäåì òàêèì îáðàçîì ðàçìíîæàòü ôèãóðû,
ïîêà îíè íå ïåðåñòàíóò ïîÿâëÿòüñÿ � íà
êàêîì-òî øàãå îíè íà÷íóò ïðîñòî ïåðåõî-
äèòü äðóã â äðóãà. Åñëè ìû âîçüìåì ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ ýòèõ ôèãóð, òî ïîëó÷èì ðå-
çóëüòàò øëèôîâêè ôèãóðû ýëåìåíòîì ñèì-
ìåòðèè. À åñëè âîçüìåì îáúåäèíåíèå, òî
ïîëó÷èì ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ôèãóðû ýëå-
ìåíòîì ñèììåòðèè.

Åñëè îñü ñèììåòðèè ñòåïåíè áåñêî-
íå÷íîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð êóáà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî äâóì åãî ãðàíÿì, òî â ðå-
çóëüòàòå øëèôîâêè êóáèêà ïîëó÷èì ìà-
ëåíüêèé öèëèíäð, à â ðåçóëüòàòå óìíîæå-
íèÿ � áîëüøîé öèëèíäð.

Âîïðîñ ê ÷èòàòåëþ: ÷òî ïîëó-
÷èòñÿ, åñëè îñü ïðîâåñòè âäîëü ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè êóáà? À åñëè ïðî-

èçâîëüíûì îáðàçîì ÷åðåç öåíòð?

Åùå îäèí âèä ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè �
çåðêàëüíûå îñè. Èõ íàçûâàþò òàêæå èíâåð-
ñèîííûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ôèãóðà îáëàäàåò çåð-
êàëüíîé îñüþ ïîðÿäêà n, åñëè îíà ïåðåõî-
äèò â ñåáÿ ïîñëå ïîâîðîòà íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ äîëþ îêðóæíîñòè è ïîñëåäóþùåé èí-
âåðñèè, òî åñòü îòðàæåíèÿ â ïëîñêîñòè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé äàííîé îñè è ïðîõîäÿùåé,
êàê ïðàâèëî, ÷åðåç öåíòð ôèãóðû.

Íàïðèìåð, ïðàâèëüíûé òåòðàýäð îá-
ëàäàåò ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè,
â òîì ÷èñëå èíâåðñèîííîé îñüþ âòîðîãî
ïîðÿäêà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû åãî
ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé.

Çåðêàëüíàÿ îñü ïåðâîãî ïîðÿäêà �
ýòî ïðîñòî îòðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà â
ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîé îñè, à
çåðêàëüíàÿ îñü âòîðîãî ïîðÿäêà � öåíò-
ðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ôèãóðû.

Îáîçíà÷èì ïîâîðîòíûå îñè ñèìâî-
ëàìè a1, a2, a3, a4, ..., a∞, à çåðêàëüíûå �
ñèìâîëàìè b1, b2, b3, b4, ..., b∞, ãäå èíäåê-
ñû îáîçíà÷àþò ïîðÿäîê îñè.

Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ äâèæåíèé íà-
çûâàåòñÿ èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå.
Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ äâèæå-
íèé � òîæå äâèæåíèå. Íî ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè â îáùåì ñëó-
÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñèììåòðèè.
Åñëè ìû ïîâåðíåì ïðîñòðàíñòâî íà ïîëî-
âèíó îêðóæíîñòè, à ïîòîì íà òðåòü îê-
ðóæíîñòè, òî ïîëó÷èì ïîâîðîò íà 5/6 îê-
ðóæíîñòè. Íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà ñèì-
ìåòðèè, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâîâàëî áû òà-
êîå äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà.

Âîïðîñ ê ÷èòàòåëþ: ïðîèçâå-
äåíèå êàêèõ äâóõ íåòðèâèàëüíûõ
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè

äàåò ýëåìåíò ñèììåòðèè?

Åñëè ïîâîðîòíóþ îñü ïîðÿäêà n âîç-
âåñòè â n-íóþ ñòåïåíü (óìíîæèòü íà ñåáÿ
n ðàç), ïîëó÷èì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðà-
çîâàíèå � ïîâîðîòíóþ îñü ïåðâîãî ïîðÿä-
êà. Òî åñòü an

n = e.

Âîïðîñ ê ÷èòàòåëþ: â êàêóþ
ñòåïåíü íóæíî âîçâåñòè çåðêàëüíóþ
îñü ïîðÿäêà n, ÷òîáû ïîëó÷èòü òîæ-

äåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå?

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òîì ñèììåòðèè, ýëåìåíòû ñèììåòðèè ìî-
ãóò ïîðîæäàòü äðóã äðóãà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ôèãóðà îáëàäàåò ïîâîðîòíûìè îñÿ-
ìè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ñ îáùåé
ïðÿìîé, òî îíà îáëàäàåò ïîâîðîòíîé îñüþ
øåñòîãî ïîðÿäêà, è íàîáîðîò.

Åñëè íåêèé íàáîð ýëåìåíòîâ ñèì-
ìåòðèè ôèãóðû ïîðîæäàåò âñå îñòàëüíûå,
òî òàêîé íàáîð íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì
ñåìåéñòâîì ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè èëè ïðî-
ñòî ïîðîæäàþùèì ñåìåéñòâîì ñèììåòðèè.
Ó ôèãóðû èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Íà-
ïðèìåð, ñåìåéñòâà < b3 > è < a3, b1 > ïî-
ðîæäàþò îäèí è òîò æå íàáîð ýëåìåíòîâ
ñèììåòðèè.

Åñëè ïîðîæäàþùåå ñåìåéñòâî ñîäåð-
æèò ïîâîðîòíóþ è èíâåðñèîííóþ îñü îä-
íîãî è òîãî æå ïîðÿäêà ñ îáùåé ïðÿìîé,
òî èíâåðñèîííóþ îñü ìîæíî çàìåíèòü ïëîñ-
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êîñòüþ îòðàæåíèÿ b1. Ïðè ýòîì ñåìåéñòâî
îñòàíåòñÿ ïîðîæäàþùèì. Ïðîâåðüòå.

Èíòåðåñíî, ÷òî ó ïðèíöèïèàëüíî
ðàçëè÷íûõ ôèãóð ìîæåò áûòü îäíî è òî
æå ïîðîæäàþùåå ñåìåéñòâî ñèììåòðèè.
Íàïðèìåð, ó n-óãîëüíîé ïðèçìû è n-óãîëü-
íîé ïèðàìèäû âñå ýëåìåíòû ñèììåòðèè
ñîâïàäàþò.

Åñëè äëÿ ôèãóðû îïåðàöèÿ îòîæäå-
ñòâëåíèÿ åñòü åäèíñòâåííîå ñèììåòðè÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå, òî òàêàÿ ôèãóðà íàçûâà-
åòñÿ àñèììåòðè÷íîé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ñèììåò-
ðèè êîìáèíàöèè òåë ñóùåñòâóåò ïðèíöèï
ñèììåòðèè Êþðè, ñîãëàñíî êîòîðîìó êîì-
áèíàöèÿ òåë íàñëåäóåò ýëåìåíòû ñèììåò-
ðèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ âñåõ
òåë äàííîãî íàáîðà. Òî åñòü, ïðîùå ãîâî-
ðÿ, áåðåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ ñèì-
ìåòðèè âñåõ òåë.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòîò ïðèíöèï íà
ïðèìåðå ðàçëè÷íîãî âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ ñôåðû è öèëèíäðà. Äëÿ íà÷àëà íàé-
äåì ïîðîæäàþùåå ñåìåéñòâî äëÿ êàæäîãî
èç òåë ïî îòäåëüíîñòè. Öèëèíäð îáëàäàåò
âñåìè âîçìîæíûìè ïðîñòûìè è èíâåðñè-
îííûìè îñÿìè, ðàñïîëîæåííûìè íà åãî
îñè, ýëåìåíòàìè a2 è b2, ïðîõîäÿùèìè îð-
òîãîíàëüíî îñè öèëèíäðà ÷åðåç åãî öåíòð
âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, âñåìè ïëîñêîñòÿ-
ìè îòðàæåíèÿ (b1), ñîäåðæàùèìè åãî îñü,
è îäíîé ïëîñêîñòüþ îòðàæåíèÿ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé åé è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð.
À äëÿ ñôåðû ýòî ïðîñòî âñå âîçìîæíûå
îñè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç åå öåíòð, áåç îã-
ðàíè÷åíèÿ íà íàïðàâëåíèå (âêëþ÷àÿ ïëîñ-
êîñòè ñèììåòðèè, êîòîðûå, êàê áûëî ñêà-
çàíî âûøå, ÿâëÿþòñÿ èíâåðñèîííûìè îñÿ-
ìè ñèììåòðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà).

Ðàññìîòðèì òðè âàðèàíòà âçàèìíî-
ãî ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ äâóõ òåë (ðèñ.
1à, á, â). Â ñëó÷àå à), êîãäà öåíòðû öè-
ëèíäðà è ñôåðû ñîâïàäàþò, âñå ýëåìåíòû
ñèììåòðèè öèëèíäðà ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ
îáîèõ òåë, ïîýòîìó ãðóïïà ñèììåòðèè èõ
êîìáèíàöèè ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé
ñèììåòðèè öèëèíäðà. Â ñëó÷àå á), êîãäà
îñü öèëèíäðà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ñôå-
ðû, êîìáèíàöèÿ íàñëåäóåò òîëüêî ïðîñòûå
îñè öèëèíäðà è ñîäåðæàùèå îñü öèëèíä-
ðà ïëîñêîñòè îòðàæåíèÿ. À â ñàìîì îá-
ùåì ñëó÷àå â) îñòàåòñÿ òîëüêî îäíà ïëîñ-
êîñòü îòðàæåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ öåíòð ñôå-
ðû è îñü öèëèíäðà.

Ïîêà ìû ðàññìàòðèâàëè çäåñü â îñ-
íîâíîì ñèììåòðèþ òåë âðàùåíèÿ. À êà-
êèì íàáîðîì ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè ìîãóò
îáëàäàòü ìíîãîãðàííèêè? Ñóùåñòâóþò ëè
êàêèå-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ? Áåçóñëîâíî. Íà-
ïðèìåð, ìíîãîãðàííèê íèêàê íå ìîæåò
îáëàäàòü ãðóïïîé ñèììåòðèè ñôåðû. Î÷å-
âèäíî, ÷òî âñå îñè ñèììåòðèè ìíîãîãðàí-
íèêà äîëæíû ïðîõîäèòü ÷åðåç îäíó îáùóþ
òî÷êó � åãî öåíòð. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ
ðàçâå ÷òî òîëüêî îñè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Âîïðîñ ê ÷èòàòåëþ: ñóùå-
ñòâóþò ëè ôèãóðû, ýëåìåíòû ñèì-
ìåòðèè êîòîðûõ èìåþò ïîðÿäîê

áîëüøå åäèíèöû è íå ïåðåñåêàþòñÿ?

...òî òàêàÿ ôèãóðà íàçûâàåòñÿ àñèììåòðè÷íîé.

Ðèñóíîê 1

à)

á)

â)
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Ïðåäïîëîæèì, íàì äàíî ñåìåéñòâî
ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè. Ìîæåò ëè îíî áûòü
ïîðîæäàþùèì ñåìåéñòâîì äëÿ ìíîãîãðàí-
íèêà? Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ïîäõîäÿùèé
ìíîãîãðàííèê.

Âîçüìåì ëþáóþ ïëîñêîñòü � íà÷àëü-
íóþ ãðàíü áóäóùåãî ìíîãîãðàííèêà � è
ïîìåñòèì åå «âáëèçè» öåíòðà, ÷åðåç êî-
òîðûé ïðîõîäÿò âñå äàííûå íàì ýëåìåíòû
ñèììåòðèè. Äàëåå íà÷íåì ðàçìíîæàòü ýòó
ãðàíü ýëåìåíòàìè ñèììåòðèè. Ïëîñêîñòü
áóäåò îòðàæàòüñÿ è ïîâîðà÷èâàòüñÿ âñåìè
âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, êîòîðûå ïðåäî-
ñòàâëÿåò åé äàííîå ïîðîæäàþùåå ñåìåé-
ñòâî. Çàâåðøèòñÿ ëè êîãäà-íèáóäü ýòîò
ïðîöåññ? Ìîæåò áûòü, è çàâåðøèòñÿ. Òîãäà
ìû ïîëó÷èì êîíå÷íîå ÷èñëî ïëîñêîñòåé,
êîòîðûå ïðè äåéñòâèè íà íèõ ýëåìåíòîâ
ñèììåòðèè áóäóò ïðîñòî ïåðåõîäèòü äðóã
â äðóãà. Áóäóò ëè îíè ïðè ýòîì îãðàíè÷è-
âàòü ìíîãîãðàííèê? Âîçìîæíî, è áóäóò.
Òîãäà íàì ïîâåçëî. Íà ñàìîì äåëå â ðå-
çóëüòàòå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïàðà ïàðàëëåëü-
íûõ ïëîñêîñòåé, äâóãðàííûé óãîë èëè öè-
ëèíäðè÷åñêàÿ èëè êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
íàä ïðàâèëüíûì ìíîãîóãîëüíèêîì. Â ñëó-
÷àå, åñëè äàííûé ïðîöåññ íå çàâåðøèòñÿ,
ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïëîñêî-
ñòåé, îãðàíè÷èâàþùèõ òåëî âðàùåíèÿ ïðÿ-
ìîé, ëîìàíîé èëè îêðóæíîñòè.

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðîöåññà ïðî-
ñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ îáðàçîâàâøèìñÿ
ìíîæåñòâîì ïëîñêîñòåé íà íåñêîëüêî êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè. Âûáåðåì òó èç íèõ,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò öåíòð (òî åñòü ìíîæå-
ñòâî ïåðåñå÷åíèé âñåõ ýëåìåíòîâ ñèììåò-
ðèè � òî÷êà, ëèáî ïðÿìàÿ). Òàêèì îáðà-
çîì, êàæäîé ïàðå «ñåìåéñòâî ñèììåòðèè
� ïëîñêîñòü» ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü ôè-
ãóðó â ïðîñòðàíñòâå.

Âîçüìåì ïîâîðîòíûå îñè ñèììåòðèè
ïÿòîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ñ îáùåé ïðÿ-
ìîé. Â ðåçóëüòàòå ðàçìíîæåíèÿ ïëîñêîñòü
ïîâåðíåòñÿ íà âñå äîëè îêðóæíîñòè âèäà
m/3 + n/5, òî åñòü íà âñå ïÿòíàäöàòûå äîëè.
Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà íà÷àëüíîé ãðà-
íè, ìû ïîëó÷èì êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü
íàä ïðàâèëüíûì ïÿòíàäöàòèóãîëüíèêîì
(äðóãèìè ñëîâàìè, ïÿòíàäöàòèóãîëüíóþ ïè-
ðàìèäó), öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü íàä

íèì æå (òî åñòü ïðèçìó) èëè ïîëóïðîñò-
ðàíñòâî.

Ñðåäè ãðóïï ñèììåòðèè êîíå÷íûõ
ôèãóð îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò êðèñòàëëî-
ãðàôè÷åñêèå ãðóïïû ñèììåòðèè, òî åñòü
ãðóïïû ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ. Êðèñòàë-
ëè÷åñêèå ìíîãîãðàííèêè èìåþò â êà÷åñòâå
ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè òîëüêî ïðîñòûå è
èíâåðñèîííûå îñè âòîðîãî, òðåòüåãî, ÷åò-
âåðòîãî è øåñòîãî ïîðÿäêîâ â òîì èëè
èíîì ñî÷åòàíèè. Îñòàëüíûå îñè äëÿ íèõ
ÿâëÿþòñÿ çàïðåùåííûìè, òàê êàê ñóùå-
ñòâîâàíèå ýòèõ îñåé â êðèñòàëëå íåñîâ-
ìåñòèìî ñ ïðåäñòàâëåíèåì î êðèñòàëëè-
÷åñêîé ðåøåòêå. Ïðè ýòîì ïîðîæäàþùèå
ñåìåéñòâà ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òî èí-
âåðñèîííûå îñè áóäóò òîëüêî ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà.

Îáùåå ÷èñëî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ
ãðóïï ñèììåòðèè ðàâíî 32. Îíè ïîðîæ-
äàþò 44 ìíîãîãðàííèêà (â çàâèñèìîñòè îò
âûáîðà íà÷àëüíîé ãðàíè, ïîðîæäàþùåå
ñåìåéñòâî ìîæåò îáðàçîâûâàòü òîò èëè
èíîé ìíîãîãðàííèê). Îäíàêî íóæíî çàìå-
òèòü, ÷òî çäåñü ñòðàäàåò îïðåäåëåíèå ìíî-
ãîãðàííèêà êàê îãðàíè÷åííîé ôèãóðû, � â
÷èñëî 44 âõîäÿò òàêæå ïðèçìû (7 øò.) è
ïèðàìèäû (7 øò.), íå îãðàíè÷åííûå «ñíè-
çó» è «ñâåðõó».

Âñå êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå ãðóïïû
ðàçäåëåíû íà 7 ñèíãîíèé, êàæäîé èç êî-
òîðûõ ñîïîñòàâëåíà íåêàÿ ñâîÿ êðèñòàë-
ëîãðàôè÷åñêàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè. Êàæäûé
êðèñòàëë ñèíãîíèè îáëàäàåò ïîäìíîæå-
ñòâîì ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè ñèíãîíèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðâûå äâå
ñèíãîíèè (òðèêëèííàÿ è ìîíîêëèííàÿ)
ìíîãîãðàííèêîâ íå ïîðîæäàþò ïî ïðè÷è-
íå «ñêóäíîñòè» ñâîèõ ãðóïï.

Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ
äåìîíñòðèðóåò âñå ñóùåñòâóþùèå êðèñ-
òàëëîãðàôè÷åñêèå ìíîãîãðàííèêè. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ âõîäíûìè
äàííûìè ñëóæèò îïèñàíèå ïîðîæäàþùå-
ãî ñåìåéñòâà äëÿ êàæäîé ñèíãîíèè è îïè-
ñàíèå åãî ïîäìíîæåñòâà âìåñòå ñ íà÷àëü-
íîé ãðàíüþ äëÿ êàæäîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ðàçìíîæàÿ ýòó ãðàíü âñåìè îïåðà-
öèÿìè ñèììåòðèè äàííîãî ïîðîæäàþùå-
ãî ñåìåéñòâà, ïðîãðàììà ïîëó÷àåò ìíîæå-
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Ñèììåòðèÿ è êðèñòàëëû

Ðèñóíîê 2. Íåêîòîðûå êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå ìíîãîãðàííèêè

Ðîìáè÷åñêèé  Òåòðàãîíàëüíûé  Êóáè÷åñêèé  Òåòðàãîíàëüíàÿ
òåòðàýäð òåòðàýäð òåòðàýäð äèïèðàìèäà

Ðîìáîýäð  Òðèãîíàëüíûé  Òðèãîíàëüíûé  Äèòåòðàãîíàëüíàÿ
òðàïåöîýäð ñêàëåíîýäð äèïèðàìèäà

Òåòðàãîíàëüíûé Ãåêñàãîíàëüíûé  Òåòðàãîíàëüíûé  Äèãåêñîãîíàëüíàÿ
ñêàëåíîýäð òðàïåöîýäð òðàïåöîýäð äèïèðàìèäà

Òðèãîí-òðèòåòðàýäð Òåòðàãîí-òðèòåòðàýäð  Ïåíòàãîí-òðèòåòðàýäð  Ãåêñòåòðàýäð

Òðèãîí-òðèîêòàýäð Òåòðàãîí-òðèîêòàýäð  Ãåêñîêòàýäð Òåòðàãåêñàýäð

Ðîìáîäîäåêàýäð Ïåíòàãîí-äîäåêàýäð   Äèäîäåêàýäð   Ïåíòàãîí-òðèîêòàýäð
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×åðêàñîâà Ïîëèíà Ãåííàäüåâíà,
ðàçðàáîò÷èê ïðîãðàììíîãî
îáåñïå÷åíèÿ, ìàãèñòð ìàòåìàòèêè,
Microsoft Certificated Professional.

ñòâî âñåõ ãðàíåé äàííîãî ìíîãîãðàííèêà
â âèäå íîðìàëåé ê èõ ïëîñêîñòÿì. Äåëî â
òîì, ÷òî ëþáîé ïîðîæäåííûé ãðóïïîé ñèì-
ìåòðèè ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûì,
òàê êàê âñå åãî ãðàíè ïîëó÷àþòñÿ â ðå-
çóëüòàòå ïîâîðîòà îäíîé èç íèõ � íà÷àëü-
íîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå îò öåí-
òðà äî âñåõ ãðàíåé îäèíàêîâî. Ïîýòîìó
äëÿ îäíîçíà÷íîãî çàäàíèÿ ãðàíåé äîñòà-
òî÷íî òîëüêî íîðìàëåé ê íèì.

Äàëåå çà âðåìÿ ïîðÿäêà n4 (ãäå n �
êîëè÷åñòâî ãðàíåé) ïðîãðàììà íàõîäèò âñå
âåðøèíû è ðåáðà ìíîãîãðàííèêà ïî ñëå-
äóþùåìó àëãîðèòìó: ïðîèñõîäèò ïåðåáîð
âñåõ òðîåê ïëîñêîñòåé, äëÿ êàæäîé èç
êîòîðûõ íàõîäèòñÿ òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ
(åñëè òàêîâàÿ âîîáùå èìååòñÿ), è ïðîèñ-
õîäèò ïðîâåðêà åå ïðèíàäëåæíîñòè ìíî-
ãîãðàííèêó. Òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîãî-
ãðàííèêó, åñëè îíà ëåæèò ïî òó æå ñòîðî-
íó îò êàæäîé ïëîñêîñòè, ÷òî è öåíòð ìíî-
ãîãðàííèêà, èëè ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè.
Âñå «õîðîøèå» òî÷êè îòáèðàþòñÿ, è òå
èç íèõ, êîòîðûå èìåþò äâå îáùèå ãðàíè,
ñâÿçûâàþòñÿ ðåáðàìè. Äàëåå, èäåò îïðå-
äåëåíèå âèäèìûõ è íåâèäèìûõ ãðàíåé � â
çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ èõ íîðìàëåé.

Ïðîãðàììà âûâîäèò èçîáðàæåíèå íà
ýêðàí, ïîçâîëÿÿ åãî âðàùàòü â ðàçëè÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ. Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïîñìîò-
ðåòü âñå ýëåìåíòû ñèììåòðèè äàííîãî ìíî-
ãîãðàííèêà. Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò èçìåíèòü
íîðìàëü ê íà÷àëüíîé ãðàíè è óâèäåòü, êàê
ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ ìíîãîãðàííèê. Íèæå
ïðèâåäåíû èçîáðàæåíèÿ íåêîòîðûõ ïîëó-

÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû
êðèñòàëëè÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Èíòåðåñíî ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ
çàäàíèåì íà÷àëüíîé ãðàíè. Äåëî â òîì, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãîãðàííèêîâ âûáîð
íà÷àëüíîé ãðàíè îãðàíè÷åí. ×àñòî îíà
äîëæíà áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíà èëè ïàðàë-
ëåëüíà êàêîé-íèáóäü îñè ñèììåòðèè. Íà-
ïðèìåð, íà÷àëüíàÿ ãðàíü êóáà äîëæíà áûòü
ïåðïåíäèêóëÿðíà îäíîé èç îñåé ñèììåò-
ðèè. Òî åñòü åå íîðìàëü äîëæíà èìåòü êî-
îðäèíàòû âèäà (n, 0, 0) â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, ãäå êîîðäèíàòíûå îñè ñîâïàäàþò ñ
îñÿìè ñèììåòðèè êóáè÷åñêîé ñèíãîíèè.
Â íåêîòîðûõ ìíîãîãðàííèêàõ äâå êîîð-
äèíàòû íà÷àëüíîé ãðàíè äîëæíû ñîâïà-
äàòü, òî åñòü èìåòü âèä (n, n, m).

Ìîæíî âçÿòü îäèí èç ìíîãîãðàííè-
êîâ êóáè÷åñêîé ñèíãîíèè ñ íà÷àëüíîé ãðà-
íüþ îáùåãî âèäà (m, n, k) è ïîñòåïåííî
èçìåíèòü âçàèìíûå ïðîïîðöèè êîîðäèíàò,
ïðèáëèæàÿ èõ ê ïðîïîðöèÿì íà÷àëüíîé ãðà-
íè êóáà. Âîçüìèòå ãåêñòåòðàýäð è ïîñìîò-
ðèòå ïîñëåäîâàòåëüíî íà÷àëüíûå ãðàíè
(1, 2, 3), (10, 2, 3), (100, 2, 3), (1000, 2, 3),
(10000, 2, 3). Âû óâèäèòå, êàê ãåêñòåòðà-
ýäð ïîñòåïåííî âûðîæäàåòñÿ â êóá.

Âî âðåìÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ êîîðäè-
íàòàìè ó÷òèòå, ÷òî â ñèíãîíèÿõ ñ êðàòíî-
ñòüþ, ðàâíûé òðåì (ãåêñàãîíàëüíàÿ è òðè-
ãîíàëüíàÿ), êîîðäèíàòíûå îñè ðàñïîëîæå-
íû íå ïåðïåíäèêóëÿðíî äðóã äðóãó, à ïîä
óãëîì 120 ãðàäóñîâ.

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû íåêîòîðûå
êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå ìíîãîãðàííèêè.


