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Íàóìîâ Ëåâ Àëåêñàíäðîâè÷

Êàêèå çàäà÷è ðåøàòü òðóäíåå âñåãî?
Ãëóïûé âîïðîñ, êîíå÷íî æå � ñëîæíûå. Çà
ýòèì âîïðîñîì íàïðàøèâàåòñÿ äðóãîé, íå
ìåíåå ãëóïûé: ðåøàòü òî èõ, êîíå÷íî, ñëîæ-
íî, íî, âñå-òàêè, êàê? Íà íåãî îòâåòèòü âî-
îáùå íåëüçÿ. Âñå çàâèñèò îò
êîíêðåòíîé çàäà÷è. Îäíàêî ìû
ïîïûòàåìñÿ çäåñü îïèñàòü îäèí
íàèáîëåå îáùèé ìåòîä: èõ ìîæ-
íî ðàçáèâàòü íà «ìåíüøèå» ïîä-
çàäà÷è, êîòîðûå óæå ðåøàþòñÿ
ëåã÷å. Â íà÷àëå íåîáõîäèìî îãî-
âîðèòü, ÷òî ïîä ñëîâîì «ñëîæ-
íûå» â äàííîì ñëó÷àå ìû áó-
äåì ïîíèìàòü íå ñëîæíûå äëÿ
ïðîãðàììèñòà, à ñëîæíûå äëÿ
êîìïüþòåðà, òðóäîåìêèå çàäà÷è.

Ìû ïðåäëîæèì ðàçëè÷-
íûå ìåòîäû ðàçáèåíèÿ çàäà÷è íà
ïîäçàäà÷è. Ïðè÷åì ýòî ðàçáèå-
íèå äîëæíî, î÷åâèäíî, õàðàêòåðèçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ðåøèâ âñå ïîëó÷èâ-
øèåñÿ ïîäçàäà÷è, ìû äîëæíû ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå èñõîäíîé. Êàê æå ýòîãî äîñòè÷ü? Îñ-
íîâíîé ïðèíöèï çàêëþ÷àåòñÿ â ÿâíîì âûäå-
ëåíèè ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, çàâèñè-
ìîñòåé îò óæå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. À
ìîæåò áûòü, ïðîñòî, óäàñòñÿ âûäåëèòü ïîä-
çàäà÷è, êîòîðûå ðàáîòàþò ëèøü ñ ïîäìíî-
æåñòâîì èñõîäíûõ äàííûõ, à íå ñî âñåì íà-
áîðîì. Âàðèàíòîâ ìíîãî. Îäíàêî îñíîâíîå
âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî
îäíîìó èç òàêèõ ïðèåìîâ
� ìåòîäó äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðåæäå, ÷åì ïå-
ðåéòè ê îñíîâíîé ÷àñòè
ïîâåñòâîâàíèÿ, ââåäåì
îáîçíà÷åíèå. Åñëè â òåê-
ñòå Âû âñòðåòèòå òàêóþ
çàïèñü: < k > (ãäå k � íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî), òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
Âàì áûë èçëîæåí âåñü ìàòåðèàë, äîñòàòî÷-
íûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è k. Ñïèñîê çàäà÷
ïðèâåäåí â êðíöå ñòàòüè.

Íà÷íåì, ïîæàëóé, ñ ñàìîãî ïðîñòîãî
ïðèåìà, ñ ðåêóðñèè. Ñêîðåå
âñåãî, Âû ñ íèì óæå çíàêîìû,
íî òàê êàê ìû â äàëüíåéøåì
áóäåì àêòèâíî åãî èñïîëüçî-
âàòü, òî ïîçâîëüòå âñå-òàêè î
íåì ðàññêàçàòü.

Ýòîò ìåõàíèçì îñíîâàí
íà èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâà-
åìîé ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè.
Îíà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî ïðÿìî èëè êîñâåííî îá-
ðàùàåòñÿ ñàìà ê ñåáå. Ðåêóð-
ñèåé ïîëåçíî ïîëüçîâàòüñÿ,
åñëè çàäà÷ó ìîæíî ðàçáèòü íà
ïîäçàäà÷è, ðåøàåìûå çà «ðàçóì-

íîå âðåìÿ», è åñëè ïðè ýòîì ñóììàðíûé ðàç-
ìåð ïîäçàäà÷ � «íåáîëüøîé». Â ïðåäûäóùåì
ïðåäëîæåíèè òàê ìíîãî êàâû÷åê èç-çà òîãî,
÷òî îáùåãî îïðåäåëåíèÿ «ðàçóìíîãî âðåìå-
íè» è «íåáîëüøîãî ðàçìåðà» äàòü íåëüçÿ.
Çíà÷åíèÿ, âêëàäûâàåìûå â ýòè ïîíÿòèÿ, çà-
âèñÿò îò çàäà÷è, öåëåé, êîòîðûå ïðåñëåäó-
þòñÿ, ïðèîðèòåòîâ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøå-
íèÿ è ìíîãîãî äðóãîãî.

Êîãäà è êàê èñïîëüçîâàòü ýòîò ìåòîä?
Êàê ïðàâèëî, ïîñòóïàþò òàê: ðåêóðñèâíàÿ

ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
ðÿä ïàðàìåòðîâ, îïè-
ñûâàþùèõ òå äåé-
ñòâèÿ, êîòîðûå åé
íàäëåæèò âûïîëíèòü.
Åå «ðåêóðñèâíîñòü»
îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì,
÷òî èç íåå âûçûâàåò-
ñÿ îíà æå, íî ñ äðóãè-
ìè çíà÷åíèÿìè ïàðà-...ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðàçáèåíèÿ çàäà÷è íà

ïîäçàäà÷è.

...ïðÿìî èëè êîñâåííî
îáðàùàåòñÿ ñàìà ê ñåáå.
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ìåòðîâ. Ãëàâíîå � íå çàáûòü ïðîêîíòðîëè-
ðîâàòü, ÷òîáû ïðîöåññ êîãäà-íèáóäü çàêîí-
÷èëñÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ïðè íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèÿ áîëü-
øå íå âûçûâàëà ñåáÿ. Ýòè çíà÷åíèÿ íàçûâà-
þòñÿ òåðìèíàëüíûìè.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó ðåêóðñèâíî-
ãî ìåòîäà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
âû÷èñëåíèå ñóììû âñåõ öåëûõ ñòåïåíåé x îò
0 äî íåêîòîðîãî n, ñîñ÷èòàåì çíà÷åíèå ôóí-
êöèè 1),( 1 ++++= − xxxnxf nn

K . Ýòà
ôóíêöèÿ îáëàäàåò îïðåäåëåííûé ñâîéñòâîì,
ïîçâîëÿþùèì íàì ïðèìåíèòü ðåêóðñèþ. Îíî
âûðàæàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàâåíñòâå:

1)1(),( 21 ++++⋅= −− xxxxnxf nn
K . Âû

óáåäèòåñü â ýòîì, åñëè ïðîñòî âûíåñåòå x çà
ñêîáêó èç âñåõ ñëàãàåìûõ, êðîìå ïîñëåäíå-
ãî. Ôàêòè÷åñêè, îíî îçíà÷àåò, ÷òî

1)1,(),( +−⋅= nxfxnxf , à ýòî è åñòü ðå-
êóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïå-
ðåéòè îò ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ n �1 ê ðåøå-
íèþ äëÿ n.

Îñòàåòñÿ îäèí âîïðîñ: à êàêîå çíà÷å-
íèå n ñ÷èòàòü òåðìèíàëüíûì? Íó, ïîäóìàé-
òå ñàìè, ðåçóëüòàò âîçâåäåíèÿ â êàêóþ ñòå-
ïåíü íàì âñåãäà èçâåñòåí çàðàíåå, íåçàâèñè-
ìî îò ÷èñëà x? Êîíå÷íî � â íóëåâóþ. Òàê
ïóñòü òåðìèíàëüíûì çíà÷åíèåì è áóäåò n = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåêóðñèâíàÿ ïðîöå-
äóðà áóäåò èìåòü âèä:

function f(x:real; n:integer):real;
begin

if n=0 then begin
f:=1;
exit;

end;
f:=x*f(x, n-1)+1;

end;

Íà ñàìîì äåëå Âàñ «îáìàíóëè», è ìû
íàäååìñÿ, ÷òî Âû ýòî óæå çàìåòèëè ñàìè.
Ìîòèâàöèÿ âûáîðà íóëÿ, êàê òåðìèíàëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ñîâñåì èíàÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ìû âñåãäà çíàåì, ÷òî 1)0,( =xf .
Íî, ïîñóäèòå ñàìè, ðàçâå íàì íå èçâåñòíî,
÷òî 1)1,( += xxf ?, ÷òî 1)2,( 2 ++= xxxf ?
Êîíå÷íî, èçâåñòíî! Ïðîñòî åñëè áû ìû âûá-
ðàëè, íàïðèìåð, äâîéêó êàê òåðìèíàëüíîå
çíà÷åíèå, òî ïîäñ÷èòàòü f (x, 0) è f (x, 1) ìû
áû óæå íå ñìîãëè. Â ýòîé çàäà÷å ñòîèëî
âûáèðàòü íàèìåíüøåå n, äëÿ êîòîðîãî ìî-

æåò ïîòðåáîâàòüñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè.

Ïîìèìî òîãî, ÷òî òåðìèíàëüíûå çíà-
÷åíèÿ äîëæíû áûòü ïðåäóñìîòðåíû, îíè äîë-
æíû åùå è äîñòèãàòüñÿ ïðè ðåêóðñèâíîì
âû÷èñëåíèè. Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå
ýòî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Âåäü íà÷àâ ñ
ëþáîãî n, ìû, ïîñòîÿííî âû÷èòàÿ èç íåãî
åäèíèöó, ðàíî èëè ïîçäíî, äîáåðåìñÿ äî
íóëÿ. Òåì ñàìûì, «ãëóáèíà ðåêóðñèè» ó íàñ
îãðàíè÷åíà è ðàâíà n + 1. Âûçîâ f (n) ïðè-
âåäåò ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèÿ òðåáóåìîé
ôóíêöèè ïîñðåäñòâîì âûçîâà f ñàìîé èç ñåáÿ,
n ðàç. Òî åñòü äëÿ âñåõ çíà÷åíèé âòîðîãî
ïàðàìåòðà îò n � 1 äî 0. Ïðè ýòîì ãëóáèíà
ðåêóðñèè ðàâíà n + 1, òàê êàê íàäî ïîñ÷è-
òàòü åùå è ñàì ïåðâûé âûçîâ f (n). 31, 24

À âîîáùå ãîâîðÿ, ïî÷åìó ãëóáèíà ðå-
êóðñèè äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà? Äåëî â òîì,
÷òî ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè íóæíî èñõîäèòü
èç òîãî, ÷òî ÷ðåçìåðíàÿ ãëóáèíà ìîæåò âûç-
âàòü îøèáêó. Åñëè ôóíêöèÿ áóäåò áåñêîíå÷-
íî âûçûâàòü è âûçûâàòü ñåáÿ æå, òî íà îï-
ðåäåëåííîì ýòàïå ýòî ïðèâåäåò ê ïåðåïîë-
íåíèþ ñòåêà. Ïðè ýòîì, âûïîëíåíèå ïðî-
ãðàììû, íåñîìíåííî, íå ñìîæåò ïðîäîëæàòü-
ñÿ. Î ïîäðîáíîñòÿõ ïðèðîäû ýòîãî ýôôåêòà
ìû çäåñü ãîâîðèòü íå áóäåì. Îäíàêî, íàâåð-
íîå, áóäåò ïîëåçíî óïîìÿíóòü, ÷òî, íàïðè-
ìåð, â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Borland

...ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå
ïåðåéòè îò ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ n �1
ê ðåøåíèþ äëÿ n.

...ïî÷åìó ãëóáèíà ðåêóðñèè äîëæíà áûòü
îãðàíè÷åíà?
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Pascal 7.0 åñòü ñðåäñòâà, ïîçâîëÿþùèå ñëå-
äèòü è ïðåäîòâðàòèòü âîçíèêíîâåíèå ýòîé
îøèáêè. Îòêðûâ ïðè îòëàäêå ïðîãðàììû
îêíî Call stack (ýòî ìîæíî ñäåëàòü ÷åðåç
ãëàâíîå ìåíþ Debug | Call stack èëè ñî÷åòà-
íèåì êëàâèø <Ctrl> + <F3>) Âû ñìîæåòå
íàáëþäàòü çà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûçîâîâ
ôóíêöèé è èçìåíåíèåì èõ ïàðàìåòðîâ. Åñëè
ïðè îïðåäåëåííûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ âîçíèêà-
åò îøèáêà «Stack overflow error», çíà÷èò, Âàì
åñòü åùå íàä ÷åì ïîðàáîòàòü â ðåàëèçóåìîì
ðåêóðñèâíîì àëãîðèòìå. Èëè, êàê ìèíèìóì,
íóæíî íàëîæèòü íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà
îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. 334

Ñëåäóþùèé ìåòîä íàçûâàåòñÿ «ðàçäå-
ëÿé è âëàñòâóé». Îí çàêëþ÷àåòñÿ òàêæå â
ðàçáèåíèè çàäà÷è íà ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ðåøàåòñÿ îòäåëüíî. Çàòåì ðåøåíèÿ
îáúåäèíÿþòñÿ, è ïîëó÷àåò-
ñÿ ðåøåíèå âñåé çàäà÷è.
Ýòî � î÷åíü îáùåå îïðå-
äåëåíèå ìåõàíèçìà «ðàçäå-
ëÿé è âëàñòâóé». Îòìåòèì
îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé:
îäèí èç âàðèàíòîâ äîâîëü-
íî ýôôåêòèâíîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ äàííîé ìåòîäèêè,
à èìåííî, åå ïðèìåíåíèå
ê çàäà÷àì, ïîäçàäà÷è êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ åå æå «óìåíüøåííûìè âåð-
ñèÿìè», ïðè÷åì òàêèìè, ÷òî èõ, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ìîæíî ðåøàòü ðåêóðñèâíî. Ïîä «óìåíü-
øåííûìè âåðñèÿìè», êàê ãîâîðèëîñü âûøå,
èìåþòñÿ â âèäó çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå èñõîä-
íîé, òîëüêî îáðàáàòûâàþùèå íå âñå ìíî-
æåñòâî âõîäíûõ äàííûõ, à ëèøü íåêîòîðîå
åãî ïîäìíîæåñòâî. Ïðèíöèïèàëüíî îíà íå
ìåíÿåòñÿ, íî çà ñ÷åò ýòîãî «óìåíüøåíèÿ»
îíà ìîæåò óïðîñòèòüñÿ è àëãîðèòìè÷åñêè.

Ðàññìîòðèì ñêàçàííîå âûøå ïîïîä-
ðîáíåå. Íàïðèìåð, ïóñòü êàêàÿ-òî çàäà÷à
îïåðèðóåò ñ íàáîðîì èç n ýëåìåíòîâ. Áûëî
áû çäîðîâî ðàçáèòü åãî íà q íàáîðîâ èç ìåíü-
øåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ïðè÷åì òàê, ÷òîáû
íè îäèí èç ýëåìåíòîâ íå ïðèíàäëåæàë áî-
ëåå ÷åì îäíîìó íàáîðó.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîð ðàçäå-
ëÿåòñÿ íà q íåïóñòûõ ïîäíàáîðîâ, ñîäåðæà-
ùèõ n1, n2, ... ,nq ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåí-

íî. Òàê êàê n1 + n2 + ... + nq = n, òî ni < n
äëÿ ëþáîãî i îò 1 äî q. Åñëè èñõîäíóþ çàäà-
÷ó ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàêèì îáðàçîì â q
ïîäçàäà÷ (ïî îäíîé äëÿ êàæäîãî ïîäíàáî-
ðà), ðåøèòü êàæäóþ èç íèõ îòäåëüíî è îáúå-
äèíèòü ðåøåíèÿ, òî ïîëó÷èòñÿ ðåçóëüòàò, ïî-
ñòðîåííûé ìåòîäîì «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé».

Óïîìÿíóòûé âûøå ÷àñòíûé ñëó÷àé
äîñòèãàåòñÿ, êîãäà êàæäóþ èç ñôîðìóëèðî-
âàííûõ çàäà÷ äëÿ ni (i = 1, 2, ... q) ìîæíî
òàêæå ðåøèòü ðàçáèåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîäíàáîðîâ íà áîëåå ìåëêèå. Ïðîäåëûâàÿ
òàêóþ îïåðàöèþ ðåêóðñèâíî äî îïðåäåëåí-
íîãî ïðåäåëà (òåðìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëè-
íû ïîäíàáîðà), Âû ìîæåòå ïîëó÷èòü ðåøå-
íèÿ ïîäçàäà÷ äëÿ íàáîðîâ èç íåñêîëüêèõ
ýëåìåíòîâ. Çàòåì óæå ëåãêî ïîñòðîèòü ðå-
øåíèå âñåé çàäà÷è êàê íåêîå îáúåäèíåíèå
ýòèõ ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð
ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåõà-
íèçìà. Îáñóäèì, òàê íàçû-
âàåìóþ ñîðòèðîâêó ñëèÿ-
íèåì. Ïóñòü, íàïðèìåð,
íàì äàí íàáîð èç âîñüìè
÷èñåë T = {7, 6, 3, 7, 9, 2,
1, 4}. Íàøà çàäà÷à çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îòñîð-
òèðîâàòü èõ, ñêàæåì, ïî
âîçðàñòàíèþ. Ñîãëàñíî

ìåòîäó «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé», ðàçäåëèì åãî
ïîïîëàì, ïîëó÷èì äâà ïîäíàáîðà T1 = {7, 6,
3, 7} è T2 = {9, 2, 1, 4} è áóäåì íàä íèìè
âëàñòâîâàòü! À òî÷íåå, áóäåì ñîðòèðîâàòü
óæå èõ, êàæäûé îòäåëüíî. Êàê ìû áóäåì
ýòî äåëàòü? Êîíå÷íî æå, îïÿòü ïîäåëèâ è
òîò è äðóãîé íàáîðû ïîïîëàì (òàêèì îáðà-
çîì, ìû ïîëó÷èì T11 = {7, 6}, T12 = {3, 7},
T21 = {9, 2} è T22 = {1, 4}). Äåëåíèå ïðîäîë-
æèì ðåêóðñèâíî äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà íå
ïîëó÷èì íàáîðû èç îäíîãî åäèíñòâåííîãî
ýëåìåíòà (T111 = {7}, T112 = {6}, T121 = {3},
T122 = {7}, T211 = {9}, T212 = {2}, T221 = {1}
è T222 = {4}). Åñòåñòâåííî, òàêèå íàáîðû
ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü îòñîðòèðîâàííûìè.
Òîãäà îáúåäèíèì äâà óïîðÿäî÷åííûõ íàáî-
ðà. Ïðè÷åì òàê, ÷òîáû èõ îáúåäèíåíèå îïÿòü
áûëî óïîðÿäî÷åííûì 344. Ïðîäåëàåì ýòî
ðåêóðñèâíî äî òåõ ïîð, ïîêà ñíîâà íå ïîëó-
÷èì íàáîð, ðàâíûé ïî äëèíå èñõîäíîìó. Íà-

Îí çàêëþ÷àåòñÿ òàêæå â ðàçáèåíèè
çàäà÷è íà ÷àñòè...
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äååìñÿ, ðèñóíîê 1 ïîìîæåò Âàì ïîíÿòü, êàê
èìåííî äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ îáúåäèíå-
íèå íàáîðîâ.

Ìåõàíèçì ñëèÿíèÿ íàáîðîâ ìû ðàñ-
ñìàòðèâàòü íå áóäåì, òàê êàê îí íå èìååò
íåïîñðåäñòâåííîãî îòíîøåíèÿ ê îáñóæäàå-
ìîé òåìå. 354

Âûøå ìû ðàññêàçûâàëè î òîì, ÷òî ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ ðåêóðñèâíûì ìåòîäîì ñóùå-
ñòâóåò îïàñíîñòü âûçâàòü ïåðåïîëíåíèå ñòå-
êà. Ïîýòîìó íóæíî ñòàðàòüñÿ ìèíèìèçèðî-
âàòü ãëóáèíó ðåêóðñèè. ×èòàòåëü, íàâåðíîå,
ñîãëàñèòñÿ ñ òåì, ÷òî ðàçáèâàòü èñõîäíûé
íàáîð âïëîòü äî ïîäíàáîðîâ äëèíû 1 âðÿä
ëè èìååò ñìûñë. Âåäü íàáîð èç äâóõ ýëå-
ìåíòîâ óæå ìîæíî óïîðÿäî÷èòü, ïðîâåðèâ
îäíî óñëîâèå. Êîíå÷íî, ìîæíî ïðîâåðêîé
íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ðàçíûõ óñëîâèé îò-
ñîðòèðîâàòü è íàáîð èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ.
Îäíàêî ýòî, ïîæàëóé, óæå ëèøíåå. Òàê ìîæ-
íî «âðó÷íóþ» ñîðòèðîâàòü íàáîðû èç ëþáî-
ãî íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. 364
Ìåõàíèçì ñîðòèðîâêè íàáîðîâ ñ äëèíîé,
ìåíüøåé òåðìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ, òîæå
ìîæíî ïðåäóñìîòðåòü.

À âîò äðóãîé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ
ïðèíöèïà «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé». Ðàññìîò-
ðèì ÷àñòî âñòðå÷àåìóþ â ïðîãðàììèðîâàíèè
çàäà÷ó î âûïóêëîé îáîëî÷êå íà ïëîñêîñòè.
Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê Q âûïóê-

ëîé îáîëî÷êîé íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé ïî
ïëîùàäè âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ñîäåð-
æàùèé âñå òî÷êè èç Q. Ôàêòè÷åñêè, çàäà÷à
çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè íåêîåãî ïîäìíî-
æåñòâà Q (îáîçíà÷èì åãî S), âñå òî÷êè êî-
òîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè óïîìÿíóòîãî
ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîÿñíèì ñêàçàííîå âûøå
ïðèìåðîì. Ïóñòü Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10} (çäåñü ÷èñëà � íîìåðà, èíäåêñû, èäåí-
òèôèêàòîðû òî÷åê, íå áîëåå òîãî). Òî÷-
êè ðàñïîëàãàþòñÿ òàê, êàê óêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 2. Èõ êîîðäèíàòû çàäàþò èõ ðàñïîëî-
æåíèå. Âðÿä ëè ñòîèò ïðèâîäèòü çäåñü íå-
êèå êîíêðåòíûå ÷èñëà, òàê êàê íàøà çàäà÷à
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îáúÿñíèòü ïðèí-
öèï, àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

Èòàê, âûïóêëîé îáîëî÷êîé ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîóãîëüíèê, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà S. Â äàííîì ñëó÷àå
S = {1, 4, 5, 6, 7, 9}. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìíî-
ãîóãîëüíèê ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3. Âñå îñ-
òàâøèåñÿ òî÷êè (òî åñòü òå, êîòîðûå ïðè-
íàäëåæàò Q, íî íå ïðèíàäëåæàò S) ðàñïîëà-
ãàþòñÿ âíóòðè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ: ïðîñìîòð

Ðèñóíîê 1

...ðàçáèâàòü èñõîäíûé íàáîð ... äî ïîäíàáîðîâ ...

...î âûïóêëîé îáîëî÷êå íà ïëîñêîñòè.

Ðèñóíîê 2

1    2    3    4    6    7    7    9

3    6    7    7    1    2    4    9

6    7    3    7    2    9    1    4

6    7    3    7    9    2    1    4
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Ãðýõåìà, ïðîõîä Äæàðâèñà, ìåòîä äîáàâëå-
íèÿ òî÷åê, «ìåòîä ñòðèæêè è ïîèñêà». Åñëè
Âàñ ýòî çàèíòåðåñîâàëî, òî î íèõ Âû ìîæíî
óçíàòü èç êíèãè [1]. Ìû æå îñòàíîâèìñÿ
ëèøü íà ðåøåíèè çàäà÷è ïðèåìîì «ðàçäå-
ëÿé è âëàñòâóé». Âñå ïðîèñõîäèò àáñîëþò-
íî òàê æå, êàê ïðè ñîðòèðîâêå ñëèÿíèåì.
Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü èìåþùååñÿ
ìíîæåñòâî òî÷åê íà äâà ïîäìíîæåñòâà, ïðè-
áëèçèòåëüíî ðàâíûõ ïî ìîùíîñòè (÷èñëó
ýëåìåíòîâ). Ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî íóæíî òàê,
÷òîáû íè îäèí èç ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïîñòðî-
åííûõ íà íåêèõ òî÷êàõ îäíîé ïîëîâèíêè
êàê íà âåðøèíàõ, íå ïåðåñåêàëñÿ íè ñ êà-
êèì ìíîãîóãîëüíèêîì, ïîñòðîåííûì íà òî÷-
êàõ äðóãîé ïîëîâèíêè. Äîñòè÷ü ýòîãî ìîæ-
íî, ðàçäåëèâ ïëîñêîñòü âåðòèêàëüíîé ïðÿ-
ìîé íà äâå çîíû.

Çàòåì ñëåäóåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ
îáåèõ ïîëîâèíîê. Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí íà
ðèñóíêå 4.

Åñòåñòâåííî, ÷òî çàäà÷ó äëÿ êàæäîé
çîíû íóæíî ðåøàòü òàê æå, ðàçäåëÿÿ åå íà
äâå ïîäçîíû. Ðàçäåëåíèå ñëåäóåò ïðîäîëæàòü
ðåêóðñèâíî äî òåõ ïîð, ïîêà â îäíîé çîíå

íå îêàæåòñÿ ëèøü 3 òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì èõ
ñîåäèíåíèåì. Êîíå÷íî, åñëè â çîíå áûëî,
íàïðèìåð, âñåãî 5 òî÷åê, òî îòäåëèâ 3, Âû
ïîëó÷èòå çîíó â êîòîðîé � 2 òî÷êè. ×òî æå
äåëàòü? Ïðî÷èòàéòå îïèñàíèå èçëàãàåìîãî
ìåòîäà äî êîíöà è ïîäóìàéòå, ÿâëÿåòñÿ ëè
ýòî ïðîáëåìîé.

Òåïåðü îñòàåòñÿ îáúåäèíèòü ðåøåíèÿ,
÷òî íà ñàìîì äåëå íå î÷åíü ïðîñòî. Äëÿ äâóõ
çîí, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 4, ïîëó÷èì
ðèñóíîê 5.

Çäåñü ðåçóëüòèðóþùèé ïðÿìîóãîëüíèê
îáâåäåí ñïëîøíûìè îòðåçêàìè. Òðóäíîñòü

Ðèñóíîê 3

...ðàçäåëèòü èìåþùååñÿ ìíîæåñòâî ... íà äâà
ïîäìíîæåñòâà, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûõ...

...çàäà÷ó äëÿ êàæäîé çîíû íóæíî ðåøàòü
òàê æå, ðàçäåëÿÿ åå íà äâå ïîäçîíû.

Ðèñóíîê 4 Ðèñóíîê 5

Çîíà ¹ 1 Çîíà ¹ 1Çîíà ¹ 2 Çîíà ¹ 2
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ïðè îáúåäèíåíèè
çàêëþ÷àåòñÿ â âûáî-
ðå ñîåäèíÿåìûõ òî-
÷åê. Ïî÷åìó ìû
ïðåäïî÷ëè îòðåçîê
9�4 îòðåçêàì 9�3,
9�10 è îñòàëüíûì?
Äåëî â òîì, ÷òî íóæ-
íî ïðîèçâîäèòü ñî-
åäèíåíèÿ òàê, ÷òîáû
âñå òî÷êè îáúåäèíÿ-
åìûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ëåæàëè ïî îäíó ñòî-
ðîíó îò ïðîâîäèìîé ïðÿìîé, è ÷òîáû ïîëó-
÷àþùèéñÿ ìíîãîóãîëüíèê áûë ìèíèìàëåí.
Íàä ýòèì ïðàâèëîì Âàì ïðåäñòîèò ïîäóìàòü
â çàäà÷å 7.

Ðàíåå ãîâîðèëîñü, ÷òî çàäà÷à î âûïóê-
ëîé îáîëî÷êå «÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðîãðàì-
ìèðîâàíèè». Íå íàäî èç ýòîãî äåëàòü âû-
âîä, ÷òî ïðîãðàììèñòû íåðåäêî ðåøàþò çà-
äà÷è ïëàíèìåòðèè. Ïðîñòî ìíîãèå ïðîáëå-
ìû èç ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòåé ñâîäÿòñÿ ê
ïîñòðîåíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè äëÿ íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà, ïðèðîäà êîòîðîãî äàëå-
êà îò ãåîìåòðè÷åñêîé, è ïîíÿòèå êîîðäèíàò
åãî ýëåìåíòîâ çàìåíåíî íà ÷òî-òî ñïåöèôè-
÷åñêèå äëÿ äàííîé çàäà÷è. 37, 8, 9, 104

Íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíèòåëü-
íî ê çàäà÷å 8 ýòîò ìåòîä äàåò ñóùåñòâåí-
íûé âûèãðûø â ýôôåêòèâíîñòè. À èìåííî,
îí òðåáóåò 1,5n � 2 ñðàâíåíèé, â òî âðåìÿ
êàê îáû÷íûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ â öèêëå
òðåáóåò 2n � 3 (n � 1 íà ïîèñê ìèíèìóìà è
n � 2 íà ïîèñê ìàêñèìóìà; ìèíèìóì â ðàñ-
ñìîòðåíèè óæå íå ó÷àñòâóåò).

Ìåòîä «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé» çà÷àñ-
òóþ ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü íà ïîðÿäêè.
×òîáû ïîçíàêîìèòñÿ ñ ïðèìåðàìè, ìîæíî
îáðàòèòüñÿ ê êíèãå [2]. Ìû æå ïåðåõîäèì ê
îñíîâíîé òåìå � äèíàìè÷åñêîìó ïðîãðàì-
ìèðîâàíèþ.

Ðåêóðñèÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïîëåç-
íà, êîãäà çàäà÷ó ìîæíî ðàçáèòü íà ïîäçàäà-
÷è, ðåøàåìûå çà «ðàçóìíîå âðåìÿ», ïðè÷åì
òàê, ÷òîáû ñóììàðíûé ðàçìåð ýòèõ ïîäçà-
äà÷ áûë «íåáîëüøèì». Íî ÷òî äåëàòü, åñëè
ðàçáèåíèÿ çàäà÷è ðàçìåðà n ïðèâîäèò ê n
çàäà÷àì, ðàçìåðà n �1? Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ
çà÷àñòóþ ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ýôôåêòèâ-

íûå àëãîðèòìû ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

Êàê è òåõíèêà «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé»,
äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è, ðàçáèâàÿ
åå íà ïîäçàäà÷è è îáúåäèíÿÿ èõ ðåøåíèÿ.
Îäíàêî, êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî
âûøå, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà «ðàçäåëÿé
è âëàñòâóé» íóæíî ïðîèçâîäèòü ðàçáèåíèå
íà ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ ïîäçàäà÷. À ïðè
äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè íåîáõîäè-
ìî ðàçäåëåíèå íà âçàèìîñâÿçàííûå ïîäçàäà-
÷è. Äðîáèòü ñëåäóåò òàê, ÷òîáû ó ïîäçàäà÷
áûëè îáùèå ÷àñòè, îáùèå «ïîäïîäçàäà÷è»,
åñëè óãîäíî. Åñëè áû â òàêîé ñèòóàöèè ìû
èñïîëüçîâàëè ìåòîä «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé»,
òî ýòè ñàìûå «ïîäïîäçàäà÷è» ðåøàëèñü áû
ïî íåñêîëüêó ðàç. Äèíàìè÷åñêèé ìåòîä, ðå-
øèâ åå îäíàæäû, çàïîìèíàåò ðåçóëüòàò â
ñïåöèàëüíîì õðàíèëèùå, êàê ïðàâèëî, �
òàáëèöå. Êîãäà ýòîò ðåçóëüòàò ïîíàäîáèòñÿ,
áóäåò äîñòàòî÷íî ëèøü îáðàòèòüñÿ ê ñîîò-
âåòñòâóþùåé åå ÿ÷åéêå.

Äàâàéòå âìåñòå ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü íàì äàíà òàáëèöà F, ñî-
ñòîÿùàÿ èç n ñòðîê è m ñòîëáöîâ. Â êàæäîé
ÿ÷åéêå òàáëèöû ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ ëèáî
«0», ëèáî «1». Îò íàñ òðåáóåòñÿ íàéòè ñòî-
ðîíó íàèáîëüøåãî êâàäðàòà èç åäèíèö, êî-
òîðûé åñòü â ýòîé òàáëèöå.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå ïðèìåðîì F äëÿ n
è m ðàâíûõ 6.

...çàäà÷ó ìîæíî ðàçáèòü íà ïîäçàäà÷è, ðåøàåìûå çà «ðàçóìíîå âðåìÿ»...

0 1 1 1 1 0
0 1 1 1 1 0
1 1 1 1 0 1

0 0 1 1 1 0
1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0
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Åñëè áû íà âõîä àëãîðèòìà, êîòîðûé
ìû äîëæíû ïîñòðîèòü, ïîäàëè áû òàêóþ
òàáëèöó, òî äëÿ íåå íóæíî áûëî áû ïîëó-
÷èòü îòâåò 3. Èñêîìûé êâàäðàò âûäåëåí â
òàáëèöå.

Êàê æå åå ðåøàòü? Î÷åâèäíî, ïîëíûé
ïåðåáîð âñåâîçìîæíûõ âàðèàíòîâ � äåëî íå
î÷åíü ïåðñïåêòèâíîå, îñîáåííî ïðè áîëü-
øèõ n è m.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå ðåøåíèå: çà-
âåäåì òàáëèöó D, ðàâíóþ ïî ðàçìåðó F. Â
êàæäóþ åå êëåòêó [i, j] ïîìåñòèì âåëè÷èíó
ñòîðîíû êâàäðàòà èç åäèíèö, èìåþùåãî íèæ-
íèé ïðàâûé óãîë â êëåòêå F[i, j]. ßñíî, ÷òî
òàì, ãäå â F áûëè íóëè, òàì è â D áóäóò íóëè.

Äëÿ ïðèâåäåííîé âûøå èñõîäíîé òàá-
ëèöû âñïîìîãàòåëüíàÿ òàáëèöà D äîëæíà
âûãëÿäåòü òàê:

Î÷åâèäíî, íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê âû-
÷èñëåíèþ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ â òàáëèöå
D. Î÷åíü õîðîøî! Íî äëÿ íà÷àëà íå ìåøà-
ëî áû âûÿñíèòü, êàê ýòà òàáëèöà ñòðîèòñÿ.
Ýòî äåëàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî. Íàäååìñÿ, òîò
ôàêò, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà è ïåðâûé ñòîëáåö

ïðîñòî ïåðåíîñÿòñÿ èç F â D, � î÷å-
âèäåí. Âåäü íà íèõ ìû ìîæåì îáíà-
ðóæèòü ëèáî êâàäðàò ñî ñòîðîíîé
ðàâíîé åäèíèöå (òî åñòü ïðîñòî �
«1»), ëèáî íîëü, êîòîðûé âîîáùå íå
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ «íèæíèì ïðàâûì óã-
ëîì êâàäðàòà èç åäèíèö».

Êàê æå çàïîëíÿòü D äàëüøå,
ïðè 2 ≤ i ≤ n è 2 ≤ j ≤ m? Íóëè, êàê
óæå íåîäíîêðàòíî ãîâîðèëîñü, ïðî-
ñòî ïåðåïèñûâàþòñÿ. À ÷òî äåëàòü,
åñëè F [i, j]=1? ßñíî, ÷òî D [i, j] îò-
ëè÷íà îò åäèíèöû, òîëüêî åñëè åå ëå-
âûé (D [i, j � 1]), âåðõíèé (D [i � 1, j])
è ëåâûé âåðõíèé (D [i � 1, j � 1]) ñî-
ñåäè ñîäåðæàò íå íîëü. Ïðè÷åì ñî-
äåðæèìîå êëåòêè F [i, j] ìîæåò ïðî-

äëèòü ëèøü íàèìåíüøèé èç êâàäðàòîâ, óïè-
ðàþùèõñÿ â åãî ñîñåäåé. Ôîðìàëüíî, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî D [i, j] = min(D [i � 1, j],
D [i, j � 1], D [i � 1, j � 1]) + 1. Ýòî è ïîíÿò-
íî, òàê êàê ê êâàäðàòó, êîòîðîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò D [i � 1, j], ìîãëà äîáàâèòüñÿ, êàê ìàê-
ñèìóì, òîëüêî îäíà ñòðîêà. Ê êâàäðàòó, ó÷-
òåííîìó â D [i, j � 1], � òîëüêî îäèí ñòîë-
áåö. À ê D [i � 1, j � 1] � îäíà ñòðîêà è îäèí
ñòîëáåö. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð ðåçóëüòè-
ðóþùåãî êâàäðàòà íå ìîæåò ïðåâûøàòü
D [i � 1, j] + 1, D [i, j � 1] + 1 è D [i � 1, j �1] + 1.
Ýòî, ïîæàëóé, âïîëíå èñ÷åðïûâàþùå îáúÿñ-
íÿåò íàïèñàííóþ ôîðìóëó.

Òåïåðü ñâåäåì èìåþùèåñÿ ðåçóëüòà-
òû îòíîñèòåëüíî D âîåäèíî. Ïîëó÷èì:

ïðè 2 ≤ i ≤ n  è 2 ≤ j ≤ m.
Êàê ðåàëèçîâàòü âû÷èñëåíèå D íà êîì-

ïüþòåðå? Ñíà÷àëà � çàïîëíèòü ïåðâóþ ñòðî-
êó è ñòîëáåö. À çàòåì � âû÷èñëÿòü â äâîé-
íîì öèêëå ïî i è j îò ìåíüøèõ èíäåêñîâ � ê
áîëüøèì. Ïðè òàêîì ïîäõîäå Âû çàùèùå-
íû îò òîãî, ÷òî ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ çíà÷å-
íèå èç ÿ÷åéêè, êîòîðîå åùå íå âû÷èñëÿëîñü.

3114

...òðåáóåòñÿ íàéòè ñòîðîíó íàèáîëüøåãî êâàäðàòà
èç åäèíèö...

0 1 1 1 1 0
0 1 2 2 2 0

1 1 2 3 0 1

0 0 1 2 1 0
1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0
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Ïðîäåìîíñòðèðî-
âàííûé òîëüêî ÷òî ìå-
òîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, èë-
ëþñòðèðîâàë ïðèåì äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ «ñíèçó
ââåðõ» (ÿâíîå óêàçàíèå
íà ýòî çàêëþ÷åíî âî
ôðàçå «îò ìåíüøèõ èí-
äåêñîâ � ê áîëüøèì»).
Åñëè åñòü òàêîé ñïîñîá,
òî äîëæåí áûòü è ñïî-
ñîá «ñâåðõó âíèç»? Ñî-
âåðøåííî âåðíî. Åãî
îòëè÷èå ñîñòîèò â ìåòî-
äå ðàáîòû ñ òàáëèöåé

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäçàäà÷. À èìåí-
íî: èçíà÷àëüíî âñå êëåòêè òàáëèöû èíèöè-
àëèçèðóþòñÿ íåêèì çíà÷åíèåì, ñèãíàëèçè-
ðóþùåì î òîì, ÷òî èíôîðìà-
öèÿ äëÿ äàííîé êëåòêè åùå íå
âû÷èñëÿëàñü. Óñëîâíî îáîçíà-
÷èì åãî êàê ∞. Ïî õîäó ðåøå-
íèÿ çàäà÷è, åñòåñòâåííî, ïðî-
èñõîäèò îáðàùåíèå ê îïðåäå-
ëåííûì ÿ÷åéêàì òàáëèöû.
Åñëè çíà÷åíèå â òðåáóåìîé
ÿ÷åéêå ðàâíî ∞, òî âûçûâàåò-
ñÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, âû-
÷èñëÿþùàÿ ýòî çíà÷åíèå. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñòî áå-
ðåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíôîðìàöèÿ èç îï-
ðåäåëåííîé êëåòêè òàáëèöû. Òàêîé ìåòîä
áîëüøå òÿãîòååò ê íàçâàíèþ «ðåêóðñèÿ ñ ñî-
õðàíåíèåì ðåçóëüòàòîâ», ÷åì «äèíàìè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå ñâåðõó âíèç», íî ñ êëàñ-
ñè÷åñêîé òåðìèíîëîãèåé ñïîðèòü íå áóäåì.

Êàê ïðàâèëî, ìåòîä «ñíèçó ââåðõ»
áîëåå èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, íå ìåíåå ýô-
ôåêòèâåí, ÷åì «ñâåðõó âíèç», åñëè êàæäàÿ
èç ïîäçàäà÷ äîëæíà áûòü ðåøåíà íåñêîëüêî
ðàç. Ïðîñòî ìåòîä «ñâåðõó âíèç» òðåáóåò
ìíîãî äîïîëíèòåëüíîãî âðåìåíè íà ðàçíî-
îáðàçíûå ïðîâåðêè íàëè÷èÿ èíôîðìàöèè â
òàáëèöå è òîìó ïîäîáíîå. Ê òîìó æå, îí
óâåëè÷èâàåò ãëóáèíó ðåêóðñèè. Âåäü íà ëþ-
áîì åå óðîâíå ìîæåò âíåçàïíî ïîòðåáîâàòü-
ñÿ åùå áîëåå ãëóáîêîå «ïîãðóæåíèå» äëÿ
äîïîëíåíèÿ òàáëèöû òðåáóåìîé èíôîðìà-
öèåé. Â òî âðåìÿ êàê ìåòîä «ñíèçó ââåðõ»

õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ìû ãàðàíòèðîâàí-
íî íà êàæäîì øàãå èìååì âñþ íåîáõîäè-
ìóþ äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé èíôîð-
ìàöèþ.

Òåì íå ìåíåå, åñëè ìåòîä «ñâåðõó
âíèç» ñóùåñòâóåò, çíà÷èò îí êîìó-íèáóäü
íóæåí. Äåëî â òîì, ÷òî ïîëó÷àåìûé àëãî-
ðèòì áóäåò íåñêîëüêî ïîíÿòíåå. Îí ïîçâî-
ëèò îäíîçíà÷íî îòâåòèòü íà âîïðîñ «îòêóäà
÷òî áåðåòñÿ». Êàêèå çíà÷åíèÿ, íà êàêîì ýòà-
ïå âûïîëíåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ. Ýòî îñîáåííî
àêòóàëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèé ñëîæíà.

Ñêàçàííîå âûøå íå îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò
ìåòîä íå ñòîèò èñïîëüçîâàòü. Íàîáîðîò,
ïðåäûäóùèé àáçàö, ñêîðåå, � ëèøíèé àðãó-
ìåíò â ïîëüçó åãî ïðèìåíåíèÿ. Ê òîìó æå,
îí ïîëåçåí, êîãäà íå âñå ïîäçàäà÷è ðåøà-
þòñÿ íåñêîëüêî ðàç. 3124

Íà ïðàêòèêå î÷åíü ÷àñ-
òî âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à î âûäå-
ëåíèè íàèáîëüøåé îáùåé ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äàâàéòå
ðàññìîòðèì è åå ðåøåíèå ìå-
òîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Îñíîâíîå ñâîéñòâî
ýòîé çàäà÷è, êîòîðîå ìû áó-
äåì ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòü,
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëü-
øåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X è Y íóæíî:
1) Åñëè ïîñëåäíèé ýëåìåíò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè X ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì ýëå-
ìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y, òî ðåøàòü çà-
äà÷ó äëÿ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áåç ïîñ-
ëåäíèõ ýëåìåíòîâ, à
ïîòîì ïðèïèñàòü
ýòîò ýëåìåíò ê ðå-
çóëüòàòó.

2) Åñëè ïîñëå-
äíèé ýëåìåíò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè X íå
ñîâïàäàåò ñ ïîñëå-
äíèì ýëåìåíòîì ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè Y,
ðåøàòü äâå çàäà÷è.
Ïåðâàÿ � äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè X áåç
ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà

«ñíèçó ââåðõ»

...îáðàùåíèå ê îïðåäåëåííûì
ÿ÷åéêàì òàáëèöû.

«ñâåðõó
     âíèç»
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è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Y. Âòîðàÿ � äëÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè Y áåç ïîñëåäíåãî ýëåìåí-
òà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X. Íàèáîëüøèé
èç ðåçóëüòàòîâ è áóäåò íàèáîëüøåé îáùåé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëîñü î÷åâèä-
íîå ïåðåêðûòèå ïîäçàäà÷: âåäü íàèáîëü-
øóþ îáùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ X
è Y áåç ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ ïðèäåòñÿ èñ-
êàòü, êàê â ñëó÷àå 1, òàê, âåðîÿòíî, è â
ñëó÷àå 2. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè
èìååò ñìûñë ñîõðàíÿòü ðåçóëüòàòû âû÷èñ-
ëåíèé â òàáëèöå. Îáîçíà÷èì çà ñ [i, j] äëè-
íó íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X, ñîñòîÿ-
ùåé èç i ýëåìåíòîâ, è ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè Y � èç j ýëåìåíòîâ. Òîãäà ïðèõîäèì ê
ñîîòíîøåíèþ:
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
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
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
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Êàê Âû, äîëæíî áûòü, óæå äîãàäàëèñü,
ñ [i, j] è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå îäíîèìåí-
íîé òàáëèöû, íåîáõîäèìîé äëÿ êîððåêòíîé
ðàáîòû ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Çäåñü i = 0, 1, ... , m, à j = 0, 1, ... , n.

Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåòñÿ âòîðàÿ òàá-
ëèöà b, â êîòîðîé b [i, j] õðàíèò «ïðîèñõîæ-
äåíèå» ñ [i, j]. Âåäü âîçìîæíû 3 âàðèàíòà
ïîÿâëåíèÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ ñ [i, j]: îò
ñ[i � 1, j � 1], îò ñ[i, j � 1] èëè îò ñ[i � 1, j].
Î÷åíü êðàñèâûì è ýêîíîìè÷íûì ðåøåíèåì
äëÿ îðãàíèçàöèè b áûëî áû òàêîå, ïðè êî-
òîðîì íà êàæäóþ ÿ÷åéêó îòâîäèëîñü áû 2
áèòà. Òàêèì îáðàçîì, îäíà ÿ÷åéêà ìîãëà áû
õðàíèòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 3. Ýòîãî áûëî áû
âïîëíå äîñòàòî÷íî (äàæå îäíî � ëèøíåå), à
èíòåðïðåòèðîâàòü èõ ìîæíî áûëî áû òàê:

0 � çíà÷åíèå äëÿ èíèöèàëèçàöèè ÿ÷å-
åê b. Íà ñàìîì äåëå, êîíå÷íî, îíî íå íóæ-
íî, íî ÷òî åìó áåç äåëà ïðîïàäàòü J.

1 � ñ [i, j] «ïðîèçîøëî» îò ñ [i � 1, j � 1].
2 � ñ [i, j] «ïðîèçîøëî» îò ñ [i, j � 1].
3 � ñ [i, j] «ïðîèçîøëî» îò ñ [i � 1, j].
Òåïåðü, ïóñòü àëãîðèòì âûïîëíåí è

òàáëèöû b è c çàïîëíåíû. Êàê ïîëó÷èòü Z?
Íóæíî èç êëåòêè b [m, n] ïðîäåëàòü ïóòü äî

íåêîòîðîé êëåòêè b [0, p] èëè b [r, 0] (äëÿ
êàêîãî-íèáóäü p èëè r), âûïèñûâàÿ îäèíà-
êîâûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé X è Y.
Çâó÷èò óãðîæàþùå, íå ïðàâäà ëè? Ïîñìîò-
ðèòå íà ðèñóíîê 6, è, íàäååìñÿ, Âàì ñòàíåò
ïîíÿòíåå.

Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíî íåêîå ñîâìå-
ùåíèå èíôîðìàöèè òàáëèö b è c äëÿ X =
{A, B, C, B, D, A, B} è Y = {B, D, C, A, B, A}.
×èñëî â êàæäîé êëåòêå ñîîòâåòñòâóåò çíà-
÷åíèþ ñ [i, j] äëÿ íåå. Ñòðåëî÷êà � íåêîå
íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè ÿ÷åé-
êè b [i, j]. Îíà óêàçûâàåò íà òó ÿ÷åéêó, îò
êîòîðîé «ïðîèçîøëî» ñ [i, j]. Òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î÷åíü óäîáíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïóòè
èç b [m, n]. Îíî ïðîñòî çàêëþ÷àåòñÿ â ïðî-
õîæäåíèè ïî ýòèì ñòðåëêàì äî òåõ ïîð, ïîêà
íå áóäåò äîñòèãíóòà ãðàíèöà ìàòðèöû. Êëåò-

Ðèñóíîê 6

Íóæíî èç êëåòêè b [m, n] ïðîäåëàòü ïóòü äî
íåêîòîðîé êëåòêè b [0, p].

è ïîñëåäíèå ýëåìåíòû ñîâïàäàþò,

è ïîñëåäíèå ýëåìåíòû íå ñîâïàäàþò.

Â Ñ Â À

Â

Ñ

Â

À

0

1 1

2 2

3

3

4

4

ã

ã

ã

ã

á

á

ß

ß
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êè, âõîäÿùèå â ýòîò ïóòü, íà ðèñóíêå âûäå-
ëåíû. Òàêæå âûäåëåíû ÷ëåíû X è Y, êîòî-
ðûå âîéäóò â Z. Ýòî � òàêèå ÷ëåíû, êîòîðûå
îäèíàêîâû äëÿ äàííîé êëåòêè ïóòè âîçâðà-
ùåíèÿ èç b [m, n]. Â ðåçóëüòàòå îïåðàöèé,
ïðîèçâîäèìûõ íà ýòîì ðèñóíêå, äåëàåòñÿ
âûâîä, ÷òî Z = {B, C, B, A}.3134

Îñíîâíîå îòëè÷èå çàäà÷è î êâàäðàòå
èç åäèíèö, ðàññìîòðåííîé âûøå, îò çàäà÷è
î ÍÎÏ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ
òðåáóåò âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñîñòàâ-
ëåííîé ìàòðèöå. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò
äîâîëüíî ÷àñòî è èíîãäà òðåáóþò íåêîåãî
äîïîëíèòåëüíîãî õðàíèëèùà èíôîðìàöèè
äëÿ «îïèñàíèÿ ïóòè», ïî êîòîðîìó ïðèøëîñü
ïðîéòè ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ. Îäíàêî
çà÷àñòóþ, åñëè õîðîøî ïðîäóìàòü àëãîðèòì,
ìîæíî íàéòè ïóòü, íà êîòîðîì ìîæíî îáîé-
òèñü áåç ýòîãî õðàíèëèùà. 3144

Íà ýòîì, ïîæàëóé, è çàêîí÷èì. Îáðà-
òèì âíèìàíèå, ÷òî çäåñü íå áûëî ïðîòèâî-
ïîñòàâëåíèÿ ìåòîäîâ ðåêóðñèè, «ðàçäåëÿé è
âëàñòâóé» è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Çàäà÷à áûëà â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü íà-
ñêîëüêî âåëèêè ñïåêòðû ïîêðûâàåìûõ èìè
çàäà÷, êàêîâû êðèòåðèè âûáîðà òîãî èëè
èíîãî ìåòîäà, à òàêæå êàê îíè ñî÷åòàþòñÿ
ìåæäó ñîáîé.

Â îáùåì, ìû ïîñòàðàëèñü ðàññêàçàòü,
êàê ðåøàòü «ñëîæíûå» çàäà÷è. Ïðåäëîæåí-
íûå ïðèåìû � ñèëüíîå îðóæèå, è ïîýòîìó
îíè ìîãóò èìåòü êàê ïîçèòèâíûé, òàê è íå-
ãàòèâíûé ýôôåêò îò èñïîëüçîâàíèÿ.

Áîëüøèíñòâî ìàòåðèàëîâ, ïðèìåðîâ è
îïðåäåëåíèé áûëè âçÿòû èç êíèã [1] è [2].

Çàäà÷à 1.
Óðîâåíü 1. Îöåíèòå, êàêîâî ïðåèìó-

ùåñòâî ìåòîäà ðåêóðñèè ïðè âû÷èñëåíèè

f (n) óêàçàí-
íûì âûøå
ñïîñîáîì ïå-
ðåä îáûêíî-
âåííûì ïîñ-
ëåäîâàòåëü-
íûì ïîäñ÷åòîì â öèêëå. Åñëè Âû ïîëà-
ãàåòå, ÷òî íèêàêîãî ïðåèìóùåñòâà íåò,
òî àðãóìåíòèðóéòå Âàøó òî÷êó çðåíèÿ.

 Çàäà÷à 2.
Óðîâåíü 1. Ïðèäóìàéòå, êàê ðåêóðñèâ-

íûì ìåòîäîì ñîñ÷èòàòü ôàêòîðèàë ÷èñëà.
Ôàêòîðèàëîì ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n. Îí
îáîçíà÷àåòñÿ n!. Ïî îïðåäåëåíèþ, 0! ñ÷èòà-
åòñÿ ðàâíûì åäèíèöå.

Ñóùåñòâåíåí ëè âû-
èãðûø ïðè ðåøåíèè ýòîé
çàäà÷è ðåêóðñèâíûì ìåòî-
äîì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøå-
íèåì «â ëîá». À ìîæåò
áûòü, ïîñëåäíåå ðåøåíèå
îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíåå
ïåðâîãî?

Êàêèå îãðàíè÷åíèÿ
íà n íàêëàäûâàåò ïðèäóìàí-
íûé Âàìè àëãîðèòì? Êàêîå
çíà÷åíèå Âû âûáðàëè òåðìèíàëüíûì?

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-
òîðàÿ åãî ðåàëèçóåò. Îðãàíèçóéòå çàïðîñ ÷èñ-
ëà n, ñêàæåì, èç ôàéëà, à ðåçóëüòàò âûâîäè-
òå â äðóãîé ôàéë.

Âõîäíîé ôàéë:
7

Âûõîäíîé ôàéë:
5040

Çàäà÷à 3.
Óðîâåíü 2. Èññëåäóéòå íàïèñàííîå

Âàìè ðåøåíèå çàäà÷è
2 ñ ïîìîùüþ îêíà Call
Stack. Îíî åñòü íå òîëü-
êî â Borland Pascal, à
ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ
ñðåäàõ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ íà ÿçûêàõ Pascal,
C è òîìó ïîäîáíûõ.

Êàêóþ ãëóáèíó
ðåêóðñèè èìååò Âàø
àëãîðèòì?

Îíî ... çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîõîæäåíèè ïî ýòèì
ñòðåëêàì äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà
ãðàíèöà ìàòðèöû.
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Çàäà÷à 4.
Óðîâåíü 1. Ïðèäóìàéòå íàèáîëåå ýô-

ôåêòèâíûé àëãîðèòì ñëèÿíèÿ äâóõ óïîðÿ-
äî÷åííûõ íàáîðîâ, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû èõ
îáúåäèíåíèå îïÿòü áûëî óïîðÿäî÷åííûì. Ðå-

çóëüòàòîì ýòîãî çàäàíèÿ
Âàì ïðåäñòîèò ïîëüçîâàòü-
ñÿ â äàëüíåéøåì, òàê ÷òî
ïîäóìàéòå õîðîøî. Îöåíè-
òå òðóäîåìêîñòü ïðåäëî-
æåííîãî Âàìè àëãîðèòìà.

Çàäà÷à 5.
Óðîâåíü 1. Ñôîðìóëèðóéòå àëãîðèòì

ñîðòèðîâêè ñëèÿíèåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ âî âõîäíîì íàáîðå íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Îöåíèòå òðóäîåìêîñòü
àëãîðèòìà.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ðå-
àëèçóþùóþ ýòîò àëãîðèòì. ×èñëî ýëåìåí-
òîâ è ñîäåðæèìîå âõîäíîãî íàáîðà ïðî÷è-
òàéòå èç âõîäíîãî ôàéëà. Ðåçóëüòèðóþùèé
îòñîðòèðîâàííûé íàáîð ïîìåñòèòå â âûõîä-
íîé ôàéë.

Âõîäíîé ôàéë:
9
7
6
3
7
9
2
1
4
1

Âûõîäíîé ôàéë:
1
1
2
3
4
6
7
7
9

Çàäà÷à 6.
Óðîâåíü 1. Êàê òîëüêî ïðè ïîìîùè

ïðîâåðêè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé óïîðÿäî-
÷èòü íàáîð èç äâóõ ýëåìåíòîâ Âû, íàäååì-
ñÿ, äîãàäûâàåòåñü. Íà âñÿêèé ñëó÷àé, ÷òîáû

Âû âïîëíå ïîíÿëè çàäàíèå, ïðèâîäèì ïðî-
ãðàììó, êîòîðàÿ ýòî ðåàëèçóåò:

if a<b then begin
t:=a;
a:=b;
b:=t;

end;

Çäåñü ìû
èçíà÷àëüíî ñ÷è-
òàëè, ÷òî ýëåìåí-
òû íàáîðà ñîäåð-
æàòñÿ â ïåðåìåí-
íûõ a è b, à t � âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïîñ-
ëå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû íàèáîëüøèé èç
ýëåìåíòîâ áóäåò â a.

À êàê ñäåëàòü òî æå ñàìîå äëÿ òðåõ
ýëåìåíòîâ? À äëÿ ÷åòûðåõ � ñìîæåòå? Âî-
îáùå, ìîæåòå ÷òî-íèáóäü ñêàçàòü î òîì, êàê
ïðèíöèïèàëüíî íóæíî ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ k
ïåðåìåííûõ?

Åñëè ó Âàñ äîñòàòî÷íî îïûòà, ïîïðî-
áóéòå íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áû äëÿ
äàííîãî k ñòðîèëà áû ñèñòåìó «if�îâ», íåîá-
õîäèìóþ äëÿ óïîðÿäî÷èâàíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåãî íàáîðà. Â ðåçóëüòàòå äîëæåí ïîëó-
÷àòüñÿ êîìïèëèðóåìûé ôàéë èñõîäíîãî êîäà
íà ÿçûêå Pascal, C èëè äðóãîì ÿçûêå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

Çàäà÷à 7.
Óðîâåíü 1. ×åòêî ñôîðìóëèðóéòå àë-

ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î âûïóêëîé îáîëî÷-
êå ìåòîäîì «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé». Êàêèì
îáðàçîì ìîæíî óëó÷øèòü îïèñàííûé â òåê-
ñòå ìåòîä?

Óðîâåíü 2. Ðåàëèçóéòå ñôîðìóëèðîâàí-
íûé àëãîðèòì. Âî âõîäíîì ôàéëå íà ïåðâîé
ñòðî÷êå � íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ â Q. Äàëåå � n ñòðîê ñ êîîðäèíà-
òàìè òî÷åê ïî âîçðàñòàíèþ èõ íîìåðîâ. Òî
åñòü âî âòîðîé ñòðîêå � êîîðäèíàòû ïåðâîé
òî÷êè, â òðåòüåé � âòîðîé è òàê äàëåå. Êî-
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îðäèíàòû çàïèñûâàþòñÿ òàê: àáñöèññà, ïðî-
áåë, îðäèíàòà. Â âûõîäíîé ôàéë ïîìåñòèòå
ñïèñîê òî÷åê ìíîæåñòâà S, îòñîðòèðîâàí-
íûé ïî âîçðàñòàíèþ íîìåðîâ òî÷åê.

Âõîäíîé ôàéë:
10
�6 3
�3 3
1 4.2
2 5.2
5.5 1.6
3 �4.5
�4.3 �4.1
�0.5 �4.05
�2.9 5.5
0 0

Âûõîäíîé ôàéë:
1
4
5
6
7
9

Çàäà÷à 8.
Óðîâåíü 1. Ïðèäóìàéòå, êàê ìîæíî

ìåòîäîì «ðàçäåëÿé è âëàñòâóé» ðåøèòü çà-
äà÷ó î íàõîæäåíèè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà
÷èñåë íåêîãî íàáîðà. Ïîäñêàçêà: ðàçáèâàé-
òå íàáîð íà ïîäíàáîðû äî òåõ ïîð, ïîêà èõ
äëèíà íå ñòàíåò ðàâíà 2. Ïîëåçíîñòü ýòîé
ïîäñêàçêè âåñüìà ñîìíèòåëüíà, òàê êàê Âàì
åùå îñòàëîñü ïðèäóìàòü,
êàêèì îáðàçîì îðãàíè-
çîâàòü ýòè ðàçáèåíèÿ.
Îöåíèòå òðóäîåìêîñòü
ïîëó÷åííîãî ìåòîäà.

Óðîâåíü 2. Íàïè-
øèòå ïðîãðàììó, êîòî-
ðàÿ åãî ðåàëèçóåò. Äàí-
íûå ñ÷èòûâàéòå èç âõîä-
íîãî ôàéëà ñëåäóþùåãî âèäà: â ïåðâîé ñòðî-
êå � n, çàòåì � n ñòðîê, ñîäåðæàùèõ ïî îä-
íîìó ÷èñëó êàæäàÿ. Èìåííî ýòè ÷èñëà Âàì
è íóæíî èññëåäîâàòü. Â âûõîäíîé ôàéë â
ïåðâóþ ñòðîêó ïîìåñòèòå çíà÷åíèå ìèíè-
ìóìà, à âî âòîðóþ � ìàêñèìóìà.

Âõîäíîé ôàéë:
7
1
3

5
�1
�7
7
5

Âûõîäíîé ôàéë:
�7
7

Çàäà÷à 9.
Óðîâåíü 1. Ïîäóìàéòå, ïî êàêèì çà-

êîíàì ñòîèò ïðîèçâîäèòü ðàçáèåíèå íàáîðà
â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, à ïî êàêèì íåò. Åñòü
ëè êàêèå-ëèáî ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå ñïî-
ñîáû, êîòîðûå ïîâëåêóò çà ñîáîé ðàçíîå
÷èñëî ñðàâíåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è. Îò-
âåò àðãóìåíòèðóéòå.

Çàäà÷à 10.
Óðîâåíü 1. Ïîäóìàéòå, ñòîèò ëè ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è 8 ïðîèçâîäèòü äåëåíèå
âïëîòü äî íàáîðîâ äëèíû áîëüøåé 2. Íà-
ïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü ïî 3, 4, 5, ... ýëåìåí-
òîâ è ðåøàòü ïîäçàäà÷è äëÿ èìåííî òàêîãî
èõ êîëè÷åñòâà. Îòâåò àðãóìåíòèðóéòå. Åñëè
Âû óæå ðåøèëè çàäà÷ó 6, òî Âàì áóäåò ñó-
ùåñòâåííî ëåã÷å îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ.

Çàäà÷à 11.
Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-

òîðàÿ áû ðåøèëà çàäà÷ó î êâàäðàòå èç åäè-
íèö â òàáëèöå. Ñàìó òàáëèöó áåðèòå èç âõîä-
íîãî ôàéëà, â êîòîðîì â ïåðâîé ñòðîêå � n
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Íàóìîâ Ëåâ Àëåêñàíäðîâè÷,
ñòóäåíò ÑÏáÃÈÒÌÎ.

è m. Äàëåå � n ñòðîê, ïî m ñèìâîëîâ «0»
èëè «1» â êàæäîé. Îòâåò (äëèíó ðåáðà êâàä-
ðàòà) ïîìåñòèòå â âûõîäíîé ôàéë.

Âõîäíîé ôàéë:
6 6
011110
011110
111101
001110
101001
000100

Âûõîäíîé ôàéë:
3

Çàäà÷à 12.
Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-

òîðàÿ áû ðåøàëà ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, íî ìå-
òîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
«ñâåðõó âíèç» (ïðîñòî öèêë èòåðèðóéòå îò
áîëüøèõ èíäåêñîâ ê ìåíüøèì). Âñå âîïðî-
ñû ââîäà/âûâîäà äàííûõ
ðåøàéòå àíàëîãè÷íî. Êà-
êîâà ãëóáèíà ðåêóðñèè
ïðè òàêîì ðåøåíèè?
Ïðèìåíåíèå ýòîãî
ìåòîäà ê çàäà÷å î
êâàäðàòå èç åäè-
íèö ìîæåò âûç-
âàòü ó Âàñ íåäî-
óìåíèå: à ïðè÷åì
îí çäåñü? Äà, åãî
èñïîëüçîâàíèå,
êîíå÷íî, íàäóìàííî, íî åñëè ó Âàñ óæå åñòü
ðåøåíèå «ñíèçó ââåðõ», òî èçìåíåíèÿ, êî-
òîðûå íåîáõîäèìî âíåñòè, � íåâåëèêè, îä-
íàêî ýòî ïîìîæåò Âàì ïî÷óâñòâîâàòü ñïå-
öèôèêó îáîèõ ïîäõîäîâ.

Çàäà÷à 13.
Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-

òîðàÿ ðåàëèçóåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ÍÎÏ
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äîïóñòèì, âîç-
ìîæíûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � çàã-
ëàâíûå áóêâû ëàòèíèöû. Âõîäíîé ôàéë ñî-
ñòîèò èç äâóõ ñòðîê, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñî-
áîé X è Y. Â âûõîäíîé ôàéë ïîìåñòèòå îäíî
èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Z. Êàê ìîæíî îðãà-
íèçîâàòü âûâîä âñåâîçìîæíûõ Z, êîãäà âà-
ðèàíòîâ � íåñêîëüêî?

Âõîäíîé ôàéë:
ABCBDAB
BDCABA

Âûõîäíîé ôàéë:
BCBA

Çàäà÷à 14.
Óðîâåíü 1. Ïîäóìàéòå, ìîæåò ëè ìåòîä

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ «ñâåðõó
âíèç» îêàçàòüñÿ ïîëåçíåå, ÷åì «ñíèçó ââåðõ»
ïðè ðåøåíèè çàäà÷, òðåáóþùèõ âîññòàíîâëå-
íèÿ ðåøåíèÿ. Îòâåò àðãóìåí-
òèðóéòå è ïîÿñíèòå íà ïðè-
ìåðå çàäà÷è î ÍÎÏ.

Óðîâåíü 2. Ðå-
øèòå çàäà÷ó 14 ïî-
ñðåäñòâîì äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâà-
íèÿ «ñâåðõó
âíèç».
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