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Ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò îïóáëèêîâàííóþ
â ïðåäûäóùåì íîìåðå æóðíàëà ñòàòüþ òîãî
æå àâòîðà ïîä òåì æå çàãîëîâêîì. Ïðîäîë-
æåíà íóìåðàöèÿ ðàçäåëîâ è ñïèñêà ëèòå-
ðàòóðû.

3.  ßÇÛÊ ËÈÑÏ

Àáñòðàêòíûå ìàøèíû òèïà ìàøèí
Òüþðèíãà, èìåþùèå äåëî ñî ñëîâàìè â íå-
êîòîðîì àëôàâèòå, îêàçàëèñü çàìåòíî ïðî-
ùå àïïàðàòà ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé â
àðèôìåòèêå. Â êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ
Ý. Ïîñòà (1943 ã., îïèñàíû â [6], ãë. 12) è
â íîðìàëüíûõ àëãîðèôìàõ À. À. Ìàðêîâà
(èäåÿ êîòîðûõ âîçíèêëà åùå â 1947 ã.,
åñëè íå ðàíüøå, ñì. [4]) ñëîâà ïðåîáðàçó-
þòñÿ íå ïîáóêâåííî, à ïî çíà÷èòåëüíî
áîëåå îáùåé ñõåìå. Ýòî ïîçâîëèëî ñäå-
ëàòü äåéñòâèÿ íàä ñëîâàìè è èõ ðåçóëüòà-
òû åùå áîëåå îáîçðèìûìè. Ëåã÷å ñòàëî
äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ î ñâîé-
ñòâàõ àëãîðèòìîâ. Íî è ýòîò øàã áûë íå
ïîñëåäíèì.

×åðåç äâàäöàòü ñ ëèøíèì ëåò ïîñëå
ïîÿâëåíèÿ óïîìÿíóòûõ â êîíöå ðàçä. 1 «Âû-
÷èñëåíèÿ» ðàáîò À. Òüþðèíãà, À. ×åð÷à è
äðóãèõ àâòîðîâ Äæ.Ìàê-Êàðòè ïðåäëîæèë
ïðîåêò ÿçûêà ïîä íàçâàíèåì Ëèñï (ñì. [1]
è ëþáûå äðóãèå ïóáëèêàöèè ïî Ëèñïó).
Â íåì ó÷òåí íàêîïëåííûé ê òîìó âðåìå-
íè îïûò ïîñòðîåíèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ äëÿ êîìïüþòåðîâ. Ìàê-Êàðòè íå
èìåë ÿâíî â âèäó ñîçäàòü íîâóþ ìîäåëü
àáñòðàêòíîé ìàøèíû. Ãëàâíîé åãî öåëüþ
áûëî ïîñòðîèòü ÿçûê, îðèåí-
òèðîâàííûé íà îáðàáîòêó ñèì-
âîëüíûõ äàííûõ � âûðàæåíèé,
ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé íîòà-
öèè. ×òî ýòî òàêîå, âñêîðå ñòà-
íåò ÿñíûì. Âòîðàÿ îñîáåííîñòü
Ëèñïà � èñïîëüçîâàíèå ôóíê-
öèîíàëüíîãî ñòèëÿ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (î íåì ãîâîðèëîñü
âûøå, â ðàçä. 2).

Ñïèñêîì íàçûâàåòñÿ... êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âûðàæåíèé � ýëåìåíòîâ ñïèñêà, ðàçäåëÿåìûõ
ïðîáåëàìè, ...(1 (2 3) (4 (5 6))).

Äàëåå îïèñûâàåòñÿ áàçîâûé Ëèñï �
ïðîñòîé ôðàãìåíò ÿçûêà, ñîõðàíÿþùèé
âñå åãî ïðèíöèïèàëüíûå ñâîéñòâà è âîç-
ìîæíîñòè. Áàçîâûé àëôàâèò ñîñòîèò èç ñëå-
äóþùèõ 40 áóêâ: ïðîïèñíûå ëàòèíñêèå îò
A äî Z, öèôðû îò 0 äî 9, çíàê ���, îãðàíè-
÷èòåëè �(�,  �)� è � � (ïðîáåë). Ïåðâûå 37 èç
íèõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàïèñè ñëîâ, âîñïðè-
íèìàåìûõ êàê íåäåëèìûå àòîìû � ñëîâà,
ñîñòîÿùèå èç ëàòèíñêèõ áóêâ è öèôð, íî
íà÷èíàþùèåñÿ îáÿçàòåëüíî ñ ëàòèíñêîé áóê-
âû, à òàêæå îòäåëüíûå öèôðû è çíàê ���.
Ïðèìåðû (çàïèñàííûå áåç çíàêîâ ïðåïè-
íàíèÿ ìåæäó àòîìàìè):

LISP   YEAR2000   QUOTE   7   �
Âûðàæåíèÿ Ëèñïà áûâàþò äâóõ òè-

ïîâ: àòîìû è ñïèñêè. Ñïèñêîì íàçûâàåò-
ñÿ çàêëþ÷åííàÿ â êðóãëûå ñêîáêè êîíå÷-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûðàæåíèé � ýëå-
ìåíòîâ ñïèñêà, ðàçäåëÿåìûõ ïðîáåëàìè,
íàïðèìåð:

(A B C)
(1 (2 3) (4 (5 6)))
(X)
( )
(((HAPPY BIRTHDAY TO YOU)))

×èñëî ýëåìåíòîâ ñïèñêà íàçûâàåò-
ñÿ åãî äëèíîé. Íàïðèìåð, òîëüêî ÷òî âû-
ïèñàííûå ñïèñêè èìåþò ñëåäóþùèå äëè-
íû: 3, 3, 1, 0, 1 (íî íå 4!). Â Ëèñïå äî-
ïóñêàåòñÿ áîëüøàÿ ñâîáîäà â çàïèñè ñïèñ-
êîâ òàì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçó-
ìåíèÿì. Â ÷àñòíîñòè, ïîä ïðîáåëîì ïî-
íèìàåòñÿ è ïåðåíîñ ïðîäîëæåíèÿ ñïèñêà
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íà äðóãóþ ñòðîêó òåêñòà. Íà-
ïðèìåð,

(A B C) (A  (A B
         B    C)
         C)

� ýòî òðè ñïîñîáà çàïèñè îä-
íîãî è òîãî æå ñïèñêà. Ïðîáå-
ëû ìîæíî äîáàâëÿòü â ëþáîì
ìåñòå ñïèñêà, íî íå âíóòðè àòî-
ìîâ. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç äâóõ
ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà ñàì
ÿâëÿåòñÿ ñïèñêîì, òî ïðîáåë
ìåæäó íèìè ìîæíî îïóñêàòü, òàê ÷òî ñïè-
ñîê (1 (2 3) (4 (5 6))) ìîæåò áûòü çàïèñàí
åùå è òàê: ( 1( 2 3 ) ( 4( 5 6 ) ) ), ëèáî òàê:
(1(2 3)(4(5 6))).

Ïðè îïèñàíèè ãðàììàòèêè ÿçûêà áó-
äåì ïðèáåãàòü ê ðÿäó ìåòàîáîçíà÷åíèé (òî
åñòü îáîçíà÷åíèé âíåøíåãî óðîâíÿ, íå âõî-
äÿùèõ â ñèìâîëèêó ñàìîãî Ëèñïà): atom
(àòîì), list (ñïèñîê), expr (âûðàæåíèå), �|�
(çàìåíÿåò ðóññêîå ñëîâî «èëè»), �~  sequence�
(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ âèäà ~, ðàç-
äåëåííûõ ïðîáåëàìè � ñ ó÷åòîì ñêàçàí-
íîãî î íèõ âûøå). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ
íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðàâèë
çàïèñûâàþòñÿ òàê:

expr: atom | list
list: (expr sequence)
Âûðàæåíèÿ â Ëèñïå ÷àñòî îáëàäàþò

çíà÷åíèÿìè, êîòîðûìè ìîãóò áûòü äðóãèå
âûðàæåíèÿ. Ôîðìîé íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå,
êîòîðîå îáëàäàåò çíà÷åíèåì, åñëè îíî ñàìî
è åãî îêðóæåíèå çàïèñàíû ïðàâèëüíî, èëè
îò êîòîðîãî ýòîãî õîòÿ áû ìîæíî îæèäàòü
(åñëè åãî âû÷èñëåíèå çàâåðøàåòñÿ).  Â ìå-
òàîáîçíà÷åíèÿõ ñâÿçü ìåæäó ôîðìîé form
è åå çíà÷åíèåì expr çàïèñûâàåòñÿ òàê:

form → expr
Çíà÷åíèå àòîìà ìîæåò áûòü îáû÷íûì,

åñëè äàííûé àòîì � ýòî êîíñòàíòà, èëè
ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè àòîì
èñïîëüçóåòñÿ â ïðîãðàììå
êàê èìÿ ôóíêöèè (fname).
Àòîì åùå îäíîãî êëàññà �
ïåðåìåííàÿ (ìåòàîáîçíà÷å-
íèå var) ìîæåò èìåòü çíà÷å-
íèå ëþáîãî èç ýòèõ òèïîâ,
ïîäðîáíåå ýòî áóäåò ðàçúÿñ-
íåíî íèæå. Ñèìâîëîì → áó- ...ñâÿçü ìåæäó ôîðìîé

form è åå çíà÷åíèåì expr...

Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëü-
íûå èç íèõ T → T...

äåì ïîëüçîâàòüñÿ íåçàâèñè-
ìî îò òèïà çíà÷åíèÿ. Íà÷íåì
ñ êîíñòàíò.  Íàèáîëåå óïîò-
ðåáèòåëüíûå èç íèõ � ýòî

NIL →→→→→ NIL
T →→→→→ T

èìåþùèå, òàêèì îáðàçîì, â
êà÷åñòâå çíà÷åíèé ñàìè
ñåáÿ. Òåì æå ñâîéñòâîì îá-
ëàäàþò âñå öèôðû, à òàêæå
çíàê ���:

0 →→→→→ 0  ...  9 →→→→→ 9 � →→→→→ �

Àòîì NIL òðàêòóåòñÿ äâîÿêî � êàê ñè-
íîíèì ïóñòîãî ñïèñêà:

( ) →→→→→ NIL   è   NIL →→→→→ ( )

è êàê ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå «ëîæü». Ïðè-
íÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáîå çíà÷åíèå, îòëè÷è-
ìîå îò NIL, ïðåäñòàâëÿåò ëîãè÷åñêîå çíà-
÷åíèå «èñòèíà». Íî ñòàíäàðòíûì èçîáðà-
æåíèåì ýòîãî ëîãè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñëó-
æèò àòîì T.

Ôîðìà â âèäå ñïèñêà � ýòî îáðàùå-
íèå ê ôóíêöèè (fcall), èìåþùåå âèä

fcall: (function arg sequence)
function: defexpr |  fname
arg: expr

ãäå defexpr � ýòî îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå
ôóíêöèè, âèä êîòîðîãî âñêîðå áóäåò îïè-
ñàí, fname � èìÿ ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé
âìåñòå ñ ÿçûêîì Ëèñï (âñòðîåííîé â íåãî),
èëè àòîì, èìåþùèé íåêîòîðîå îïðåäåëÿ-
þùåå âûðàæåíèå ñâîèì ôóíêöèîíàëüíûì
çíà÷åíèåì, arg � âûðàæåíèå, ñëóæàùåå àð-
ãóìåíòîì îáðàùåíèÿ.

Ôóíêöèè áûâàþò îáû÷íûìè è îñî-
áûìè (ïñåâäîôóíêöèÿìè). Çíà÷åíèå îáðà-
ùåíèÿ âèäà (function arg sequence) ê îáû÷-
íîé ôóíêöèè function ñ îïðåäåëÿþùèì âû-
ðàæåíèåì, çàäàííûì ÿâíî èëè ïîä èìå-

íåì fname, âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1) ïîî÷åðåäíî âû-
÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ àðãó-
ìåíòîâ èç arg sequence,

2) ê ýòîìó íàáîðó
çíà÷åíèé (ñ ñîõðàíåíè-
åì èõ ïîðÿäêà) ïðèìå-
íÿåòñÿ ôóíêöèÿ function.
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×àñòî, îñîáåííî â ïðèìåðàõ, íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ òðåáóåòñÿ çàäàòü ÿâíî, êàê áû
â êàâû÷êàõ. Äåëàåòñÿ ýòî â âèäå îáðàùåíèÿ (QUOTE expr) ê îñîáîé ôóíêöèè  QUOTE.
Çíà÷åíèå ýòîé ôîðìû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

(QUOTE expr) →→→→→ expr
ãäå expr â îáîèõ âõîæäåíèÿõ � îäíî è òî æå âûðàæåíèå. Îáû÷íî òàêàÿ ôîðìà çàïèñû-
âàåòñÿ â ñîêðàùåííîì âèäå: ′expr. Ïðèìåðû:

(QUOTE X) →→→→→ X
′′′′′(F G H) →→→→→ (F G H)

Ïîÿâëåíèå â ïðîãðàììå àòîìà X èëè ñïèñêà (F G H) áåç êàâû÷êè îçíà÷àëî áû,
êàê áûëî ñêàçàíî, òðåáîâàíèå íàéòè çíà÷åíèå ýòîãî àòîìà èëè ñïèñêà. Àòîìû  NIL, T,
âñå öèôðû è çíàê ��� íå ñîñòàâëÿþò èñêëþ÷åíèÿ, íî ïðèâåäåííîå âûøå ñîãëàøåíèå
ïîçâîëÿåò çàïèñûâàòü ýòè ôîðìû-àòîìû áåç êàâû÷åê.

Ôóíêöèÿ  QUOTE � ýòî îäíà èç îñîáûõ âñòðîåííûõ ôóíêöèé (ñì. âûøå).
Îïèøåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ (ñåìàíòèêó) íåêîòîðûõ îáû÷íûõ, â îòëè-

÷èå îò QUOTE, âñòðîåííûõ ôóíêöèé. Çíà÷åíèåì åäèíñòâåííîãî àðãóìåíòà ôóíêöèé
CAR è CDR äîëæåí áûòü íåïóñòîé ñïèñîê. Ôóíêöèÿ CAR âûäåëÿåò èç ýòîãî ñïèñêà
ïåðâûé ýëåìåíò, à ôóíêöèÿ CDR � îñòàòîê ñïèñêà ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ïåðâîãî ýëå-
ìåíòà.

Ïóñòü X → (expr1 expr2 ... exprn). Òîãäà:
(CAR X) →→→→→ expr1

(CDR X) →→→→→ (expr2 ... exprn)
Íàïðèìåð,

(CAR ′′′′′(Y 2 K)) →→→→→ Y
(CDR ′′′′′(Y 2 K)) →→→→→  (2 K)

Äîêàïûâàÿñü äî ýëåìåíòîâ èç
ãëóáèíû ñïèñî÷íîé ñòðóêòóðû, íå-
ðåäêî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü
ñëîæíûå êîìïîçèöèè ôóíêöèé CAR
è CDR. Äëÿ íèõ ïðèìåíÿþòñÿ ñîêðà-
ùåííûå îáîçíà÷åíèÿ: CAAR (äâó-
êðàòíîå îáðàùåíèå ê CAR), CDAR
(îáðàùåíèå ñíà÷àëà ê CAR � âíóò-
ðåííåå îáðàùåíèå, à çàòåì ê CDR) è ò. ä. Òàê, íàïðèìåð,

(CADAAR ′′′′′((A B)(C D))((E F)(G H))) →→→→→ B
(CADADR ′′′′′(((A B)(C D))((E F)(G H))) →→→→→ (G H)

Ñòîèò çàïîìíèòü, ÷òî ôóíêöèè CAR, CADR, CADDR, ... âûäåëÿþò 1-é, 2-é, 3-é è ò. ä.
ýëåìåíòû çíà÷åíèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà (ðàçóìååòñÿ, åñëè ýòî çíà÷åíèå � ñïèñîê äîñòàòî÷-
íîé äëèíû). Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ CADADR âûäåëÿåò âòîðîé ýëåìåíò âòîðîãî
ýëåìåíòà ýòîãî çíà÷åíèÿ, à ôóíêöèÿ CADAAR � âòîðîé ýëåìåíò ïåðâîãî ýëåìåíòà åãî æå
ïåðâîãî ýëåìåíòà.

Äâóõìåñòíàÿ ôóíêöèÿ CONS âñòàâëÿåò çíà÷åíèå (âèä åãî ïðîèçâîëåí) ñâîåãî
ïåðâîãî àðãóìåíòà â íà÷àëî ñïèñêà, ÿâëÿþùåãîñÿ çíà÷åíèåì âòîðîãî àðãóìåíòà.

Ïóñòü  X → expr è Y → (expr1 ... exprn). Òîãäà: (CONS X Y) → (expr expr1 ... exprn)
Íàïðèìåð,

(CONS ′′′′′A ′′′′′(B C)) →→→→→ (A B C)
(CONS ′′′′′(1 2) ′′′′′(3 4)) →→→→→ ((1 2) 3 4)
(CONS ′′′′′X  NIL) →→→→→ (X)

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå àòîì X âñòàâëÿåòñÿ â íà÷àëî ïóñòîãî ñïèñêà.
Ôóíêöèè, ïðîâåðÿþùèå íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íåêîòîðîãî ñâîéñòâà ó íàáîðà

çíà÷åíèé ñâîèõ àðãóìåíòîâ è âûðàáàòûâàþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèå T èëè  NIL,

Ôóíêöèÿ CAR âûäåëÿåò èç ýòîãî ñïèñêà ïåðâûé
ýëåìåíò...
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íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòàìè, à îáðàùåíèÿ ê òàêèì
ôóíêöèÿì � ëîãè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè (bool). Ïî-
ñêîëüêó çà èñòèíó ïðèíèìàåòñÿ íå òîëüêî T, íî è
ëþáîå çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò NIL, ðîëü ïðåäèêà-
òîâ ìîãóò èñïîëíèòü î÷åíü ìíîãèå ôóíêöèè.

Ïðåäèêàò ATOM ïðîâåðÿåò � íå àòîì ëè
çíà÷åíèå åãî àðãóìåíòà:

(ATOM (CAR ′′′′′(A))) →→→→→ T
(ATOM (CDR ′′′′′(A))) →→→→→ T

(ïóñòîé ñïèñîê () ñ÷èòàåòñÿ àòîìîì, ïîñêîëüêó
ýòî òî æå, ÷òî  NIL),

(ATOM (CDR ′′′′′(A B))) →→→→→ NIL
(ATOM (CONS X Y)) →→→→→ NIL

êàêîâû áû íè áûëè çíà÷åíèÿ  X è  Y.
Ïðåäèêàò EQ ïðîâåðÿåò, ñîâïàäàþò ëè ìåæäó ñîáîé àòîìû � çíà÷åíèÿ åãî àðãó-

ìåíòîâ. Îí äàåò çíà÷åíèå  NIL (âïîëíå ðàçóìíîå) è â òîì ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèå òîëüêî
îäíîãî èç àðãóìåíòîâ � ñïèñîê. Íî ïðîâåðèòü òîæäåñòâåííîñòü äâóõ ñïèñêîâ ýòîò
ïðåäèêàò íå ìîæåò. Ïîýòîìó çíà÷åíèå (EQ expr expr) ðàâíî T, åñëè çíà÷åíèå expr �
àòîì, è íå îïðåäåëåíî, åñëè ýòî çíà÷åíèå � ñïèñîê. Ïðèìåðû:

(EQ T NIL) →→→→→ NIL
(EQ T ′′′′′T) →→→→→ T
(EQ (CAR ′′′′′(A A)) (CDR ′′′′′(A A))) →→→→→ NIL

Èìÿ COND äàíî îñîáîé ôóíêöèè, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ðàçâåòâëåíèÿ âû÷èñëå-
íèé, òî÷íåå � äëÿ âûáîðà îäíîãî èç âîçìîæíûõ ïóòåé èõ ïðîäîëæåíèÿ. Îáðàùåíèå ê
COND (èëè COND-êîíñòðóêöèÿ) èìååò âèä (COND path sequence), ãäå path: (bool expr),
ïîäðîáíåå:

(COND (bool1 expr1) ...(booln exprn))
è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1) â âåòâÿõ (booli expri) ïîî÷åðåäíî, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé, âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
óñëîâèé  booli,

2) åñëè ïîëó÷åíî çíà÷åíèå  NIL, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåòâè,
3) åñëè çíà÷åíèå booli îòëè÷íî îò  NIL, òî i-ÿ âåòâü ñ÷èòàåòñÿ âûáðàííîé, è ñëåäó-

þùèå âåòâè óæå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ expri â âûáðàí-
íîé âåòâè, îíî ñòàíîâèòñÿ çíà÷åíèåì âñåé COND-êîíñòðóêöèè,

4) åñëè íè îäíà âåòâü íå áûëà âûáðàíà, òî çà çíà÷åíèå êîíñòðóêöèè ïðèíèìàåòñÿ  NIL.
Îáû÷íî ïîñëåäíèé ñëó÷àé ñòàðàþòñÿ ïðåäîòâðàòèòü è â ïîñëåäíåé âåòâè â êà÷å-

ñòâå óñëîâèÿ booln ñòàâÿò T. Ïðèìåð: âûðàæåíèå
(COND ((EQ expr NIL) T) (T NIL))

èìååò çíà÷åíèå T, åñëè çíà÷åíèå expr ðàâíî  NIL, è
çíà÷åíèå  NIL ïðè ëþáîì äðóãîì çíà÷åíèè expr.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî � ïðîâåðêà ñïèñêà expr íà
ïóñòîòó, à ìîæíî ñìîòðåòü íà íåãî êàê íà îòðèöàíèå
âûñêàçûâàíèÿ expr â ÿçûêå Ëèñï. Îäíàêî çàïèñàíî îíî
â ÷åðåñ÷óð ñëîæíîì âèäå. Â äàííîé COND-êîíñòðóê-
öèè íå íóæíà âòîðàÿ âåòâü (äåéñòâóåò ïðàâèëî 4), à â
ïåðâîé âåòâè íóæíîå çíà÷åíèå âûðàáàòûâàåò óæå
óñëîâèå (EQ expr NIL). Èì-òî è ðåêîìåíäóåòñÿ çàìå-
íèòü âñþ êîíñòðóêöèþ.

Îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå ôóíêöèè (LAMBDA-
êîíñòðóêöèÿ) èìååò âèä:

(LAMBDA (var sequence)  expr)

Ïðåäèêàò EQ ïðîâåðÿåò,
ñîâïàäàþò ëè ìåæäó ñîáîé àòîìû...

...ôóíêöèÿ CONS âñòàâëÿåò
çíà÷åíèå ... ñâîåãî ïåðâîãî
àðãóìåíòà â íà÷àëî ñïèñêà...
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Îíî îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, âû÷èñëÿåìóþ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ expr (òåëà îïðå-
äåëÿþùåãî âûðàæåíèÿ) ïîñëå òîãî, êàê ïåðåìåííûå èç var sequence (ïàðàìåòðû ôóíê-
öèè) ïîëó÷àò çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ îáðàùåíèÿ ê ýòîé ôóíêöèè. Â îáðàùåíèè ê ôóíê-
öèè âèäà:

((LAMBDA (var1 ...  varm)  expr)  arg1 ... argk)
äîëæíî áûòü k ≤ m. Ïðè k < m íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ vark+1 ...  varm  ðàâ-
íî NIL.

×àñòî òðåáóåòñÿ îäíî è òî æå âûðàæåíèå èñïîëüçîâàòü â ïðîãðàììå ìíîãîêðàòíî.
Ïîýòîìó æåëàòåëüíî ñâÿçàòü åãî ñ èìåíåì, ïîä êîòîðûì îíî è áóäåò óïîìèíàòüñÿ.
Îïðåäåëåíèå êîíñòàíòû

(CSETQ atom expr)
ñâÿçûâàåò àòîì atom ñî çíà÷åíèåì
(íå ôóíêöèîíàëüíûì) âûðàæåíèÿ
expr. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåîïðåäåëåíèå
çíà÷åíèÿ àòîìà, õîòÿ èäòè íà ýòî
îáû÷íî íå ðåêîìåíäóåòñÿ.

Íàïèñàòü íåòðèâèàëüíóþ ïðî-
ãðàììó ìîæíî ëèøü ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â íåé ñà-
ìîé. Â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè

(DEFINE fname defexpr)
àòîì fname ñâÿçûâàåòñÿ ñ ÿâíî çà-
äàííûì ôóíêöèîíàëüíûì çíà÷åíè-
åì defexpr, òî åñòü ñòàíîâèòñÿ èìå-
íåì ýòîãî çíà÷åíèÿ. Ôóíêöèîíàëü-
íîå çíà÷åíèå ëþáîé âñòðîåííîé
ôóíêöèè îïðåäåëåíî âìåñòå ñî âñåì
ÿçûêîì, íî îáû÷íî íå èìååò â íåì
ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå ôóíêöèþ NULL, ïðîâåðÿþùóþ ñïèñîê L íà ïóñòîòó,
ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

(DEFINE NULL (LAMBDA (L) (EQ L NIL)))
Íî ýòà æå ôóíêöèÿ ìåíÿåò ëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ P íà ïðîòèâîïî-

ëîæíîå, ïîýòîìó ìîæåò ïîÿâèòüñÿ æåëàíèå äàòü åé âòîðîå èìÿ � NOT:
(DEFINE NOT (LAMBDA (P) (NULL P)))

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì ñïîñîáîì çàäàíèÿ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ çíàêîìàÿ íàì ïî
ðàçäåëó 2 ðåêóðñèÿ � îáðàùåíèå ê ôóíêöèè èç åå ñîáñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ. Â êà÷å-
ñòâå ïðèìåðà îïðåäåëèì ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ APPEND, âñòàâëÿþùóþ â íà÷àëî ñïèñ-
êà Y (åå âòîðîãî ïàðàìåòðà) âñå ýëåìåíòû ñïèñêà X, ñîõðàíÿÿ èõ ïîðÿäîê:

(DEFINE APPEND (LAMBDA (X Y) (COND
 ((NULL X) Y)
 (T (CONS (CAR X) (APPEND (CDR X) Y))) )))

Â âîçíèêàþùåé ñåðèè ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèé ê APPEND ïîñëåäíèì âñòàâëÿåò-
ñÿ â íà÷àëî ôîðìèðóåìîãî ñïèñêà çíà÷åíèå (CAR X), âûäåëÿåìîå èç X ïåðâûì.

Ïîðÿäîê ïðîâåðîê ìîæíî èçìåíèòü:
(DEFINE APPEND (LAMBDA (X Y) (COND
 (X (CONS (CAR X) (APPEND (CDR X) Y)))
 (T Y) )))

Îïðåäåëåíèå ñòàëî íà îäèí àòîì êîðî÷å, íî íà ñòîëüêî æå íåïîíÿòíåå.
(APPEND
  ′′′′′(RECURSIVE FUNCTIONS OF SYMBOLIC EXPRESSIONS)
  ′′′′′(AND THEIR COMPUTATION BY MACHINE) )

...îïðåäåëèì ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ APPEND,
âñòàâëÿþùóþ â íà÷àëî ñïèñêà Y ... âñå ýëåìåíòû
ñïèñêà X...
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  → → → → → (RECURSIVE FUNCTIONS OF SYMBOLIC EXPRESSIONS AND THEIR
  COMPUTATION BY MACHINE)

(íàçâàíèå ïåðâîé ïóáëèêàöèè Äæ. Ìàê-Êàðòè ïî Ëèñïó (1960)).
Ðåêóðñèÿ ìîæåò áûòü è êîñâåííîé, êîãäà îïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêèõ ôóíêöèé ñî-

äåðæàò îáðàùåíèÿ äðóã ê äðóãó, çàìûêàþùèåñÿ â îäèí èëè íåñêîëüêî öèêëîâ. Ïðè
ýòîì ëþáàÿ èç íèõ ìîæåò è íå îáðàùàòüñÿ ñàìà ê ñåáå ïðÿìî. Îáðàùåíèå ê ôóíêöèè
íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì, åñëè îíî ïðÿìî èëè êîñâåííî äåëàåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ ýòîé

ôóíêöèè.
Âî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ

ôîðìû (function arg sequence)
óðîâíåì ðåêóðñèè íàçûâàåòñÿ
÷èñëî èñïîëíÿþùèõñÿ è åùå íå
çàâåðøåííûõ ðåêóðñèâíûõ îá-
ðàùåíèé ê ôóíêöèè function.
Ãëóáèíîé ðåêóðñèè ïðè îáðàùå-
íèè ê ôóíêöèè ñ êîíêðåòíûìè
çíà÷åíèÿìè àðãóìåíòîâ íàçûâà-
åòñÿ ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ðå-
êóðñèè, äîñòèãàåìûé ïðè ýòîì
îáðàùåíèè. Ñîãëàñíî ýòèì îï-

ðåäåëåíèÿì, êàê óðîâåíü, òàê è ãëóáèíà ðåêóðñèè ïðè îáðàùåíèè ê íåðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè ìîãóò áûòü ðàâíû òîëüêî åäèíèöå.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ REVERSE ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû ñïèñêà â îáðàòíîì ïîðÿäêå,
X � åùå íå ïåðåâåðíóòàÿ, à Y � ïåðåâåðíóòàÿ ÷àñòü ñïèñêà, îíà-òî â êîíöå âû÷èñëåíèé
è ñòàíîâèòñÿ èõ ðåçóëüòàòîì.

(DEFINE REVERSE (LAMBDA (X Y) (COND
 ((NULL X) Y)
 (T (REVERSE (CDR X) (CONS (CAR X) Y))) )))
(REVERSE ′′′′′(1 (2 3) (4 (5 6)))) →→→→→ ((4 (5 6)) (2 3) 1)

Â ýòîì ïðèìåðå ïåðåìåííàÿ Y ïîëó÷èëà ïðè îáðàùåíèè ê REVERSE ëèøü ñ
îäíèì àðãóìåíòîì çíà÷åíèå NIL.  Íî ê ôóíêöèè REVERSE ìîæíî îáðàòèòüñÿ è ñ äâóìÿ
àðãóìåíòàìè, òîãäà îíà äåëàåò íå÷òî áîëüøåå, ÷åì áûëî ñêàçàíî:

(REVERSE ′′′′′(C B A) ′′′′′(D E F)) →→→→→ (A B C D E F)

Åùå äâà ïðèìåðà. Ôóíêöèÿ EQUAL äåéñòâóåò àíàëîãè÷íî EQ, íî äîïóñêàåò â
êà÷åñòâå ïåðâîãî àðãóìåíòà ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå.

(DEFINE EQUAL (LAMBDA (X Y) (COND
 ((ATOM X) (EQ X Y)) ((ATOM Y) NIL)
 ((EQUAL (CAR X) (CAR Y)) (EQUAL (CDR X) (CDR Y)))
 (T NIL) )))

Ïåðâûå äâå âåòâè áëîêèðóþò ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê EQUAL ñ àòîìàðíûìè
çíà÷åíèÿìè îäíîãî èç àðãóìåíòîâ. Ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè â òðåòüåé âåòâè äëèíà
ñïèñêîâ X è Y óìåíüøàåòñÿ íà 1, ÷åì îáåñïå÷èâàåòñÿ çàâåðøåíèå ñî âðåìåíåì ñåðèè
âñåõ ðåêóðñèâíûõ îáðàùåíèé.

Ôóíêöèÿ MEMBER ïðîñìàòðèâàåò ñïèñîê Y è âûðàáàòûâàåò ñ ïîìîùüþ EQUAL
çíà÷åíèå T, åñëè âñòðå÷àåò â íåì ýëåìåíò, ñîâïàäàþùèé ñ X, è çíà÷åíèå NIL � â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(DEFINE MEMBER (LAMBDA (X Y) (COND
((NULL Y) NIL) ((EQUAL X (CAR Y)) T)
(T (MEMBER X (CDR Y))) )))

Ôóíêöèÿ REVERSE ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû ñïèñêà
â îáðàòíîì ïîðÿäêå...
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Áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû âñòðåòÿòñÿ
íèæå â çàäàíèÿõ 5 è 6.

Èòàê, áàçîâûé Ëèñï � ýòî íàáîð, ñî-
ñòîÿùèé èç àòîìîâ  NIL, T è íåêîòîðûõ
äðóãèõ, èç ôóíêöèé èëè êîíñòðóêöèé:
QUOTE (èëè ′), CAR, CDR, CONS, ATOM,
EQ, COND, LAMBDA, CSETQ è DEFINE è
îïèñàííûõ âûøå ïðàâèë èõ êîìïîçèöèè è
âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé. Ýòîò
ÿçûê ìîæåò ñëóæèòü âïîëíå ïðèåìëåìîé äëÿ
ïðîãðàììèñòà ìîäåëüþ àáñòðàêòíîé ìàøèíû.

Ïðîãðàììà íà Ëèñïå (Ëèñï-ïðîãðàì-
ìà) ñîñòîèò èç ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôîðì � îáðàùåíèé êàê ê ôóíêöèÿì
è êîíñòàíòàì Ëèñïà, òàê è ê òåì, ÷òî áûëè
îïðåäåëåíû â ñàìîé ïðîãðàììå äî îáðàùåíèÿ ê íèì. «Äî îáðàùåíèÿ» íå çíà÷èò, ÷òî
îáðàùåíèå ê ôóíêöèè (èëè ê êîíñòàíòå) íå ìîæåò ñòîÿòü â òåêñòå ïðîãðàììû âûøå
ìåñòà åå îïðåäåëåíèÿ � îãðàíè÷åíèå îòíîñèòñÿ òîëüêî ê âðåìåííóé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè èñïîëíåíèÿ îïðåäåëåíèé è îáðàùåíèé.

Õîðîøèé ñòèëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà Ëèñïå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî â íà÷àëå ïðî-
ãðàììû îïðåäåëÿþòñÿ âñå íåîáõîäèìûå äëÿ åå ðàáîòû ôóíêöèè, à çàòåì ñ èõ ïîìîùüþ
âû÷èñëÿþòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî ôîðì. Îòñòóïëåíèå îò ýòîãî ïðàâèëà îáû÷íî íè÷åãî
íå äàåò, ëèøü çàòðóäíÿÿ ïîíèìàíèå ïðîãðàììû.

Áàçîâûé àëôàâèò èç-çà íåðàñ÷ëåíèìîñòè àòîìîâ íå ñëåäóåò ñ÷èòàòü àëôàâèòîì
ïðîãðàììû, íàïèñàííîé íà Ëèñïå. Ôàêòè÷åñêè àëôàâèò ïðîãðàììû ïðåäñòàâëåí ñîâî-
êóïíîñòüþ âñåõ àòîìîâ, èñïîëüçóåìûõ â ïðîãðàììå.

Ñïèñîê � ýòî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñëîâà. Ñïèñêè, ñîñòàâëåííûå òîëüêî èç àòîìîâ,
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñëîâàì. Âîçìîæíîñòü âêëþ÷àòü ñïèñêè â íåêîòîðûé ñïèñîê â
êà÷åñòâå åãî ýëåìåíòîâ ïðèäàåò åìó ñòðóêòóðèðîâàííîñòü, èåðàðõè÷íîñòü, íå ïðèñó-
ùóþ ñëîâó ñîãëàñíî åãî îïðåäåëåíèþ, íî õîðîøî îòîáðàæàåìóþ ãðàôàìè � äåðåâüÿ-
ìè. Ýòî òàêæå ñïîñîáñòâóåò îáîçðèìîñòè ïðîãðàìì è äàííûõ. Ñïèñêè îáðàçóþò îäèí
èç âàæíåéøèõ âàðèàíòîâ ñèìâîëüíûõ äàííûõ, óïîìèíàâøèõñÿ â íà÷àëå ðàçäåëà.

Íà ìåòàóðîâíå ëþáîé ñïèñîê ìîæíî ñ÷èòàòü ñëîâîì â áàçîâîì àëôàâèòå. Òàêîå
ñëîâî ìîæíî ïðè æåëàíèè çàïèñàòü íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà è ïîäâåðãíóòü åãî
îáðàáîòêå ïî òîé èëè èíîé ïðîãðàììå, íàïðèìåð, ïðîâåðÿþùåé ïðàâèëüíîñòü ðàññòà-
íîâêè ñêîáîê èëè äàæå èñïîëíÿþùåé Ëèñï-ïðîãðàììó, ïðåäñòàâëåííóþ ýòèì ñëîâîì.

Íåñêîëüêî ñëîâ îá èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ àðãóìåíòîâ, òî åñòü àðãóìåí-
òîâ, îáëàäàþùèõ ôóíêöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþùåãî âûðàæå-
íèÿ íå äåëÿòñÿ íà îáû÷íûå è ôóíêöèîíàëüíûå. Áîëüøåé ÷àñòüþ ïàðàìåòð, êîòîðîìó
ïåðåäàíî ôóíêöèîíàëüíîå çíà÷åíèå, èñïîëüçóåòñÿ â òåëå îïðåäåëÿþùåãî âûðàæåíèÿ
êàê èìÿ ôóíêöèè. Âîò ïðèìåð:

(DEFINE COMPOSITION (LAMBDA (F G X) (F (G X)) ))

Çäåñü â îáùåì âèäå îïèñàíî, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä êîìïîçèöèåé äâóõ ôóíêöèé.
Òàê êàê â ýòîì îïèñàíèè ïàðàìåòðû F è G èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå èìåí ôóíêöèé, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå èì àðãóìåíòû äîëæíû áûòü ôóíêöèîíàëüíûìè, êàê, íàïðèìåð, â ñëå-
äóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ:

(DEFINE MCADR (LAMBDA (X) (COMPOSITION  ′′′′′CAR ′′′′′CDR X) ))
(DEFINE MCDDR (LAMBDA (X) (COMPOSITION  ′′′′′CDR ′′′′′CDR X) ))
(DEFINE MCDDADR (LAMBDA (X) (COMPOSITION  ′′′′′MCDDR ′′′′′MCADR X) ))

Ôóíêöèÿ MEMBER ïðîñìàòðèâàåò
ñïèñîê Y è âûðàáàòûâàåò ñ ïîìîùüþ
EQUAL çíà÷åíèå T...
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Ýòè ôóíêöèè äåéñòâóþò òî÷íî òàê æå, êàê CADR, CDDR è CDDADR:

(MCADR ′′′′′(A B C)) →→→→→ B
(MCDDR ′′′′′(A B C)) →→→→→ (C)
(MCDDADR ′′′′′(A (B C D))) →→→→→ (D)

Íî åñëè ôóíêöèîíàëüíûé àðãóìåíò � ýòî íå èìÿ âñòðîåííîé ôóíêöèè, òî åñòü
åñëè åãî çíà÷åíèå èìååò ÿâíîå ëèñïîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå íåêîòîðîãî îïðåäåëÿ-
þùåãî âûðàæåíèÿ, òî ñ íèì ìîæíî îáðàùàòüñÿ è êàê ñ îáû÷íûì âûðàæåíèåì � âûäå-
ëÿòü åãî ýëåìåíòû, èññëåäîâàòü åãî ñòðóêòóðó è ò. ï.

Çàäàíèå 5.
Îïèñàòü íà Ëèñïå ìîäåëü àðèôìåòèêè, ñîäåðæàùóþ âñå îñíîâíûå îïåðàöèè íàä

öåëûìè ÷èñëàìè. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïðåäñòàâèòü â ýòîé ìîäåëè ñïèñêîì, ñîäåðæà-
ùèì n ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ � ýòî àòîì 1.  Ïðè ýòîì ( ) èçîáðàæàåò ÷èñëî 0,
(1) � ÷èñëî 1,  (1 1) � ÷èñëî 2 è ò. ä.  Îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî � m èçîáðàçèòü, âêëþ÷èâ â
íà÷àëî ñïèñêà àòîì ���, òàê ÷òî ñïèñîê (� 1) èçîáðàæàåò ÷èñëî � 1,  (� 1 1)  � ÷èñëî �
2 è ò. ä.

Âûïîëíåíèå çàäàíèÿ 5.
Îïðåäåëèì ñíà÷àëà àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ïðè

ïðèíÿòûõ ñîãëàøåíèÿõ ôóíêöèÿ APPEND èç ðàçä. 3 «ßçûê Ëèñï» ñ óñïåõîì ìîäåëèðó-
åò ñëîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

(DEFINE PLUS (LAMBDA (M N) (APPEND M N)))

Ôóíêöèÿ DIFFERENCE ñ îïðåäåëåíèåì

(DEFINE DIFFERENCE (LAMBDA (M N) (COND
 ((NULL N) M)  ((NULL M) (CONS � N))
 (T (DIFFERENCE (CDR M) (CDR N))) )))

âû÷èñëÿåò ðàçíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åå ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü
îòðèöàòåëüíûì öåëûì.

Ñ óìíîæåíèåì âñå ïðîñòî (ñðàâíèòü ñ àêñèîìàìè M1 è Ì2
èç ðàçä. 1 «Âû÷èñëåíèÿ»):

(DEFINE TIMES (LAMBDA (M N) (COND
 ((NULL N) NIL)
 (T (PLUS (TIMES M (CDR N)) M)) )))

Ïðåæäå ÷åì çàíÿòüñÿ äåëåíèåì ñ îñòàòêîì, îïðåäåëèì àðèô-
ìåòè÷åñêèé ïðåäèêàò LESSP, ïðîâåðÿþùèé, ÷òî çíà÷åíèå ïåðâî-
ãî àðãóìåíòà ìåíüøå çíà÷åíèÿ âòîðîãî

(DEFINE LESSP (LAMBDA (M N) (COND
 ((NULL N) NIL)  ((NULL M) T)
 (T (LESSP (CDR M) (CDR N))) )))

Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî çíà÷åíèå äåëèòåëÿ N ïîëîæèòåëüíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îáå ïîñëåäóþùèå ôóíêöèè (QUOTIENT � ÷àñòíîå è REMAINDER � îñòàòîê) âîâëåêà-
þòñÿ â áåçûñõîäíóþ ðåêóðñèþ. Â QUOTIENT ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ L, ãäå áóäåò íàêàïëèâàòüñÿ çíà÷åíèå ÷àñòíîãî:

(DEFINE QUOTIENT (LAMBDA (M N L) (COND
 ((LESSP M N) L)
 (T (QUOTIENT (DIFFERENCE M N) N (CONS 1 L))) )))
(DEFINE REMAINDER (LAMBDA (M N) (COND
((LESSP M N) M)
(T (REMAINDER (DIFFERENCE M N) N)) )))

...ôóíêöèÿ APPEND
ìîäåëèðóåò ñëîæåíèå
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

êîòîðûå äîâîëüíî åñòåñòâåííî îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó:

(DEFINE DIVIDE (LAMBDA (M N Q) (COND
 ((LESSP M N) (CONS Q (CONS M NIL)))
  (T (DIVIDE (DIFFERENCE M N) N (CONS 1 Q))) )))

Ðåçóëüòàòîì ñòàíîâèòñÿ ñïèñîê èç äâóõ ýëåìåíòîâ: ÷àñ-
òíîãî è îñòàòêà îò äåëåíèÿ M íà N.

Î÷åíü ïðîñòî îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íà-
õîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ïîëîæèòåëü-
íûõ öåëûõ ÷èñåë:

(DEFINE GCD (LAMBDA (M N) (COND
   ((NULL N) M)
   (T (GCD N (REMAINDER M N))) )))

Ïåðåõîäÿ ê àðèôìåòèêå öåëûõ ÷èñåë áåç îãðàíè÷åíèé
íà çíàêè, çàïàñåìñÿ ïðåäèêàòîì MINUSP, îòëè÷àþùèì îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà îò íåî-
òðèöàòåëüíûõ:

(DEFINE MINUSP (LAMBDA (P) (COND
 ((NULL P) NIL) (T (EQ (CAR P) �)) )))

è îäíîìåñòíîé ôóíêöèåé MINUS, ìåíÿþùåé çíàê ÷èñëà íà ïðîòèâîïîëîæíûé:

(DEFINE MINUS (LAMBDA (P) (COND
 ((NULL P) P)  ((EQ (CAR P) �) (CDR P))
 (T (CONS � P)) )))

Îïåðàöèÿ ZPLUS ñëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë îïèñûâàåòñÿ òàê:

(DEFINE ZPLUS (LAMBDA (P Q) (COND
 ((NULL P) Q) ((NULL Q) P)
 ((MINUSP P)
  (COND
   ((MINUSP Q) (MINUS (PLUS (CDR P) (CDR Q) )))
   (T (MINUS (DIFFERENCE (CDR P) Q))) ))
((MINUSP Q) (MINUS (DIFFERENCE (CDR Q) P)))
(T (PLUS P Q)) )))

Ïîñëå ýòîãî óæå ñîâñåì ïðîñòî îïèñàòü ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòè öåëûõ ÷èñåë:

(DEFINE ZDIFFERENCE (LAMBDA (P Q) (ZPLUS P (MINUS Q))))

Íà ýòîì ìû îáîðâåì ïîñòðîåíèå íàøåé ìîäåëè.
Êîíåö çàäàíèÿ.

Íå äîëæíî ïîêàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì, ÷òî âñå ýòè è ìíîãèå äðóãèå àðèôìåòè÷åñ-
êèå ôóíêöèè âñòðîåíû â «íàñòîÿùèé» Ëèñï, ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ
âñå âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ, íà÷èíàÿ ñ åñòåñòâåííîãî äëÿ íèõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ÷èñåë.

×èòàòåëþ íå ñîñòàâèò òðóäà âûïîëíèòü ñëåäóþùåå

Óïðàæíåíèå.
Íàïèñàòü íà Ëèñïå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé: GREATERP (> äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë),

PRIM (ñëåäóþùåå öåëîå), TILDE (ïðåäûäóùåå öåëîå), ZLESSP (< äëÿ öåëûõ) ,
ZGREATERP (> äëÿ öåëûõ), AND (ëîãè÷åñêîå «è»).

Çàäàíèå 7.
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî óïðàæíåíèå âûïîëíåíî, íàïèñàòü Ëèñï-ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé C(n0, m0) ïî ôîðìóëå
(1)   C(n, m) = C(n � 1, m - 1) + C(n � 1, m)
áåç âû÷èñëåíèÿ íåíóæíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé.

...ïðîâåðÿþùèé, ÷òî çíà÷åíèå
ïåðâîãî àðãóìåíòà ìåíüøå
çíà÷åíèÿ âòîðîãî...
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Óêàçàíèÿ.
Íóæíû çíà÷åíèÿ C(n, m) äëÿ âñåõ n îò 1 äî n0 è äëÿ m îò 0 äî min(m0, n ÷ 2) äëÿ

êàæäîãî n (çäåñü ÷ îáîçíà÷àåò çíàê îïåðàöèè äåëåíèÿ íàöåëî). Âû÷èñëÿåìûå çíà÷åíèÿ
C(n, m) ïîìåùàòü â ñïèñîê curr, à çíà÷åíèÿ C(n � 1, m) õðàíèòü â ñïèñêå prev. Â
ïîãðàíè÷íûõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà (1) íå äåéñòâóåò. Ïðè m = 0 ñëåäóåò ïðèáåãíóòü ê ôîðìóëå

(2)   C(n, 0) = 1.
Ïðè n = 2m çíà÷åíèå C(2m � 1, m) îòñóòñòâóåò â ñïèñêå prev, íî îíî ñîâïàäàåò ñ

C(2m � 1, m � 1), òàê ÷òî
(3)   C(2m, m) = 2 C(2m � 1, m � 1).
Óäîáíî ìåíÿòü çíà÷åíèå m â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n,

íàïðèìåð, óâåëè÷èâàòü ïðè íå÷åòíîì n è óìåíüøàòü ïðè ÷åòíîì. Òîãäà ïðè íå÷åòíîì n,
äîéäÿ äî çíà÷åíèÿ m = m0, çàïîëíåíèå ñïèñêà curr ñëåäóåò ïðåêðàòèòü è, ïåðåäàâ
íóæíóþ åãî ÷àñòü â prev, íà÷àòü ñîñòàâëÿòü íîâûé curr ñ ýëåìåíòà C(n + 1, m0), âû÷èñ-
ëÿåìîãî ïî ôîðìóëå (1) èëè, ïðè m0 = 0, ïî ôîðìóëå (2).

Òåêñò îò «;» äî êîíöà ñòðî÷êè ñëóæèò ïðèìå÷àíèåì, íå âëèÿþùèì íà ðàáîòó
ïðîãðàììû. Äëÿ áîëüøåé âûðàçèòåëüíîñòè â ïðèìå÷àíèÿõ, â îòëè÷èå îò òåêñòîâ íà
Ëèñïå, áóäåì ïðèìåíÿòü ñòðî÷íûé øðèôò è êóðñèâ.

Âûïîëíåíèå çàäàíèÿ 7.

(CSETQ INIT '((1)))       ; init � ñïèñîê, ñîäåðæàùèé îäíî ÷èñëî 1
(CSETQ TWO '(1 1))       ; two � ÷èñëî 2.
(DEFINE ODDC (N M PREV CURR)

           ; âû÷èñëåíèå C(n, m) äëÿ íå÷åòíîãî n îò m=0 äî m=min(m0, n div 2)
  (COND ((AND (EQUAL N N0) (EQUAL M M0))
   (CONS N0 (CONS MM (CONS (CAR CURR) ()))) )
             ; ðåçóëüòàò � ñïèñîê (n0 mm (CAR curr)), ãäå n0 è mm � çíà÷åíèÿ
                          ; àðãóìåíòîâ îáðàùåíèÿ, (CAR curr) � èñêîìîå ÷èñëî ñî÷åòàíèé
  ((EQUAL M M0)   ; äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ñðàâíåíèÿ m0 ñ íóëåì,

     ; èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû (2) èëè (1).
   (COND ((EQUAL M0 ()) (EVENC (PRIM N) () () INIT))
    (T (EVENC (PRIM N) M (CDR CURR)
     (CONS (PLUS (CAR CURR) (CADR CURR)) NIL) )) ))
  ((NULL (CDR PREV))  ; â prev îñòàëñÿ îäèí ýëåìåíò, ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (3)
   (EVENC (PRIM N) (PRIM M) CURR
     (CONS (TIMES TWO (CAR CURR)) NIL)))
  (T    ; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðèáåãàåì ê ôîðìóëå (1)
   (ODDC N (PRIM M) (CDR PREV)
     (CONS (PLUS (CAR PREV) (CADR PREV)) CURR)) ) ))

(DEFINE EVENC (N M PREV CURR)
             ; âû÷èñëåíèå C(n, m) äëÿ ÷åòíîãî n îò m=min(m0, n/2) äî m=0

  (COND ((AND (EQUAL N N0) (EQUAL M M0))
   (CONS N (CONS MM (CONS (CAR CURR) ()))) ) ; êàê â ODDC
  ((NULL PREV) ; íà÷èíàåì íîâûé ñïèñîê curr, èñïîëüçóåì ôîðìóëó (2)
   (ODDC (PRIM N) '() CURR INIT))
  ((NULL (CDR PREV))   ; òî æå, íî äëÿ çàâåðøåíèÿ ñïèñêà curr
   (EVENC N '() '() (CONS '(1) CURR)))
  (T (EVENC N (TILDE M) (CDR PREV)
   (CONS (PLUS (CAR PREV) (CADR PREV)) CURR)) ) ))

Ãîëîâíàÿ ôóíêöèÿ:

(DEFINE COMB (N M) (CSETQ MM M)         ; ñîõðàíèòü m â mm
  (COND ((GREATERP N (PLUS M M)) (CSETQ M0 M))
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   (T (CSETQ M0 (DIFFERENCE N M))))        ; çàäàíèå m0 £ n/2
  (EVENC '() '() NIL INIT) )               ; íà÷àëî âû÷èñëåíèé ñ C(0,0)

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû:

COMB(5,0) →→→→→ ((1 1 1 1 1) NIL (1))         (ò. å. (5 0 1))
COMB(5,1) →→→→→ ((1 1 1 1 1) (1) (1 1 1 1 1))      ( (5 1 5) è ò. ä.)

COMB(5,2) →→→→→ ((1 1 1 1 1) (1 1) (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1))
COMB(5,3) →→→→→ ((1 1 1 1 1) (1 1 1) (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1))
   . . .
COMB(6,3) →→→→→ ((1 1 1 1 1 1) (1 1 1)
    (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1))
                                                 ( (6 3 20) )
   . . .
COMB(6,6) →→→→→ ((1 1 1 1 1 1) (1 1 1 1 1 1) (1))   ( (6 6 1) )

Êîíåö çàäàíèÿ.

Çàäàíèå 8.
Ñîñòàâèòü Ëèñï-ïðîãðàììó, ïîëíîñòüþ ìîäåëèðóþùóþ ðàáîòó ìàøèíû Òüþðèíãà

(ñì. ðàçä. 1 «Âû÷èñëåíèÿ»).

Âûïîëíåíèå çàäàíèÿ 8.
×òîáû çàôèêñèðîâàòü êîíêðåòíûé âàðèàíò ìàøè-

íû Òüþðèíãà, â ïðîãðàììó ñëåäóåò âêëþ÷èòü îïðåäåëå-
íèÿ äâóõ êîíñòàíò ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

(CSETQ ALPHABET ′′′′′(atom sequence))

ãäå àòîìû � ýòî êîäû áóêâ àëôàâèòà ìàøèíû â íàøåé
ïðîãðàììå, è

(CSETQ STATESLIST ′′′′′(atom sequence))

ãäå òåì æå ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå ñî-
ñòîÿíèÿ ìàøèíû.

Äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà ñ òàêèì àëôàâèòîì è ñïèñêîì ñîñòîÿíèé ìîæíî ïèñàòü
ðàçíûå ïðîãðàììû. ×òîáû îñòàíîâèòüñÿ íà îäíîé èç íèõ, â Ëèñï-ïðîãðàììå ñëåäóåò
îïðåäåëèòü åùå îäíó êîíñòàíòó, äëÿ êîòîðîé ïðèìåì ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

  (CSETQ PROGRAM ′′′′′(instlist sequence))
ãäå âñå êîìàíäû (èíñòðóêöèè), äîïóñòèìûå â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè STATE, ñîáðàíû â
ñïèñîê instlist âèäà   (STATE instrest sequence), â êîòîðîì instrest (îñòàòîê êîìàíäû) �
ýòî ñïèñîê âèäà (LETTER NEWSTATE NEWLETTER SHIFT).

Çäåñü STATE è LETTER � ýòî òåêóùèå ñîñòîÿíèå è áóêâà ïîä ãîëîâêîé, êîòîðûå
ñëóæàò äëÿ âûáîðà èñïîëíÿåìîé êîìàíäû, NEWSTATE è NEWLETTER � íîâîå ñîñòî-
ÿíèå è çàïèñûâàåìàÿ áóêâà, à SHIFT � ïðèçíàê ñäâèãà ãîëîâêè.

Ïðîãðàììà äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà òðåáóåò çàäàíèÿ èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ è èñõîä-
íîãî ñëîâà � ñïèñêà áóêâ (ýëåìåíòîâ ñïèñêà ALPHABET) â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì îíè
çàïèñàíû íà ëåíòå. Óñëîâèìñÿ, ÷òî èñõîäíîå ñîñòîÿíèå ñòîèò ïåðâûì â ñïèñêå
STATESLIST. Çàïóñê ìàøèíû îðãàíèçóåò ôóíêöèÿ TURING:

  (DEFINE TURING (LAMBDA (INPUTWORD)
   (FINDSTATE (CAR STATESLIST) NIL (CAR INPUTWORD)
              (CDR INPUTWORD) PROGRAM) ))

Ôóíêöèè FINDSTATE è FINDINSTRUCTION ïîäãîòàâëèâàþò î÷åðåäíîé øàã.
Àðãóìåíòû ôóíêöèè FINDSTATE: òåêóùåå ñîñòîÿíèå STATE, ïåðåâåðíóòûé (÷òîáû
âñå èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäèëè â íà÷àëå, à íå â êîíöå ñïèñêà) ñïèñîê LEFTPART ñîäåð-

...êîíêðåòíûé âàðèàíò
ìàøèíû Òüþðèíãà...
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æèìîãî ëåíòû ñëåâà îò ãîëîâêè, áóêâà LETTER ïîä ãîëîâêîé, ñïèñîê RIGHTPART
áóêâ ëåíòû ñïðàâà îò ãîëîâêè è åùå íå ïðîñìîòðåííàÿ ÷àñòü PROGRAMREST ïðî-
ãðàììû. Ôóíêöèÿ ðàçûñêèâàåò â ýòîé ÷àñòè ñïèñîê èíñòðóêöèé äëÿ òåêóùåãî ñîñòîÿ-
íèÿ STATE. Â ñëó÷àå íåóñïåõà ýòîãî ïîèñêà ðàáîòà ìàøèíû çàâåðøàåòñÿ, à ôóíêöèÿ
RESULT êîìïîíóåò èç ÷àñòåé ëåíòû ðåçóëüòèðóþùåå ñëîâî.

(DEFINE FINDSTATE (LAMBDA
 (STATE LEFTPART LETTER RIGHTPART PROGRAMREST)
  (COND
   ((NULL PROGRAMREST) (RESULT LEFTPART LETTER RIGHTPART) )
   ((EQ STATE (CAAR PROGRAMREST))
    (FINDINSTRUCTION
     STATE LEFTPART LETTER RIGHTPART (CDAR PROGRAMREST) ))
   (T (FINDSTATE
     STATE LEFTPART LETTER RIGHTPART (CDR PROGRAMREST) )) )))

Ôóíêöèÿ FINDINSTRUCTION èùåò â ñïèñêå êîìàíä INSTRUCTIONSLIST äëÿ
ñîñòîÿíèÿ STATE êîìàíäó, ñîîòâåòñòâóþùóþ áóêâå LETTER. Åñëè êîìàíäà íàøëàñü,
òî ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ôóíêöèè STEP äëÿ èñïîëíåíèÿ î÷åðåäíîãî øàãà ðàáîòû
ìàøèíû. Ïðè íåóäà÷å âûçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ RESULT � ðàáîòà ïðîãðàììû çàâåðøåíà.

  (DEFINE FINDINSTRUCTION
   (LAMBDA (STATE LEFTPART LETTER RIGHTPART INSTRUCTIONSLIST)
   (COND
    ((NULL INSTRUCTIONSLIST) (RESULT LEFTPART LETTER RIGHTPART))
    ((EQ LETTER (CAAR INSTRUCTIONSLIST))
     (STEP (CADAR INSTRUCTIONSLIST) LEFTPART
      (CADDAR INSTRUCTIONSLIST) RIGHTPART
      (CADDDAR INSTRUCTIONSLIST) ))
    (T (FINDINSTRUCTION STATE LEFTPART LETTER RIGHTPART
 (CDR INSTRUCTIONSLIST) )) )))

Ôóíêöèÿ STEP çàïèñûâàåò ïîä ãîëîâêîé íîâóþ áóêâó
NEWLETTER, ñäâèãàåò, åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà SHIFT ýòîãî
òðåáóåò, ãîëîâêó âïðàâî èëè âëåâî (STILL � ñòîÿòü íà ìåñòå,
RIGHT � ñäâèã âïðàâî, LEFT � âëåâî) è ïåðåâîäèò ìàøèíó â
ñîñòîÿíèå NEWSTATE. Ïðè ýòîì, åñëè ÷àñòü ëåíòû â íàïðàâëå-
íèè ñäâèãà ïðåäñòàâëåíà ïóñòûì ñïèñêîì, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñêàçàííûì â ðàçäåëå 1 î ìîäåëèðîâàíèè áåñêîíå÷íîé ëåíòû, ïîä
ãîëîâêîé ðàçìåùàåòñÿ ïóñòàÿ êëåòêà, êàê áû âûäåëåííàÿ èç ýòîãî
ñïèñêà, îñòàþùåãîñÿ ïóñòûì. Óñëîâèìñÿ, ÷òî â ñïèñêå ALPHABET
áóêâà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïóñòîé êëåòêå, ñòîèò ïåðâîé.

  (DEFINE STEP
   (LAMBDA (NEWSTATE LEFTPART NEWLETTER RIGHTPART SHIFT)
    (COND
     ((EQ SHIFT ′′′′′STILL)
      (FINDSTATE NEWSTATE LEFTPART NEWLETTER RIGHTPART PROGRAM) )
     ((EQ SHIFT ′′′′′RIGHT)
      (FINDSTATE NEWSTATE (CONS NEWLETTER LEFTPART)
       (COND ((NULL RIGHTPART) (CAR ALPHABET))
        (T (CAR RIGHTPART)) )
       (COND ((NULL RIGHTPART) NIL) (T (CDR RIGHTPART)))
       PROGRAM) )
     ((EQ SHIFT ′′′′′LEFT)
      (FINDSTATE NEWSTATE
       (COND ((NULL LEFTPART) NIL) (T (CDR LEFTPART)))
       (COND ((NULL LEFTPART) (CAR ALPHABET)) (T (CAR LEFTPART)))
       (CONS NEWLETTER RIGHTPART) PROGRAM) ))))

...ðàáîòà ïðîãðàììû
çàâåðøåíà.



939393ÇÀÎ×ÍÀß ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ôóíêöèÿ RESULT ñîâñåì ïðîñòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè:

  (DEFINE RESULT (LAMBDA (LEFTPART LETTER RIGHTPART)
   (REVERSE LEFTPART (CONS LETTER RIGHTPART)) ))

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ñëåãêà óïðîùåííóþ ïðîãðàììó ñëîæåíèÿ äâóõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë èç [5] (§ 5.2, ïðèìåð 4). Â äàííîì âàðèàíòå ÷èñëî  m ≥ 0 ïðåäñòàâëåíî
ó÷àñòêîì ëåíòû, íà êîòîðîì çàïèñàíî ñëîâî èç m áóêâ ONE. Èòàê:

  (CSETQ ALPHABET ′′′′′(ZERO ONE AST))
ãäå áóêâà ZERO ïðåäñòàâëÿåò ïóñòóþ êëåòêó,  AST � ðàçäåëèòåëü ñëàãàåìûõ

  (CSETQ STATESLIST ′′′′′(Q0 Q1 Q2)).
Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè Q0 ðàçûñêèâàåòñÿ è çàìåíÿåòñÿ íà ONE ðàçäåëèòåëü AST,

â ñîñòîÿíèè Q1 ðàçûñêèâàåòñÿ ïðàâûé êîíåö ëåíòû, â ñîñòîÿíèè Q2 ëèøíÿÿ åäèíèöà,
âîçíèêøàÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû AST, ñòèðàåòñÿ è ðàáîòà ïðîãðàììû çàâåðøàåòñÿ.

  (CSETQ PROGRAM
   ′′′′′((Q0 (ONE Q0 ONE RIGHT) (AST Q1 ONE STILL))
     (Q1 (ONE Q1 ONE RIGHT) (ZERO Q2 ZERO LEFT))
     (Q2 (ONE Q2 ZERO STILL)) ) )

Ðåçóëüòàòû íåñêîëüêèõ îáðàùåíèé ê ïðîãðàììå TURING:

  (TURING ′′′′′(ONE ONE ONE ONE AST)) →→→→→ (ONE ONE ONE ONE ZERO ZERO)

Îäíà èç äâóõ ïóñòûõ êëåòîê çà êîíöîì ñëîâà-ðåçóëüòàòà ïîÿâèëàñü ïðè ñäâèãå çà
ïðàâûé êîíåö òåêóùåãî ñëîâà â ñîñòîÿíèè Q1, âòîðàÿ � ïðè çàìåíå ONE íà ZERO â
ñîñòîÿíèè Q2.

  (TURING ′′′′′(ONE ONE ONE AST ONE)) →→→→→ (ONE ONE ONE ONE ZERO ZERO)
  (TURING ′′′′′(AST ONE ONE ONE ONE)) →→→→→ (ONE ONE ONE ONE ZERO ZERO)
  (TURING ′′′′′(AST)) →→→→→ (ZERO ZERO)

Êîíåö çàäàíèÿ.

Óñïåøíîå âûïîëíåíèå çàäàíèÿ ïî-
êàçàëî, ÷òî ÿçûê Ëèñï ñ òåìè âîçìîæíî-
ñòÿìè, êîòîðûå áûëè îïèñàíû â ðàçä. 3
è èñïîëüçîâàíû â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, ÿâ-
ëÿåòñÿ íå ìåíåå ìîùíîé àáñòðàêòíîé ìà-
øèíîé, ÷åì äðóãèå. Òåçèñ ×åð÷à íå ïî-
çâîëÿåò îæèäàòü áîëüøåé ìîùíîñòè, íî,
÷òîáû îêîí÷àòåëüíî â ýòîì óáåäèòüñÿ, ñëåäîâàëî áû ïðîìîäåëèðîâàòü ÿçûê Ëèñï, íàïðè-
ìåð, íà ìàøèíå Òüþðèíãà. Íî ýòî � óïðàæíåíèå äëÿ îñîáûõ ëþáèòåëåé.
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