
42 © ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 2, 2002 ã.

Ëàâðîâ Ñ.Ñ.

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

Ëàâðîâ  Ñâÿòîñëàâ Ñåðãååâè÷

1. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß

Â ýòîì ðàçäåëå êðàòêî èçëàãàåòñÿ
òåîðèÿ ïðîöåññîâ âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå,
îòïðàâëÿÿñü îò íåêîòîðûõ èñõîäíûõ äàí-
íûõ, çàâåðøàþòñÿ â áëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå
ïîëó÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòà-
òà. Äîëæåí áûòü òî÷íî îïðåäåëåí ñïîñîá
îñóùåñòâëåíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ � áåç ýòî-
ãî íèêàêóþ òåîðèþ ïîñòðîèòü íåâîçìîæ-
íî. Ñ ýòîé öåëüþ îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ
àáñòðàêòíàÿ ìàøèíà, ðàáîòàþùàÿ ñ äàí-
íûìè è ïðåîáðàçóþùàÿ èõ ïî îïðåäåëåí-
íûì ïðàâèëàì. Âèä äàííûõ è ïðàâèëà èõ
ïðåîáðàçîâàíèÿ � ýòî âñå, ÷òî íàäî çíàòü
î ìàøèíå.

Äàííûå ìîãóò áûòü ÷ðåçâû÷àéíî,
äàæå íåîãðàíè÷åííî, ðàçíîîáðàçíû ïî
ñîäåðæàíèþ. Íî èõ ôîðìà äîëæíà áûòü
îïðåäåëåíà êîðîòêî è ïîíÿòíî. Ýòî íóæ-
íî íå ñòîëüêî ìàøèíå, ñêîëüêî ÷åëîâåêó,
êîòîðûé èçáèðàåò íåêèé âèä äàííûõ (íà-

ïðèìåð, ïèñüìåííóþ ðå÷ü, ãðàôè÷åñêèå
ñõåìû, ïðîãðàììû íà àëãîðèòìè÷åñêèõ
ÿçûêàõ è ò. ï.), ÷òîáû çàôèêñèðîâàòü ñâîè
ìûñëè è çíàíèÿ î ìèðå, ñîáûòèÿõ, ôàê-
òàõ. Â ýòîì æå âèäå îí ïåðåäàåò èõ äðó-
ãèì ëþäÿì, âëàäåþùèì òåì æå èëè ñõîä-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì î ñâÿçè ïîäîáíûõ äàí-
íûõ ñ âîçìîæíûìè ìûñëÿìè è çíàíèÿìè.

Ïðèìåðíî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêà-
çàòü è î ïðàâèëàõ ðàáîòû ìàøèíû. Ïðè
âñåì ðàçíîîáðàçèè (æåëàòåëüíî � ïðåäåëü-
íîì) ïðîöåññîâ, êîòîðûå ìàøèíà äîëæíà
áûòü ñïîñîáíà èñïîëíèòü, ñîâîêóïíîñòü
ïðàâèë äîëæíà áûòü îáîçðèìîé. Èíà÷å
áûëî áû íåâîçìîæíî íè ïðåäïèñàòü ìà-
øèíå êàêîé-ëèáî îáðàç
äåéñòâèé, íè óáåäèòüñÿ
ñàìîìó, ÷òî ýòè äåé-
ñòâèÿ ñïîñîáíû ïðèâå-
ñòè ê æåëàåìîé öåëè.
Äëÿ ýòîãî ïðîöåññ âû-
÷èñëåíèÿ îáû÷íî ðàñ-
÷ëåíÿåòñÿ íà øàãè. Íà
êàæäîì øàãå ìàøèíà
èñïîëíÿåò îäíî ýëåìåí-
òàðíîå äåéñòâèå, ðóêî-
âîäñòâóÿñü îäíèì âûá-
ðàííûì ïðàâèëîì. Ïðè
ýòîì èñïîëüçóþòñÿ òå-
êóùèå äàííûå � òå, êî-
òîðûìè ìàøèíà ðàñïî-
ëàãàåò ê íà÷àëó øàãà,
âîçìîæíî äàæå, ëèøü
èõ íåáîëüøàÿ ÷àñòü. Òå-

Âèä äàííûõ è ïðàâèëà èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ �
ýòî âñå, ÷òî íàäî çíàòü î ìàøèíå.

Íà êàæäîì øàãå ìàøèíà èñïîëíÿåò îäíî
ýëåìåíòàðíîå äåéñòâèå
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êóùèìè äàííûìè äëÿ ñàìîãî ïåðâîãî øàãà
ñëóæàò èñõîäíûå äàííûå ïðîöåññà.

Êàæäûé øàã èñïîëíÿåòñÿ ïî òàêîé
ñõåìå: âûáèðàåòñÿ èëè îêîí÷àòåëüíî óòî÷-
íÿåòñÿ ïðàâèëî äëÿ äàííîãî øàãà, èçìåíÿ-
þòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðàâèëîì òå-
êóùèå äàííûå èëè èõ âûäåëåííàÿ ÷àñòü,
ïðîâåðÿåòñÿ � íå çàêîí÷åí ëè ïðîöåññ,
åñëè åùå íåò, òî ïîäãîòàâëèâàåòñÿ ñëåäó-
þùèé øàã. Åñëè ïðîöåññ çàêîí÷èëñÿ, òî
ïîëó÷åííûå òåêóùèå äàííûå ñòàíîâÿòñÿ
ðåçóëüòàòîì åãî èñïîëíåíèÿ.

Íåò íèêàêîé ãàðàíòèè, ÷òî íà êàêîì-
ëèáî øàãå ïðîâåðêà íà îêîí÷àíèå ïðîöåñ-
ñà äàñò ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò (ýòî è áûë
áû óïîìÿíóòûé â ñàìîì íà÷àëå áëàãîïðèÿò-
íûé ñëó÷àé). Â íåáëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå ïðî-
öåññ íå ñìîæåò çàâåðøèòüñÿ íèêîãäà. Íî
ìàøèíà íè÷åãî «çíàòü» îá ýòîì íå ìîæåò �
åñëè áû ìîãëà, òî ýòî äàëî áû åé ïîâîä
ïðåêðàòèòü èñïîëíåíèå ïðîöåññà. Äàæå åñëè
çà ðàáîòîé ìàøèíû íàáëþäàåò ÷åëîâåê (êî-
òîðûé, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì, íå
èìååò ïðàâà âìåøèâàòüñÿ â ðàáîòó ìàøè-
íû, íî ìîæåò çà íåé ñëåäèòü), ïðåäñêàçàòü
äàëüíåéøèé õîä ïðîöåññà åìó â îáùåì ñëó-
÷àå òðóäíî, à òî è íåâîçìîæíî.

Ïðàâèëà ðàáîòû àáñòðàêòíîé ìàøè-
íû äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé çàäà÷è � ïîëó-
÷åíèÿ ðåçóëüòàòà, ñâÿçàííîãî îïðåäåëåííûì
îáðàçîì ñ èñõîäíûìè äàííûìè, íàçûâàþò-
ñÿ àëãîðèòìîì åå ðåøåíèÿ, à äîñòàòî÷íî
ïîëíîå îïèñàíèå ýòîé ñâÿçè � ñïåöèôèêà-
öèåé çàäà÷è. Íà ñïåöèôèêàöèþ ìîæíî ñìîò-
ðåòü êàê íà óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ðå-

çóëüòàò ñ èñõîäíûìè äàííûìè. Íî â î÷åíü
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñïåöèôèêàöèÿ � ýòî ïðî-
ñòî âàðèàíò àëãîðèòìà, íàïèñàííûé íà
íåñêîëüêî èíîì ÿçûêå. Ñòîèò çàäóìàòüñÿ:
êàê, íàïðèìåð, ïîñòàâèòü çàäà÷ó î âû÷èñ-
ëåíèè ôàêòîðèàëà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Îäíîé èç ïðîñòåéøèõ àáñòðàêòíûõ
ìàøèí ìîæíî ñ÷èòàòü àëãåáðó âûñêàçûâà-
íèé. Â íåé íàä ëîãè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè,
îáîçíà÷àåìûìè «èñòèíà» (÷àùå True èëè
T) è «ëîæü» (False èëè F), ìîæíî âûïîë-
íÿòü õîðîøî èçâåñòíûå îïåðàöèè ñ ëîãè-
÷åñêèìè àðãóìåíòàìè è ðåçóëüòàòîì: îò-
ðèöàíèå (çíàê îïåðàöèè not èëè ¬), èìï-
ëèêàöèþ (imp èëè ⇒), êîíúþíêöèþ (and èëè
∧), äèçúþíêöèþ (or èëè ∨) è ýêâèâàëåíò-
íîñòü (equ èëè ⇔).

Çàäàíèå 1. Îñíîâíûå è ïðîèçâîäíûå
ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè.

Èçâåñòíî, ÷òî äâå ïåðâûå èç íàçâàí-
íûõ îïåðàöèé ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâíûìè
(êñòàòè, îíè è óïîòðåáëÿþòñÿ ÷àùå), à îñ-
òàëüíûå ðàññìàòðèâàòü êàê ñîêðàùåíèÿ
äëÿ íåêîòîðûõ èõ êîìáèíàöèé. Âûïèøè-
òå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà.

Âûïîëíåíèå çàäàíèÿ 1.
Ïóñòü çíàê ≅ îçíà÷àåò «ðàâíî ïî îï-

ðåäåëåíèþ». Òîãäà:
x ∨ y ≅ ¬ x ⇒ y,
x ∧ y ≅ ¬ (x ⇒ ¬ y),
x ⇔ y ≅ (x ⇒ y) ∧ (y ⇒ x)

èëè, èçáàâëÿÿñü îò ïðîìåæóòî÷íîé îïåðà-
öèè ∧,

x ⇔ y ≅ ¬ ((x ⇒ y) ⇒ ¬ (y ⇒ x)).
Êîíåö çàäàíèÿ.

 Â íåáëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå ïðîöåññ íå
ñìîæåò çàâåðøèòüñÿ íèêîãäà.

Îäíîé èç ïðîñòåéøèõ àáñòðàêòíûõ ìàøèí
ìîæíî ñ÷èòàòü àëãåáðó âûñêàçûâàíèé.
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Â êà÷åñòâå áîëåå ñëîæíîãî ïðèìå-
ðà àáñòðàêòíîé ìàøèíû ðàññìîòðèì òðàê-
òîâêó ïðîñòåéøèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóí-
êöèé ñ ÷èñëîâûìè àðãóìåíòàìè è ðåçóëü-
òàòîì â  òåîðåòè÷åñêîé àðèôìåòèêå (íà
ñàìîì äåëå � â ïîäñòóïàõ ê íåé).

Àðèôìåòèêà íà÷èíà-
åòñÿ ñ óìåíèÿ ñ÷èòàòü �
äâèãàòüñÿ âäîëü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè: íóëü, îäèí,
äâà, òðè, ..., íàçûâàåìîé íà-
òóðàëüíûì ðÿäîì ÷èñåë.
Êàê, � ñêàæóò íåêîòîðûå èç
÷èòàòåëåé â èçóìëåíèè, �
âñåì èçâåñòíî, ÷òî íàòó-
ðàëüíûé ðÿä íà÷èíàåòñÿ ñ
åäèíèöû, à íå ñ íóëÿ! Äà,
äåòåé â øêîëàõ, êàê, ïî-âè-
äèìîìó, è èõ ïåäàãîãîâ â
âóçàõ, ó÷àò èìåííî òàê, çà-
áûâàÿ ïðè ýòîì ñêàçàòü,
÷òî åñòü è äðóãîå âîçìîæ-
íîå îïðåäåëåíèå, íè÷åì íå
óñòóïàþùåå ïåðâîìó, à êîå â ÷åì áîëåå
óäîáíîå. Åñëè äàæå èçãíàòü 0 èç íà÷àëà
íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ÷åðåç äåñÿòü øàãîâ îí
ïîÿâèòñÿ âíîâü â êà÷åñòâå ïîëíîïðàâíîé,
«çíà÷àùåé», òî åñòü èçîáðàæàþùåé ÷èñ-
ëî, äåñÿòè÷íîé öèôðû èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè 0, 1, ..., 9. Òàê íå ëó÷øå ëè îñòàâèòü
çà íèì âñå ïðàâà ñ ñàìîãî íà÷àëà? Âñå
îïðåäåëåíèÿ â ìàòåìàòèêå è äðóãèõ åñòå-
ñòâåííûõ íàóêàõ íå âïîëíå åñòåñòâåííû �
îíè ïðèäóìàíû ëþäüìè, à íå âçÿòû èç ïðè-
ðîäû.

Îäèí øàã ïðîöåññà ñ÷¸òà � ýòî ïå-
ðåõîä îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ê ñëåäóþ-
ùåìó çà íèì ÷èñëó Prim(n), îáû÷íî îáî-
çíà÷àåìîìó n′.

Âîïðîñ. Ïî÷åìó n′, à íå n + 1?
Îòâåò áóäåò äàí, ïîäîæäèòå íåìíîãî.
Ñ÷åò � ýòî äîñòàòî÷íî îïðåäåëåííûé

ïðîöåññ. Åñëè ìû ñ âàìè ïåðåñ÷èòàëè áà-
ðàíîâ â ñòàäå (è íå îøèáëèñü ïðè ýòîì!),
òî ïîëó÷èëè îäíî è òî æå ÷èñëî � âàø
ðåçóëüòàò ðàâåí ìîåìó. Ðàâåíñòâî ÷èñåë �
ýòî íå àðèôìåòè÷åñêàÿ è íå ëîãè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, à òàê íàçûâàåìîå îòíîøåíèå èëè
àðèôìåòè÷åñêèé ïðåäèêàò � îïåðàöèÿ ñ

äâóìÿ ÷èñëîâûìè àðãóìåíòàìè è ëîãè÷åñ-
êèì ðåçóëüòàòîì. Ñâîéñòâà ðàâåíñòâà îï-
ðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ àêñèîìàìè:

E1. õ = õ (ðåôëåêñèâíîñòü ðàâåíñòâà).
Å2. (x = y) ⇒ (A(x, x) ⇒ A(x, y)) (åãî

÷àñòè÷íàÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòü).
Àêñèîìà Å2 îçíà÷à-

åò, ÷òî â îäíîé èç äâóõ
ãðóïï âõîæäåíèé ïåðå-
ìåííîé x â ôîðìóëó A  åå
ìîæíî çàìåíèòü ðàâíîé
åé ïî çíà÷åíèþ ïåðåìåí-
íîé ó. Èç ýòèõ àêñèîì
âûòåêàþò äðóãèå ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ðà-
âåíñòâà: åãî ñèììåòðè÷-
íîñòü x = y ⇒ y = x è
òðàíçèòèâíîñòü x = y ⇒
(y = z ⇒ x = z). Âî âñåõ
ñëåäóþùèõ àêñèîìàõ ðà-
âåíñòâî ó÷àñòâóåò ñîâìå-
ñòíî ñ äðóãèìè îïåðàöè-
ÿìè. Ýòî ïîçâîëÿåò (à â

àêñèîìå S1 � çàïðåùàåò), ïîäñòàâëÿÿ, âìå-
ñòî x è y, ðàçëè÷íûå òåðìû (âûðàæåíèÿ ñ
÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè), ñòðîèòü íîâûå ðà-
âåíñòâà (çäåñü â ñìûñëå: ôîðìóëû, óòâåð-
æäàþùèå ðàâåíñòâî äâóõ çíà÷åíèé). Íå-
êîòîðûå àêñèîìû áóäóò äàíû â äâóõ âàðè-
àíòàõ � ïîä îáà îïðåäåëåíèÿ íàòóðàëüíî-
ãî ðÿäà.

S1. ¬ (0 = x′ ), S1a. ¬ (1 = x′ )
(ñ÷åò íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ èëè åäèíèöû � íè
îäíî ÷èñëî íå ïðåäøåñòâóåò âûáðàííîìó
íà÷àëó ðÿäà),

S2. x = y ⇒ x′ = y′
(åñëè ìû ñ âàìè íå ñáèëèñü â ñ÷åòå, äîé-
äÿ, ñîîòâåòñòâåííî, äî x è y, òî è ñëåäóþ-
ùèé øàã äîëæåí áûòü óñïåøíûì),

S3. x′ = y′ ⇒ x = y
(è íàîáîðîò, øàã ìîæåò áûòü óñïåøåí, åñëè
ñáîÿ íå áûëî ïåðåä ýòèì).

Äâå ôóíäàìåíòàëüíûå àðèôìåòè÷åñ-
êèå îïåðàöèè: ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, îï-
ðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ àêñèîì:

A1. x + 0 = x, A1a. x + 1 = x′
(âîò è îòâåò íà âîçíèêøèé âîïðîñ: íå x′
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñëîæåíèå ÷èñëà ñ åäè-
íèöåé, à íàîáîðîò),

A2. x + y′ = (x + y)′

Â êà÷åñòâå áîëåå ñëîæíîãî
ïðèìåðà òàêîé ìàøèíû
ðàññìîòðèì òðàêòîâêó
ïðîñòåéøèõ àðèôìåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé...
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(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëîæèòü x ñ y ìû óæå
óìååì, òîãäà ïðèáàâèòü ê x ÷èñëî, ñëåäóþ-
ùåå çà y, � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî âçÿòü
÷èñëî, ñëåäóþùåå çà x + y),

M1. x * 0 = 0, M1a. x * 1 = x,
M2. x * y′ = (x * y) + x

(òîò æå ïðèåì, ñ îïîðîé íà óæå îïðåäå-
ëåííóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ).

Ýòè àêñèîìû äîïîëíÿåò ïðèíöèï
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè: åñëè íåêîòî-
ðîå ñâîéñòâî A(x) (èìååòñÿ â âèäó íåêîòî-
ðàÿ ôîðìóëà ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x,
âìåñòî êîòîðîé ìîæíî ïîäñòàâëÿòü ëþáûå
òåðìû, íàïðèìåð, 0 èëè x′ ) âåðíî äëÿ ÷èñëà
0 (áàçà èíäóêöèè), à èç òîãî, ÷òî îíî âåð-
íî äëÿ ÷èñëà x, ñëåäóåò, ÷òî îíî âåðíî äëÿ
x′  (èíäóêöèîííûé øàã), òî îíî âåðíî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x. Ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñõåìà àêñèîì:

I1. A(0) ⇒ (∀x(A(x) ⇒ A(x′ )) ⇒ ∀xA(x))
Ïîñëåäíèì ïðèìåðîì íàì ïîñëóæèò

àáñòðàêòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà. Äàííûå, ñ
êîòîðûìè îíà ðàáîòàåò, ïðåäñòàâëåíû íà
áåñêîíå÷íîé ëåíòå, ðàçáèòîé íà ÿ÷åéêè.
Â êàæäîé ÿ÷åéêå ìîæåò áûòü çàïèñàíà áóê-
âà èç çàðàíåå ôèêñèðîâàííîãî àëôàâèòà
ýòîé ìàøèíû. Íàä îäíîé èç ÿ÷ååê íàõî-
äèòñÿ ãîëîâêà ìàøèíû. Çàäàí òàêæå êî-
íå÷íûé íàáîð âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ìà-
øèíû. Ýòè ñîñòîÿíèÿ íèêàê íå ñâÿçûâà-
þòñÿ ñ ñîäåðæèìûì ëåíòû.

Ñîäåðæèìîå ëåíòû (çàïèñàííîå íà
íåé ñëîâî), ñîñòîÿíèå ìàøèíû è ïîëîæå-
íèå ãîëîâêè âìåñòå ñîñòàâëÿþò òî, ÷òî
áûëî íàçâàíî òåêóùèìè äàííûìè.

Ïðàâèëà ðàáîòû ìàøèíû îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïðîãðàììîé, ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íî-
ãî íàáîðà êîìàíä. Âûáîð êîìàíäû äëÿ
èñïîëíåíèÿ çàâèñèò îò òåêóùåãî ñîñòîÿ-
íèÿ ìàøèíû è îò áóêâû, çàïèñàííîé â
ÿ÷åéêå, íàä êîòîðîé íàõîäèòñÿ ãîëîâêà

(ÿ÷åéêà ìîæåò îêàçàòüñÿ è ïóñòîé � ïðî-
áåë íà ëåíòå ñ÷èòàåòñÿ îäíîé èç áóêâ àë-
ôàâèòà). Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû â ïðî-
ãðàììå äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ íå áîëåå îä-
íîé êîìàíäû. Åñëè êîìàíäû íå îêàçà-
ëîñü, òî ðàáîòà ìàøèíû íà ýòîì çàâåð-
øàåòñÿ. Åñëè êîìàíäà íàøëàñü, òî â íåé
äîëæíû áûòü óêàçàíû: áóêâà, çàïèñûâàå-
ìàÿ â ÿ÷åéêó ïîä ãîëîâêîé (ñîäåðæèìîå
îñòàëüíûõ ÿ÷ååê íå ìåíÿåòñÿ), ïåðåìåùå-
íèå ãîëîâêè (îñòàâàòüñÿ íàä òîé æå ÿ÷åé-
êîé èëè ñäâèíóòüñÿ íà îäíó ÿ÷åéêó âïðà-
âî èëè âëåâî), ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïå-
ðåõîäèò ìàøèíà.

Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ìàøèíà íà-
õîäèòñÿ â âûäåëåííîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿ-
íèè, ãîëîâêà ðàñïîëîæåíà íàä ñàìîé ëå-
âîé èç íåïóñòûõ ÿ÷ååê ëåíòû, íà ëåíòå,
íà÷èíàÿ ñ ýòîé ÿ÷åéêè, çàïèñàíî èñõîäíîå
ñëîâî, îñòàëüíûå ÿ÷åéêè ïóñòû. Ñëîâî, çà-
ïèñàííîå íà ëåíòå â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ
ðàáîòû ìàøèíû (âñå ÿ÷åéêè ñëåâà è ñïðà-
âà îò íåãî äîëæíû áûòü ïóñòû), ñ÷èòàåòñÿ
ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ìàøèíû ïî äàííîé
ïðîãðàììå íàä äàííûì èñõîäíûì ñëîâîì.

Ýòî íåôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå íå
ëèøåíî íåäîñòàòêîâ, êîòîðûå äîâîëüíî
ëåãêî óñòðàíèòü. Íàïðèìåð, ïîíÿòèå áåñ-
êîíå÷íîé ëåíòû íåêîíñòðóêòèâíî. Õóæå
òîãî, íà òàêîé ëåíòå íåâîçìîæíî íàéòè
íè îäèí èç êîíöîâ ñëîâà-ðåçóëüòàòà � çà
ëþáîé ãðóïïîé ïóñòûõ ÿ÷ååê ìîãóò ñíîâà
íà÷àòüñÿ íåïóñòûå, òîãäà îíè âìåñòå ñ óïî-
ìÿíóòûìè ïóñòûìè ïðèíàäëåæàò ýòîìó ñëî-
âó. Îò ýòîãî ïîíÿòèÿ ìîæíî èçáàâèòüñÿ,
ñ÷èòàÿ, ÷òî ïî îáîèì êîíöàì èñõîäíîãî
ñëîâà íà êîíå÷íîé ëåíòå íàõîäÿòñÿ (íå
âõîäÿùèå â îñíîâíîé àëôàâèò) ñèìâîëû
êîíöà ñëîâà. Åñëè ïðè ñäâèãå ãîëîâêè îíà

Ïîñëåäíèì ïðèìåðîì íàì ïîñëóæèò
àáñòðàêòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà.

...ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîé ëåíòû íåêîíñòðóêòèâíî.

.
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ïîïàäàåò íà òàêîé ñèìâîë, òî ëåíòà ïî-
ïîëíÿåòñÿ ïóñòîé ÿ÷åéêîé ìåæäó ýòèì ñèì-
âîëîì è òîé ÷àñòüþ ëåíòû, íà êîòîðîé çà-
ïèñàíî òåêóùåå ñëîâî. Íàä ýòîé ïóñòîé
ÿ÷åéêîé è óñòàíàâëèâàåòñÿ ãîëîâêà. Â êàæ-
äûé ìîìåíò ðàáîòû ìàøèíû ëåíòà êîíå÷-
íà, ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü âîçìîæíîñòü íåî-
ãðàíè÷åííî íàðàùèâàòü åå äëèíó (ïîòåí-
öèàëüíàÿ áåñêîíå÷íîñòü ëåíòû).

Óñòðîéñòâî ìàøèíû Òüþðèíãà, êàê
è ìíîãèõ äðóãèõ àáñòðàêòíûõ ìàøèí, ÷ðåç-
âû÷àéíî ïðèìèòèâíî. Ïîýòîìó ñîñòàâëå-
íèå äëÿ ýòîé ìàøèíû ïðîãðàìì, ðåøàþ-
ùèõ äàæå î÷åíü ïðîñòûå çàäà÷è, îêàçûâà-
åòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûì äåëîì. Íå âèäíî
îáùåãî ñïîñîáà ñòðîèòü èç òàêèõ ïðîãðàìì
ïðîãðàììû ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ çà-
äà÷. Òåì íå ìåíåå, ýòà ìîäåëü àáñòðàêò-
íîé ìàøèíû âåñüìà ïîïóëÿðíà â òðàäèöè-
îííûõ ìîíîãðàôèÿõ, ñòàòüÿõ è ðóêîâîä-
ñòâàõ ïî òåîðèè âû÷èñëèìîñòè.

Â ðàçäåëå «ßçûê Ëèñï», êîòîðûé
ïðåäïîëàãàåòñÿ îïóáëèêîâàòü â ñëåäóþùåì
âûïóñêå æóðíàëà, áóäåò ðàññìîòðåíà àá-
ñòðàêòíàÿ ìàøèíà ñ ÿçûêîì áîëåå «âûñî-
êîãî» óðîâíÿ. ßçûê ÷àñòè÷íî îñíîâàí íà
èäåÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ, ïðåäëîæåííûõ
À. ×åð÷åì, êîòîðîìó ïðàêòè÷åñêè îäíî-
âðåìåííî ñ À. Òüþðèíãîì è íåêîòîðûìè
äðóãèìè àâòîðàìè óäàëîñü ôîðìàëèçîâàòü
ïîíÿòèå àëãîðèòìà.

Âñêîðå âûÿñíèëîñü (áûëî ìàòåìàòè-
÷åñêè ñòðîãî äîêàçàíî), ÷òî âñå ïðåäëî-
æåííûå ñõåìû àáñòðàêòíûõ ìàøèí îáëà-
äàþò îäèíàêîâûìè âîçìîæíîñòÿìè. Áûëî
îáíàðóæåíî òàêæå, ÷òî íà ïðàêòèêå íå
óäàåòñÿ óêàçàòü âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ,
êîòîðûé íå ìîã áû áûòü îïèñàí ëþáûì èç
ïðåäëîæåííûõ ñïîñîáîâ. Ýòî äàëî ïîâîä

âûñêàçàòü òàê íàçûâàåìûé òåçèñ ×åð÷à î
òîì, ÷òî ÷èñòî èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå àëãî-
ðèòìà îáðåëî è ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ôîðìóëèðîâêó. Ñàì òåçèñ ×åð÷à íå ìîæåò
áûòü ñòðîãî äîêàçàí, ïîñêîëüêó ýòî èíòó-
èòèâíîå ïîíÿòèå â íåì ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñðåäè ïðåäëîæåííûõ ôîðìàëèçàöèé
óïîìÿíåì ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé
ôóíêöèè, âîçíèêøåå êàê ðåçóëüòàò ïîïû-
òîê íå òîëüêî ôîðìàëèçîâàòü àðèôìåòè-
êó, íî è àðèôìåòèçèðîâàòü ëîãèêó � ïðåä-
ñòàâèòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè è äåéñòâè-
ÿìè íàä íèìè êàê óòâåðæäåíèÿ èç îáëàñòè
òåîðåòè÷åñêîé àðèôìåòèêè, òàê è ñâÿçàí-
íûå ñ íèìè ëîãè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ.

2. Î ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÌ ÑÒÈËÅ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Ôóíêöèÿ � ýòî îäíî èç ãëàâíåéøèõ
è èçâåñòíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé.
Êàê è âñå â ìèðå, îíî ñóùåñòâóåò âî ìíî-
ãèõ âèäàõ. Ïîäîéäåì ê íåìó ñ ïîçèöèé
ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðåàëüíûõ ìàøèí
(êîìïüþòåðîâ) êàê ê ñïîñîáó âû÷èñëèòü
íîâîå çíà÷åíèå � ðåçóëüòàò ïî óæå ñó-
ùåñòâóþùèì � àðãóìåíòàì. Èõ ìîæåò áûòü
êàê îäèí, òàê è áîëüøå. Ôóíêöèÿ ñ n àð-
ãóìåíòàìè íàçûâàåòñÿ n-ìåñòíîé. Çíà÷å-
íèÿ ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ïî òèïàì. Âûøå
óæå âñòðå÷àëèñü ôóíêöèè ñ ëîãè÷åñêèìè
è/èëè ÷èñëîâûìè àðãóìåíòàìè è ðåçóëüòà-
òîì. Èìåííî ôóíêöèè, íî íå â èõ êëàññè-
÷åñêîì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì, à â ïðî-
ãðàììèñòñêîì ïîíèìàíèè � êàê ñïîñîá
âû÷èñëèòü (êîãäà ýòî óäàåòñÿ) çíà÷åíèå

Óñòðîéñòâî ìàøèíû Òüþðèíãà ... ïðèìèòèâíî.

...êàê ñïîñîá âû÷èñëèòü ... çíà÷åíèå ôóíêöèè
ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè àðãóìåíòîâ
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Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

ôóíêöèè ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè àðãóìåí-
òîâ, ôàêòè÷åñêè ñëóæàò îäíèì èç âàðèàí-
òîâ ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà.

Ôóíêöèþ ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
îïðåäåëåíà, òî åñòü êîãäà çà-
äàí ñïîñîá (ïðàâèëà) åå âû-
÷èñëåíèÿ. Â ýòèõ ïðàâèëàõ
ñàìà ôóíêöèÿ è åå àðãóìåíòû
ïîëó÷àþò èìåíà � áóêâåííî-
öèôðîâûå (èäåíòèôèêàòîðû)
èëè ñèìâîëüíûå, íàïðèìåð, �+�
èëè �⇒�. Èäåíòèôèêàòîð �
ýòî ñëîâî, ñîñòàâëåííîå èç áóêâ
è öèôð, íî íà÷èíàþùååñÿ îáÿ-
çàòåëüíî ñ áóêâû. Â ðàçäåëå «Âû÷èñëåíèÿ»
äëÿ êàæäîé ëîãè÷åñêîé îïåðàöèè áûëè ïðè-
âåäåíû îáà âàðèàíòà èìåíè. Ñ ïðàêòè÷åñ-
êîé òî÷êè çðåíèÿ èäåíòèôèêàòîðû óäîá-
íåå: îíè ëåã÷å íàáèðàþòñÿ.

Åñëè ìû õîòèì âû÷èñëèòü ôóíêöèþ,
íàäî íàïèñàòü îáðàùåíèå ê íåé (åå âûçîâ).
Îòäåëüíî âçÿòîå èìÿ àðãóìåíòà èëè âûçîâ
ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèåì, ëó÷øå �
òåðìîì. Â ïðèëîæåíèÿõ òåêñòû îáû÷íî
èìåþò ïîäðàçóìåâàåìóþ èí-
òåðïðåòàöèþ, èìåþùóþ íåêî-
òîðóþ îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé. Íàïðèìåð, â àðèôìå-
òèêå îáëàñòü � ýòî ÷èñëà, à ëî-
ãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòíîñÿòñÿ ê
áîëåå ôóíäàìåíòàëüíîé îáëà-
ñòè (Äåòè íà÷èíàþò ãîâîðèòü
«äà» è «íåò» ðàíüøå, ÷åì ìíî-
ãîå äðóãîå, è çàâåäîìî ðàíü-
øå, ÷åì ñ÷èòàòü). Âûðàæåíèÿ
ñî çíà÷åíèÿìè, ïðèíàäëåæàùè-
ìè îáëàñòè èíòåðïðåòàöèè, íà-
çûâàþòñÿ òåðìàìè, à âûðàæå-
íèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè çíà÷åíèÿ-
ìè � ôîðìóëàìè. Íåèíòåðïðå-
òèðóåìûå âûðàæåíèÿ ÷àñòî íà-
çûâàþò ïðîñòî ñëîâàìè.

Èìÿ àðãóìåíòà ôóíêöèè
â ïðàâèëàõ åå âû÷èñëåíèÿ îáîçíà÷àåò åãî
çíà÷åíèå, êîòîðîå îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ ðàç-
íûì â ðàçëè÷íûõ îáðàùåíèÿõ ê ýòîé ôóí-
êöèè. Âñòðå÷àþòñÿ òðè ãëàâíûå âèäà îáðà-
ùåíèé � â ïðåôèêñíîé, ïîñòôèêñíîé èëè â
èíôèêñíîé çàïèñè. Íàïðèìåð, f (1) � ýòî

ïðåôèêñíàÿ çàïèñü îáðàùåíèÿ ê ôóíêöèè
f ñ àðãóìåíòîì 1, ¬ x � ïðåôèêñíîå æå
îáðàùåíèå ê ôóíêöèè �¬� ñ àðãóìåíòîì x,

íî áåç ñêîáîê, n! � ïîñò-
ôèêñíîå îáðàùåíèå ê ôóí-
êöèè «ôàêòîðèàë» ñî çíà-
êîì îïåðàöèè �!� è àðãó-
ìåíòîì n, à x + y � èíôèê-
ñíîå îáðàùåíèå ê ôóíêöèè
�+� ñ àðãóìåíòàìè x è y.

Óïðàæíåíèå 1. Â êà-
êîì êîíòåêñòå äîïóñòèìî
ýòî ïîñëåäíåå îáðàùåíèå?

Îòâåò. Òàì, ãäå èìå-
þò ñìûñë îáîçíà÷åíèÿ x è y, òî åñòü âíóò-
ðè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, ãäå îíè ñëóæàò
èìåíàìè àðãóìåíòîâ.

Çàïèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëüíûõ
èìåí ÷àñòî ñâÿçûâàåòñÿ ñ çàìåíîé òåðìè-
íà «ôóíêöèÿ» íà «îïåðàöèÿ» îáû÷íî äëÿ
îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé â ïðåôèêñíîé èëè
ïîñòôèêñíîé çàïèñè è äâóõìåñòíûõ ôóí-
êöèé � â èíôèêñíîé çàïèñè. Ïîðÿäîê äåé-

ñòâèé ïðè âû÷èñëåíèè çíà-
÷åíèé âûðàæåíèé âñåãäà
ìîæåò áûòü çàäàí ñêîáêà-
ìè, íî ÷àñòî îí îïðåäåëÿ-
åòñÿ óñòàíîâëåííûì ñòàð-
øèíñòâîì îïåðàöèé. Ñàìû-
ìè ñòàðøèìè, âûïîëíÿåìû-
ìè â ïåðâóþ î÷åðåäü, îáû÷-
íî ñ÷èòàþòñÿ îäíîìåñòíûå
îïåðàöèè. Íàïðèìåð, �
x + y � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî
(�x) + y. Ïðèìåíÿþòñÿ òàê-
æå ïðàâèëà, ðàçðåøàþùèå
îïóñêàòü â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ çíàêè îïåðàöèé èëè
çàìåíÿòü èõ ïîçèöèîíèðî-
âàíèåì (ïîäúåìîì ââåðõ)
íåêîòîðûõ àðãóìåíòîâ.

Óïðàæíåíèå 2. Âîññòàíîâèòå âñ¸ íå-
äîñòàþùåå â âûðàæåíèè 2x2�5x+3.

Ðåøåíèå. ((2 * (x^2)) � (5 * x)) + 3, ãäå

* � çíàê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ (ñòàðøå ñëî-
æåíèÿ èëè âû÷èòàíèÿ), à ^ � çíàê îïåðà-
öèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü (ñòàðøå óìíî-

...èìåíà � áóêâåííî-öèôðîâûå
(èäåíòèôèêàòîðû)...

Îòäåëüíî âçÿòîå èìÿ
àðãóìåíòà èëè âûçîâ ôóíêöèè
íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèåì...
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æåíèÿ). Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ,
èìåþùèå îäèíàêîâîå ñòàðøèíñòâî, âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî.

Àêñèîìû A1, A2, M1 è M2, ïðèâå-
äåííûå â ðàçäåëå «Âû÷èñëåíèÿ», ìîãóò ñëó-
æèòü ïðèìåðàìè îïèñàíèÿ îïåðàöèé ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ôóíêöèîíàëüíîì ñòè-
ëå. Ãëàâíàÿ ÷åðòà ýòîãî ñòèëÿ � âûäåëèòü
÷àñòíûå ñëó÷àè (âðîäå ñëîæåíèÿ ÷èñëà ñ
íóëåì), â êîòîðûõ îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì îáðàçîì, à äëÿ îáùåãî ñëó-
÷àÿ äàòü ïðàâèëî èëè ïðàâèëà åãî ïîøàãî-
âîãî ñâåäåíèÿ ê áîëåå ïðîñòîìó âàðèàíòó,
ïîêà íå ïîÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü çàâåðøèòü
âû÷èñëåíèÿ ïî îäíîé èç ýòèõ òðèâèàëüíûõ
ñõåì. Òàê îïèñàííûå ôóíêöèè íàçûâàþò
åùå ðåêóðñèâíûìè (îò ëàòèíñêîãî ãëàãîëà
«áåæàòü íàçàä» èëè ïðîñòî «âîçâðàùàòü-
ñÿ»). Î ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèÿõ è àëãîðèò-
ìàõ ïîïóëÿðíî ðàññêàçàíî â [1] è [2].

Çàäàíèå 2.
Â ïðîãðàììèðîâàíèè, ôóíêöèîíàëü-

íîì èëè êàêîì-ëèáî èíîì, íàïèñàòü ïðî-
ãðàììó � ýòî äàæå íå ïîëäåëà. Ãëàâíîå �
óáåäèòüñÿ ñàìîìó è óáåäèòü òåõ, êòî áóäåò
ïîëüçîâàòüñÿ âàøåé ïðîãðàììîé, ÷òî ïðî-
ãðàììà ðåøàåò èìåííî òó çàäà÷ó, äëÿ êîòî-
ðîé îíà áûëà ñîñòàâëåíà. Â ýòîì çàäàíèè
âàì ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ïðîñòåéøèå
ñâîéñòâà ïðîãðàìì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

a) Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ïåðåñòà-
íîâî÷íîãî çàêîíà äëÿ ñëîæåíèÿ.

b) Äîêàæèòå, ÷òî 2 * 2 = 4.

Âûïîëíåíèå çàäàíèÿ 2.
Ïåðåñòàíîâî÷íûé çàêîí: x + y = y + x �

ýòî óòâåðæäåíèå îáùåãî õàðàêòåðà î ñâîé-
ñòâå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê
ïðîèçâîëüíûì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì x è y.
Ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïî
èíäóêöèè (ñì. ðàçäåë «Âû÷èñëåíèÿ»). Çàñ-
ëóæèâàåò âíèìàíèÿ ðîäñòâî ïðèíöèïà èí-
äóêöèè ñ ôóíêöèîíàëüíûì ñòèëåì: áàçà �
ýòî âûäåëåííûé ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, à øàã
(øàãè) � ñâåäåíèå îáùåãî ñëó÷àÿ ê ýòîìó
÷àñòíîìó.

a) Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà x + y =
= y + x íà÷èíàåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî

ïåðåìåííîé x ïðè ôèêñèðîâàííîì, õîòÿ è
ïðîèçâîëüíîì, çíà÷åíèè ïåðåìåííîé y.

Áàçà èíäóêöèè: íàäî óñòàíîâèòü, ÷òî
0 + y = y + 0. Çäåñü çíà÷åíèå y ïðîèçâîëü-
íî, òàê ÷òî òåêóùåå äîêàçàòåëüñòâî ïðåðû-
âàåì è ñíîâà íà÷èíàåì ñ áàçû: 0 + 0 = 0+ 0.
Ýòà ôîðìóëà � ñëåäñòâèå òðèâèàëüíîãî
ñâîéñòâà ðàâåíñòâà: åãî ðåôëåêñèâíîñòè.
Øàã èíäóêöèè: íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç óñ-
ëîâèÿ 0 + y = y + 0 ñëåäóåò 0 + y′ = y′ + 0.
Ñòðîèì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

0 + y′ = (0 + y)′ =   (ïî A2)
= (y + 0)′ =    (ïî óñëîâèþ)
= y′ =    (ïî A1)
= y′ + 0    (ïî A1).
Èíäóêöèÿ ïî y çàâåðøåíà, îñòàëîñü

çàâåðøèòü èíäóêöèþ ïî x, âûïîëíèâ èíäóê-
öèîííûé øàã. Ïóñòü x + y = y + x. Íåîáõî-
äèìî óñòàíîâèòü, ÷òî x′ + y = y + x′. Ïîñòðî-
åíèå öåïî÷êè íà÷èíàåì ñ ïðàâîé ÷àñòè:

y + x′ = (y + x)′ =   (ïî A2)
= (x + y)′  =    (ïî äîïóùåíèþ)
= x + y′    (ïî A2, ... à êóäà

   ýòî íàñ çàíåñëî?).
Î÷åðåäíîå ïðîäâèæåíèå ïî öåïî÷-

êå, êàçàëîñü áû � åñòåñòâåííîå, çàâîäèò â
òóïèê. Ïîýòîìó îáðûâàåì öåïî÷êó íà ïðå-
äûäóùåì çâåíå è ïîïûòàåìñÿ äîêàçàòü, ÷òî
(x + y)′ = x′ + y äëÿ ëþáîãî y.

Áàçà èíäóêöèè: (x + 0)′ = x′ + 0. Åå
îò ïîñëåäíèõ äâóõ çâåíüåâ èç ïðåäïîñëåä-
íåé öåïî÷êè îòëè÷àþò ëèøü îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü (x + y)′ = x′ + y, òîãäà (x + y′ )′ = ((x
+ y)′ )′ = (õ′ + y)′ = x′ + y′ (ïî A2, äîïóùå-
íèþ è ñíîâà A2). Èòàê, çàâåðøåí øàã èí-
äóêöèè ïî y, à âìåñòå ñ íèì � è ìíîãî-
ñòðàäàëüíàÿ èíäóêöèÿ ïî x.

b) Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò äîãàäàòü-
ñÿ, ÷òî 1 � ýòî 0′ (çäåñü 1 íå èìååò íè-
÷åãî îáùåãî ñ òåì æå ñèìâîëîì â àêñèî-
ìå S1à), 2 = 1′ = 0′′ , 3 = 2′ = 0′′′ ,
4 = 3′ = 0′′′′ è ò. ä. Åñëè ðàíüøå âû íå
öåíèëè äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ, òî
ñåé÷àñ ñàìîå âðåìÿ ïðèçíàòü åå äîñòîèí-
ñòâà (âïðî÷åì, ñðàçó çà ýòèì ïðèçíàíèåì
ïðèäåòñÿ ñîñòàâèòü ðåêóðñèâíûå ïðîãðàì-
ìû âûïîëíåíèÿ îñíîâíûõ àðèôìåòè÷åñ-
êèõ äåéñòâèé íàä äåñÿòè÷íûìè ÷èñëàìè).
Äàëüøå óæå ïðîñòî � âûïèñûâàåì öåïî÷-
êó ðàâåíñòâ, â êîòîðîé ðàâåíñòâî êàæäîé
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Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

ïàðû ñîñåäíèõ âûðàæåíèé âûòåêàåò èç
ïðåäûäóùèõ ðàâåíñòâ:

2 * 2 = 2 * 1′ = 2 * 1 + 2 = 2 * 0′ + 2 =
= (2 * 0 + 2) + 2 = (0 + 2) + 2 =
= (2 + 0) + 2 = 2 + 2 = 2 + 1′ =
= (2 + 0′ )′ = ((2 + 0)′ )′ = (2′ )′ = 3′ = 4.
Çäåñü êàæäîå çâåíî öåïî÷êè îñíîâà-

íî íà îäíîé èç àêñèîì àðèôìåòèêè, êðîìå
çâåíà, ñâÿçûâàþùåãî ïåðâóþ ñòðî÷êó ñî âòî-
ðîé, ãäå, çàìåíÿÿ 0 + 2 íà 2 + 0, ìû íå ñëîâ-
÷èëè, à èñïîëüçîâàëè ÷àñòü a) â êà÷åñòâå
ëåììû � îáû÷íûé ïðèåì â ìàòåìàòèêå.

Êîíåö çàäàíèÿ.

Çàìå÷àíèÿ.
1. Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ ïðîãðàìì

îêàçûâàþòñÿ âî ìíîãî ðàç äëèííåå ñàìèõ
ïðîãðàìì, äà è ñòðîèòü èõ ñëîæíåå. Â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ïðàêòèêå âñòðå÷àåòñÿ íå÷òî
ïîõîæåå. Ïðîñòûå ïî ôîðìóëèðîâêå òåî-
ðåìû èíîãäà äîêàçûâàþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíî (êëàññè÷åñêèé ïðèìåð � âåëèêàÿ
òåîðåìà Ôåðìà), à ìàòåìàòè÷åñêèé àïïà-
ðàò çàèìñòâóåòñÿ èç ãîðàçäî áîëåå àáñò-
ðàêòíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Íî è ïðè
ýòîì ìàëî-ìàëüñêè îáîçðèìîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ìîæíî íàïèñàòü, ëèøü óéäÿ âåñüìà
äàëåêî îò ïðàâèë è ïðèåìîâ ôîðìàëüíûõ
ëîãè÷åñêèõ âûâîäîâ. Ïðèìåðíî òî æå ñà-
ìîå ïðîèñõîäèò è â ïðîãðàììèðîâàíèè.

2. Êàæäîìó ïðîãðàììèñòó, æåëàþùå-
ìó ïèñàòü ïðàâèëüíûå, òî åñòü îáëàäàþùèå
âñåìè æåëàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ïðîãðàì-
ìû ìîæíî äàòü ñîâåò: ñîçäàâàéòå äëÿ ñåáÿ
ìàñòåðñêóþ ñ óäîáíûì äëÿ âàñ èíñòðóìåí-
òàðèåì è îáîðóäîâàíèåì (íàáîðû ïðîâå-
ðåííûõ ïðîãðàìì, äîêàçàííûå òåîðåìû è
ëåììû, ýôôåêòèâíûå ïðèåìû äîêàçàòåëü-
ñòâà è ò. ï.).

Ôóíêöèè áóäåì îïèñûâàòü â âèäå,
êîòîðûé îáúÿñíèì íà ïðèìåðå îïèñàíèÿ
ôóíêöèè âîçâåäåíèÿ öåëîãî ÷èñëà n â ñòå-
ïåíü ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì m:

function ^(n, m: integer): integer; infix;
n ^ 0 = 1;
n ^ (m′ ) = (n ^ m) * n.
Â ïåðâîé ñòðî÷êå � çàãîëîâêå ýòîãî

îïèñàíèÿ � çàäàíî èìÿ ôóíêöèè (ñèìâîë ^),
èìåíà n è m åå àðãóìåíòîâ, èõ òèï è òèï
(òàêæå integer) ðåçóëüòàòà. Óêàçàíî òàêæå,

÷òî îáðàùåíèå ê ôóíêöèè çàïèñûâàåòñÿ â
èíôèêñíîì âèäå. Äâå ñëåäóþùèå ñòðî÷êè
î÷åíü ïîõîæè íà ïàðû àêñèîì A1 è A2,
M1 è M2, îïðåäåëÿâøèå ñâîéñòâà (ïðàâè-
ëà âû÷èñëåíèÿ) ñóìì è ïðîèçâåäåíèé íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë.

Çàäàíèå 3. Îïèøèòå äâå ôóíêöèè èç
«äæåíòëüìåíñêîãî íàáîðà»: âû÷èñëåíèå
ôàêòîðèàëîâ è ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Âûïîëíåíèå çàäàíèÿ 3.
function !(x: integer): integer; postfix;
0! = 1;
x′! = x! * (x′ ).
function Fibonacci(x: integer): integer;
Fibonacci(0) = 1; Fibonacci(1) = 1;
Fibonacci(x′′ ) = Fibonacci(x) +
                    + Fibonacci(x′).
Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ôàêòîðèàë

îñîáûõ ñþðïðèçîâ ÷èòàòåëþ íå ïðåïîä-
íåñ. Ïîñëåäíþþ ñòðî÷êó îïèñàíèÿ ôóíê-
öèè Fibonacci õîòåëîñü áû çàìåíèòü íà
Fibonacci(x′) = Fibonacci(x) + Fibonacci(x � 1).
Íî «îòíèìàòü è äåëèòü» ìû åùå íå îáó÷å-
íû. Âû÷èòàíèå � ýòî îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ
ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ. Ïîêà ìû åå
íå ââåëè, îãðàíè÷èìñÿ îïåðàöèåé, îáðàò-
íîé ïî îòíîøåíèþ ê prim (èëè ′ ). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ~x ÷èñëî, ïðåäøåñòâóþùåå
x, òàê ÷òî (~x)′ = ~(x′) = x. Ýòî äàåò ïðàâî
íàïèñàòü

Fibonacci(x′) = Fibonacci(x) +
                  + Fibonacci(~x).
Íî ïðîãðàììèñò äîëæåí ñòðåìèòüñÿ

ïèñàòü íå òîëüêî ïðàâèëüíûå, íî è ýêîíîì-
íûå ïðîãðàììû. Ïóñòü NFib(x) îáîçíà÷àåò
÷èñëî ñëîæåíèé, òðåáóåìûõ äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ïî ïðåäëîæåííîé
ñõåìå. Â íåé Fibonacci(x) è Fibonacci(~x)

Íî ïðîãðàììèñò äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ïèñàòü íå
òîëüêî ïðàâèëüíûå, íî è ýêîíîìíûå ïðîãðàììû.



50 © ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 2, 2002 ã.

Ëàâðîâ Ñ.Ñ.

âû÷èñëÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà,
ïîýòîìó

NFib(x′) = NFib(x) + NFib(~x) + 1
èëè

NFib(x′ ) + 1 =
= (NFib(x) + 1)+ (NFib(~x) + 1).
Ñðàâíèâàÿ äâå ïîñëåäíèå ôîðìóëû

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî NFib(0) = NFib(1) = 0, ïî-
ëó÷àåì

NFib(x) = Fibonacci(x) � 1.
Íî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñ-

ëèòü Fibonacci(x) ìîæíî, âûïîëíèâ âñå-
ãî x � 1 ñëîæåíèå. Íóæíà ñõåìà âû÷èñëå-
íèé, â êîòîðîé ê íà÷àëó âû÷èñëåíèÿ
Fibonacci(x′) äîñòóïíû çíà÷åíèÿ Fibonacci(x)
è Fibonacci(~x), òî åñòü èìåíà äëÿ íèõ. Â
ðàìêàõ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ äðóãèõ èìåí, êðîìå èìåí àðãóìåíòîâ,
ó íàñ íåò (èìåíà ôóíêöèé åäâà ëè ìîãóò
ïîìî÷ü). Íåîáõîäèìûé ïðèåì äîñòàòî÷-
íî ïðîñò � îïèñûâàåì âñïîìîãàòåëüíóþ
ôóíêöèþ Fib ñ äîñòàòî÷íûì çàïàñîì àðãó-
ìåíòîâ:

function Fibonacci(x: integer): integer;
Fibonacci(x) = Fib(x, 1, 1, 1).
function Fib(x, y, u, v: integer): integer;
Fib(x, x, u, v) = u;
Fib(x, y, u, v) = Fib(x, y′, u + v, u).
Çäåñü ó ôóíêöèè Fib çàäàííîå ïðè

îáðàùåíèè ê íåé èç Fibonacci çíà÷åíèå
àðãóìåíòà x â îáðàùåíèÿõ èç Fib íå ìåíÿ-
åòñÿ, àðãóìåíò y ïðîáåãàåò ïðè ýòèõ îáðà-
ùåíèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå
çíà÷åíèÿ, à àðãóìåíòû u è v � çíà÷åíèÿ
Fibonacci(y) è Fibonacci(~y). Êàê òîëüêî
çíà÷åíèÿ x è y ñðàâíÿþòñÿ, âû÷èñëåíèå
Fib çàâåðøàåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì, ðàâíûì
òåêóùåìó çíà÷åíèþ u, òî åñòü Fibonacci(x).

Êîíåö çàäàíèÿ.

Î êîìáèíàòîðèêå.
Òàê íàçûâàåòñÿ ïîëóïðèêëàäíîé ðàç-

äåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé ìåòîäû è ïðè-
åìû ïîäñ÷åòà ÷èñëà ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íûõ
ìíîæåñòâ è íàêàïëèâàþùèé ðåçóëüòàòû
ýòèõ ïîäñ÷åòîâ. Äëÿ ïðîãðàììèñòà âñå ýòî
íåáåçðàçëè÷íî, âåäü ïîäñ÷åò ÷èñëà äåé-
ñòâèé, çàòðà÷èâàåìûõ íà âûïîëíåíèå ïðî-
ãðàììû, � ýòî èç òîé æå îïåðû. Ïðèìåð:
ïîëó÷åííàÿ âûøå ôîðìóëà äëÿ NFib. Äîñ-

òàòî÷íî îöåíèòü ëèøü ïîðÿäîê âåëè÷èíû,
íî ñîçíàíèå, ÷òî ìîæåøü ñäåëàòü ýòî òî÷-
íî, ãðååò äóøó.

Ïðèìåðû.
1. «Çàïàñ ñëîâ». Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ

n-áóêâåííûõ ñëîâ â m-áóêâåííîì àëôàâè-
òå? Ïðèìåì êàæäóþ áóêâó àëôàâèòà çà
öèôðó m-è÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Òîãäà
êàæäîå ñëîâî äëèíû n � ýòî n-çíà÷íîå öå-
ëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî â ýòîé ñèñòå-
ìå, à èõ âñåãî mn: íàïðèìåð, 100 ïðè
m = 10, n = 2 � îò 00 äî 99. Íî è ïðÿìîé
ïîäñ÷åò íå ñëîæíåå. Ïåðâàÿ áóêâà ñëîâà
äàåò m âîçìîæíîñòåé äëÿ âûáîðà, êàæäàÿ
ñëåäóþùàÿ � m âîçìîæíîñòåé äëÿ ïðîäîë-
æåíèÿ. Ïåðåìíîæàÿ, ïðèõîäèì ê òîìó æå
ðåçóëüòàòó.

2. Ðàçìåùåíèÿ. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî
A(n, m) ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ m èç n èìå-
þùèõñÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ â ðÿä. Çäåñü
÷èñëî âîçìîæíîñòåé äëÿ ïðîäîëæåíèÿ
óáûâàåò íà 1 ñ êàæäûì øàãîì: ÷àñòü ïðåä-
ìåòîâ óæå ðàçìåùåíà. ×èñëî ñïîñîáîâ
âûáðàòü ïåðâûé ýëåìåíò â ðÿäó ðàâíî n,
ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ðÿäà äëÿ âûáîðà îñòàåò-
ñÿ n � m âîçìîæíîñòåé, òàê ÷òî A(n, m) =
= n(n � 1)...(n � m + 1) = n!/(n � m)!

3. Ïåðåñòàíîâêè. Ïóñòü òåïåðü òðå-
áóåòñÿ ðàçìåñòèòü â ðÿä âñå n èìåþùèõñÿ
ïðåäìåòîâ. ×èñëî P(n) âñåõ òàêèõ ðàçìå-
ùåíèé ðàâíî P(n) = A(n, n) = n!

4. Ñî÷åòàíèÿ. ×èñëî C(n, m) ñïîñî-
áîâ âûäåëèòü m ìåñò â ðÿäó èç n ïîçèöèé �
ýòî åäâà ëè íå ñàìûé èçâåñòíûé è ðàñïðî-
ñòðàí¸ííûé êîìáèíàòîðíûé îáúåêò. Ñâÿçü
ìåæäó ÷èñëàìè A(n, m), C(n, m) è P(m) äà-
åòñÿ ôîðìóëîé: A(n, m) = C(n, m)P(m). Äåé-
ñòâèòåëüíî, C(n, m) çàäàåò ÷èñëî ñïîñîáîâ

Ðàçìåùåíèÿ.
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Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

âûäåëèòü, íå íàðóøàÿ èõ ïîðÿäêà, òå m èç
îáùåãî ÷èñëà n ïðåäìåòîâ, êîòîðûå âîé-
äóò â ðàçìåùåíèå. Äàëåå, P(m) � ÷èñëî ñïî-
ñîáîâ èçìåíèòü ýòîò ïîðÿäîê (ïðè ïåðå-
õîäå îò C(n, m) ê A(n, m) âàæíî óêàçàòü íå
òîëüêî ïîçèöèþ, íî è îáúåêò, êîòîðûé ìî-
æåò åå çàíÿòü). Ïåðåìíîæàÿ, ïîëó÷àåì ïîë-
íîå ÷èñëî A èç n ïî m âîçìîæíûõ ðàçìå-
ùåíèé. Àíàëîãè÷íî ãîâîðÿò: C èç n ïî m è
P èç n èëè, êàê â äàííîé ôîðìóëå, èç m).

Òàêèì îáðàçîì, C(n, m) = A(n, m)/P(m)=
= n!/(m!(n � m)!). ×àñòíûå ñëó÷àè: C(n, 0) =
= C(n, n) = n!/(0!n!) = 1. Îòñþäà æå ñëåäóåò
ñèììåòðèÿ ôîðìóëû äëÿ C: C(n, m) =
C(n, n � m), ïîçâîëÿþùàÿ ñâåñòè äèàïàçîí
çíà÷åíèé m ê 0 ≤ m ≤ n/2. Íå ñëåäóåò ïó-
òàòü ýòî ñ ñèììåòðè÷íîñòüþ ôóíêöèè: ñèì-
ìåòðè÷íà ôóíêöèÿ C′(m, k) = C(m + k, m),
äëÿ êîòîðîé C′(m, k) = C′(k, m).

Â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òåðìèíî-
ëîãèè P(n) � ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ óïîðÿäî÷è-
âàíèÿ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, A(n, m) �
÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ m-ýëåìåíòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ óïîðÿäî÷åííîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà, à C(n, m) � ÷èñëî åãî æå íåóïîðÿ-
äî÷åííûõ m-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ê ïîíÿòèþ ñî÷åòàíèÿ ìîæíî ïîäîé-
òè è òàê. Ïóñòü n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
k = n � m. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïóòè
èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó (m, k) öåëî-
÷èñëåííîé ñåòêè, ñîñòàâëåííûå èç åäèíè÷-
íûõ îòðåçêîâ âäîëü îäíîé èç îñåé êîîðäè-
íàò (â åå ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè).
×èñëî ïóòåé ðàâíî C(n, m) = Ñ(m + k, m).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóòü ìîæåò áûòü çàäàí ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòüþ èç m åäèíèö è k íóëåé,
ñèìâîëèçèðóþùèõ íàïðàâëåíèå ó÷àñòêà
ïóòè. Îíà æå çàäàåò âûáîð m ìåñò èç n â
ðÿäó. Ïðèäòè â òî÷êó (m, k) ìîæíî ëèáî

èç òî÷êè (m � 1, k) (÷èñëî ïóòåé ðàâíî
Ñ(m + k � 1, m � 1), ëèáî èç (m, k � 1) (÷èñëî
ïóòåé ðàâíî Ñ(m + k � 1, m). Îòñþäà åùå
îäíà ôîðìóëà: C(n, m) = C(n � 1, m � 1) +
+ C(n � 1, m) äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé.

Çàäàíèå 4. ×èñëî ñî÷åòàíèé.
Íàïèèòå ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ ÷èñ-

ëà C(n, m), âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè:
a) C(n, m) = n!/(m!(n � m)!),
b) C(n, 0) = C(n, n) = 1,
C(n, m) = C(n � 1, m � 1) + C(n � 1, m) �

äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé m.

Âûïîëíåíèå çàäàíèÿ 4.
a) function C (n, m: integer): integer;
 C (n, 0) = 1;
  C (n, m) = C (n, m � 1)*(n � m+1)/m.
Ôóíêöèÿ C � ðåêóðñèâíàÿ. Ïåðâîå

ïðàâèëî çàäàåò åå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ
m = 0, âòîðîå � äîáàâëÿåò î÷åðåäíûå ñî-
ìíîæèòåëè â ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðè
ïåðåõîäå îò m � 1 ê m.

b) ßçûê, ïðèìåíÿâøèéñÿ íàìè äëÿ
çàïèñè ïðîãðàìì, íåäîñòàòî÷íî áîãàò äëÿ
âûïîëíåíèÿ ýòîé ÷àñòè çàäàíèÿ: çíà÷åíèÿ,
èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ C(n, m), íàäî
õðàíèòü äîñòàòî÷íî äîëãî. Ïîïîëíèâ ÿçûê,
íàïèøåì ñëåäóþùèé âàðèàíò ïðîãðàììû.

type ArrType = array[0.. ] of integer;
const init: ArrType = (0); const init1: ArrType = (1);

Òèï ArrType � ýòî ìàññèâ öåëûõ
(ôàêòè÷åñêè � íàòóðàëüíûõ) ÷èñåë ñ ïåðå-
ìåííîé âåðõíåé ãðàíèöåé, åå òåêóùåå çíà-
÷åíèå íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ ìàññèâà. Â ÷àñòíîñòè, ó ìàññèâîâ init
è init1 âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñîâïàäàåò ñ íèæ-
íåé, òî åñòü ðàâíà íóëþ.

Ïåðåñòàíîâêè. Ñî÷åòàíèÿ.
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Ëàâðîâ Ñ.Ñ.

Ëàâðîâ  Ñâÿòîñëàâ Ñåðãååâè÷,
äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê.
ïðîôåññîð.

function Combinations(n0,m0: integer):
  integer;
if m0 < n0�m0 then Combinations(n0,m0) =
  Comb(n0,m0,0,0,init,init1)
else Combinations(n0,m0) =
  Comb(n0,n0�m0,0,0,init,init1).

Â ïàðå Combinations-Comb ôóíêöèè
âçàèìîäåéñòâóþò ïðèìåðíî òàê æå, êàê â
ïàðå Fibonacci-Fib. Àðãóìåíòû n0 è m0
ôóíêöèè Comb õðàíÿò èñõîäíûå çíà÷å-
íèÿ îäíîèìåííûõ àðãóìåíòîâ îáðàùåíèÿ
ê Combinations.

function Comb(n0,m0,n,m: integer,
  prev, curr: ArrType): integer;
Comb(n0,m0,n0,m0,prev,curr) = curr[m0];
Comb(n0,m0,n,m0,prev,curr) =
Comb(n0,m0,n+1,0,AddA(m0+1,prev,curr),init);
Comb(n0,m0,n,m,prev,curr) =
Comb(n0,m0,n,m+1,prev,AddA(m+1,prev,curr)).

Àðãóìåíò n ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè
Comb ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ îáðàùåíèÿõ
ê íåé ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî n0, à
àðãóìåíò m � îò 0 äî m0 äëÿ êàæäîãî çíà-
÷åíèÿ n. Àðãóìåíò curr � ýòî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âû÷èñëÿåìûõ çíà÷åíèé C(n, m)
äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ n, à prev � ýòî íà-
êîïëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåõ æå çíà-
÷åíèé äëÿ ïðåäûäóùåãî çíà÷åíèÿ n. Ôóí-
êöèÿ   [ ] (a: ArrType, m: integer): integer
ñ äâó÷ëåííûì (èíôèêñíî-ïîñòôèêñíûì)
ñèìâîëîì  [ ] îáåñïå÷èâàåò äîñòóï ê çíà-
÷åíèþ èç m-é ÿ÷åéêè ìàññèâà a. Ïåðâîå
ïðàâèëî îáåñïå÷èâàåò, êàê îáû÷íî, çàâåð-
øåíèå âû÷èñëåíèÿ Comb, âòîðîå è òðåòüå
îðãàíèçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåêóðñèâ-
íûõ îáðàùåíèé.

function AddA(m: integer, prev,curr: ArrType):
  ArrType;
curr[m]:=prev[m�1]+prev[m];
AddA(m,prev,curr) = curr.

Ôóíêöèÿ AddA çàíîñèò â ìàññèâ curr
ïî èíäåêñó m çíà÷åíèå C(n, m), âû÷èñëÿå-
ìîå ïî óêàçàííîé â çàäàíèè ôîðìóëå, è
âîçâðàùàåò ïîëó÷åííûé ìàññèâ â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà. Ïåðâîå ïðàâèëî ïðåäïèñûâàåò
èçâëå÷ü íóæíûå çíà÷åíèÿ èç ìàññèâà prev
è çàíåñòè èõ ñóììó â ìàññèâ curr. Ïðè
ýòîì â ìàññèâå ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ýëåìåíò,
òî åñòü âåðõíÿÿ ãðàíèöà èíäåêñîâ âîçðàñ-
òàåò. Âòîðîå ïðàâèëî óêàçûâàåò, ÷òî çíà-
÷åíèåì ôóíêöèè ñòàíîâèòñÿ ïðåîáðàçîâàí-
íûé ìàññèâ curr.

Â ðàçä. «ßçûê Ëèñï» äàäèì äðóãîå
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

Êîíåö çàäàíèÿ.

Çàìå÷àíèå (äëÿ ëþáèòåëåé «Ïàñêà-
ëÿ» è ïîäîáíûõ åìó ÿçûêîâ). Ôóíêöèè
AddA è [ ] è îáîçíà÷åíèå (a0,...,am) äëÿ
ìàññèâà ñ ýëåìåíòàìè a0,...,am � ïî÷òè âñ¸,
÷òî òðåáóåòñÿ äëÿ ðàáîòû ñ ìàññèâàìè â
ôóíêöèîíàëüíîì ñòèëå. Íå ïðåäóñìîòðå-
íî èçìåíåíèå ñîäåðæèìîãî ñóùåñòâóþ-
ùèõ â ìàññèâå ÿ÷ååê. Â îòëè÷èå îò «Ïàñ-
êàëÿ» äîïóñêàþòñÿ ìàññèâû ñ ïåðåìåí-
íîé âåðõíåé ãðàíèöåé ïî âíåøíåìó èç-
ìåðåíèþ. ×òîáû ïðåäïèñàòü íåèçìåííîñòü
ãðàíèöû, òðåáóåòñÿ ÿâíî çàäàòü å¸ çíà÷å-
íèå â îïèñàíèè òèïà ìàññèâà. Ñêðîìíîñòü
òðåáîâàíèé ê çàïàñó îïåðàöèé íàä ìàñ-
ñèâàìè áóäåò ïðèíÿòà âî âíèìàíèå â ñëå-
äóþùåì ðàçäåëå.
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