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Èâàíîâ Ñ.Ã.

ÈÍÒÅÐÍÅÒ-ÑÑÛËÊÈ

ÏÎ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

ÈÇ ÊÎËËÅÊÖÈÈ Ñ. Â. ÔÎÌÈÍÀ

Èâàíîâ Ñåðãåé Ãåîðãèåâè÷

Ïðåäëàãàåì âàøåìó âíèìàíèþ êîì-
ìåíòàðèè ê ó÷åáíûì Èíòåðíåò-ðåñóðñàì,
ññûëêè íà êîòîðûå ëþáåçíî ïðåäîñòàâëå-
íû ïðîôåññîðîì Ìè÷èãàíñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà Ñ.Â. Ôîìèíûì.

Ñ.Â. Ôîìèí õîðîøî èçâåñòåí â
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå êàê òàëàíòëèâûé ïîïó-
ëÿðèçàòîð íàóêè, ìíîãî ñäåëàâøèé äëÿ ðàç-
âèòèÿ îëèìïèàäíîãî è êðóæêîâîãî äâèæå-
íèÿ ïî ìàòåìàòèêå â øêîëå. Â 80-õ ãîäàõ
îí âåë â ãàçåòå «Ñìåíà» çàî÷íóþ øêîëó
ïî èíôîðìàòèêå, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðîîáðàçîì Çàî÷íîé øêîëû ñîâðåìåííî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â íàøåì æóðíàëå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Ñ.Â. Ôîìèí ðà-
áîòàåò ïðîôåññîðîì â Ìè÷èãàíñêîì óíè-
âåðñèòåòå è âíîâü ïîñâÿùàåò ÷àñòü ñâîå-
ãî âðåìåíè ðàáîòå ñî øêîëüíèêàìè. Òàê,
çà ïîñëåäíèå äâà ãîäà îí ïîñòàâèë êóðñû
ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è êðèïòîëîãèè
äëÿ àáèòóðèåíòîâ óíèâåðñèòåòà.

Äëÿ ýòèõ êóðñîâ îí ñîñòàâèë ëþáî-
ïûòíóþ ïîäáîðêó èíòåðíåò-ññûëîê, î êî-
òîðûõ íàì áû õîòåëîñü ðàññêàçàòü ÷èòà-
òåëÿì. Ññûëêè óêàçûâàþò íà àíãëîÿçû÷-
íûå ðåñóðñû, íî ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòî íå
ïîìåøàåò çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ ïî-
çíàêîìèòüñÿ ñ íèìè.

Â íàó÷íûå èíòåðåñû Ñ.Â. Ôîìèíà
âõîäÿò êîìáèíàòîðèêà, åå ïðèëîæåíèÿ, åå
ñâÿçü ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé, àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, è äðóãèå îáëàñòè ìàòå-
ìàòèêè.

Ñòðàíèöà Ñ.Â. Ôîìèíà ðàçìåùåíà
ïî àäðåñó:

http://www.math.lsa.umich.edu/~fomin/.
Íà ýòîé ñòðàíèöå Âû

íàéäåòå ìíîãî èíòåðåñíûõ
ìàòåðèàëîâ, â òîì ÷èñëå
ññûëêè íà ðàçëè÷íûå ñþ-
æåòû, íå óïîìÿíóòûå â
äàííîé ñòàòüå.

http://www.math.lsa.umich.edu/~fomin/175.html
Ïåðå÷èñëåíèå ñþæåòîâ, ñâÿçàííûõ ñ

êðèïòîëîãèåé è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêîé.
Íåêîòîðûå èç ýòèõ ñþæåòîâ ñîïðî-

âîæäàþòñÿ àïïëåòàìè, ïîçâîëÿþùèìè ïðî-
ñëåäèòü èññëåäóåìûå çàêîíîìåðíîñòè è ïî-
ýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ íèìè. Äðóãèå ñþ-
æåòû ñíàáæåíû ëèøü ôîðìóëàìè è êîì-
ìåíòàðèÿìè.

Äàëåå ÿ ïîäðîáíåå îñòàíîâëþñü íà
òåõ ñþæåòàõ, êîòîðûå ïîêàçàëèñü áîëåå
èíòåðåñíûìè è êîòîðûå ÿð÷å è äîñòóïíåå
ïðîèëëþñòðèðîâàíû.

1. ÑÞÆÅÒÛ, ÑÂßÇÀÍÍÛÅ
Ñ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÉ

http://www-stat.stanford.edu/~susan/
surprise/Car.html

Àïïëåò èëëþñòðèðóåò îäèí èíòåðåñ-
íûé ñþæåò, ñâÿçàííûé ñ òåîðèåé ìàññî-
âîãî îáñëóæèâàíèÿ.
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Êîëè÷åñòâî îñòàíîâîê ïåðåä ñâåòî-
ôîðàìè íà îäíîé è òîé æå òðàññå, êàê
èçâåñòíî, ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå èëè
ìåíüøå � â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîâåçåò
èëè íå ïîâåçåò. Â ýòîì âû ìîæåòå óáå-
äèòüñÿ ñ ïîìîùüþ àïïëåòà. Òàêæå ìîæåòå
ïðåäïîëîæèòü, ñêîëüêî îñòàíîâîê â ñðåä-
íåì ïðèäåòñÿ ñäåëàòü ïðè 2, 3, 4 èëè 5
ñâåòîôîðàõ, à çàòåì ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðî-
âåðèòü ñâîå ïðåäïîëîæåíèå.

http://www.cut-the-knot.com/recurrence/
flavius.html

Àïïëåò, ìîäåëèðóþùèé çàäà÷ó Èîñè-
ôà Ôëàâèÿ.

Çàäà÷à îïèðàåòñÿ íà äîâîëüíî ìðà÷-
íóþ ëåãåíäó î òîì, ÷òî âî âðåìÿ âîéíû
ðèìëÿí ñ èóäåÿìè îòðÿä èç 40 èóäåéñêèõ
ñîëäàò áûë áëîêèðîâàí ðèìëÿíàìè â ïå-
ùåðå, è îêðóæåííûå ïðåäïî÷ëè ñìåðòü
ïëåíó. Îíè ðåøèëè âñòàòü â êðóã è óáè-
âàòü êàæäîãî òðåòüåãî (óáèòûå ïðè äàëü-
íåéøåì ñ÷åòå íå ó÷èòûâàþòñÿ). Íî ñðåäè
îêðóæåííûõ îêàçàëñÿ èçâåñòíûé èñòîðèê
Èîñèô Ôëàâèé, êîòîðûé áûñòðî äîãàäàë-
ñÿ, êóäà íóæíî âñòàòü, ÷òîáû îñòàòüñÿ â
æèâûõ. Âïîñëåäñòâèè îí, ñóäÿ ïî âñåìó,
âñå æå ïîïàë â ïëåí, íî îñòàëñÿ â æèâûõ
è äîíåñ äî íàñ ýòó èñòîðèþ.

Àïïëåò ïîçâîëÿåò ïîýêñïåðèìåíòè-
ðîâàòü ñ ýòîé çàäà÷åé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèÿõ äâóõ ïàðàìåòðîâ: ïåðâîíà÷àëüíîå
êîëè÷åñòâî âîèíîâ (íå áîëåå 50) è êîëè-
÷åñòâî æèâûõ ìåæäó äâóìÿ óáèòûìè. Öåëü
èãðû � íàéòè ìåñòî Èîñèôà Ôëàâèÿ, åñëè
èçâåñòíî, êòî èç âîèíîâ áóäåò óáèò ïåð-
âûì. Ïî õîäó èãðû âû ìîæåòå ïðîñëåäèòü,
â êàêîì ïîðÿäêå âîèíû áóäóò óõîäèòü èç
æèçíè, è óçíàòü, äåéñòâèòåëüíî ëè âûáðàí-
íûé âàìè ÷åëîâåê îñòàíåòñÿ â æèâûõ.

Ïîõîæàÿ èäåÿ âïîñëåäñòâèè áûëà ðå-
àëèçîâàíà äëÿ äðóãèõ çàäà÷, óæå íå ñòîëü
òðàãè÷åñêèõ. Íàïðèìåð, â òàêîé çàäà÷å
(ñì. êíèãó Å.È. Èãíàòüåâà «Â öàðñòâå ñìå-
êàëêè»).

Âî âðåìÿ øòîðìà êàïèòàí ïðèêàçàë
âûáðîñèòü çà áîðò 15 èç 30 òþêîâ ñ òîâà-
ðîì, êîòîðûå âåçëè äâà êóïöà (ïî 15 êàæ-
äûé). Îäèí èç êóïöîâ ïðåäëîæèë ïîñòà-
âèòü òþêè ïî êðóãó ñëó÷àéíûì îáðàçîì è
âûáðàñûâàòü çà áîðò êàæäûé òðåòèé. Êà-
ïèòàí ñîãëàñèëñÿ, à êóïåö ïîñòàâèë òþêè
òàê, ÷òî íà ïàëóáå îñòàëèñü 15 òþêîâ èìåí-
íî ñ åãî òîâàðîì. Êàê áûëè ðàññòàâëåíû
òþêè?

http://www.ship.edu/~deensl/pgss/Joseph/
Åùå îäíà êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ

çàäà÷è Èîñèôà Ôëàâèÿ.
Â îòëè÷èå îò ïðåäøåñòâóþùåãî âà-

ðèàíòà, çäåñü íå îãðàíè÷åíî êîëè÷åñòâî
âîèíîâ, íî âìåñòî ãðàôè÷åñêîé äåìîíñò-
ðàöèè ïðåäëàãàåòñÿ ëèøü òàáëèöà, ïîêà-
çûâàþùàÿ, â êàêîì ïîðÿäêå áóäóò ïîãè-
áàòü âîèíû è íà êàêîì ìåñòå ñëåäóåò ñòî-
ÿòü Èîñèôó Ôëàâèþ.
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http://forum.swarthmore.edu/workshops/
usi/pascal/pascal.links.html

Î òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ.
Àïïëåò, âîïðîñû è îòâåòû, áèîãðà-

ôèè ó÷åíûõ, êîòîðûå áûëè îñîáåííî òåñ-
íî ñâÿçàíû ñ ýòîé òåìîé.

http://www.cecm.sfu.ca/organics/papers/
granville/support/pascalform.html

Àïïëåò, äåìîíñòðèðóþùèé òðåóãîëü-
íèê Ïàñêàëÿ è îñòàòêè ÷èñåë ïî çàäàííî-
ìó ìîäóëþ.

×èñëà ñ ðàçëè÷íûìè îñòàòêàìè èçîá-
ðàæåíû ïðÿìîóãîëüíèêàìè ðàçíîãî öâå-
òà, ÷òî ïðèäàåò àïïëåòó íàãëÿäíîñòü.

http://www.math.uah.edu/stat/applets/
«Ñëó÷àéíûå» ýêñïåðèìåíòû. Èãëà

Áþôôîíà, èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè è äðóãèå èç-
âåñòíûå ýêñïåðèìåíòû, ñâÿçàííûå ñ òåî-
ðèåé âåðîÿòíîñòåé.

Êàæäûé ýêñïåðèìåíò ñîïðîâîæäàåò-
ñÿ àïïëåòîì è ïîäðîáíûì êîììåíòàðèåì:
â ÷åì ñîñòîèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è êàêîé
îòâåò ïðåäñêàçûâàåò òåîðèÿ.

http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/
R.Knott/Fibonacci/fib.html

×èñëà Ôèáîíà÷÷è è «Çîëîòîå ñå÷åíèå».
Ìíîãî èíòåðåñíîé èíôîðìàöèè î

ìàòåìàòè÷åñêîé ïðèðîäå ýòèõ îáúåêòîâ,
îá èõ ñâÿçè ñ îêðóæàþùèì ìèðîì.

http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/
R.Knott/Fibonacci/fibtable.html#100

Ïåðâûå 500 ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.
Ïåðâûå 300 ÷èñåë ïðèâåäåíû ñ ôàê-

òîðèçàöèåé, òî åñòü ñ ðàçëîæåíèåì íà ïðî-
ñòûå ìíîæèòåëè.

http://www.mi.uib.no/~ingeke/anagram/
index_eng.html

Ãåíåðàòîð àíàãðàìì.
Ãåíåðèðóåò àíàãðàììû íà òðåõ ÿçû-

êàõ: àíãëèéñêîì, èñïàíñêîì è íîðâåæñêîì.

http://www-stat.stanford.edu/~susan/
surprise/

Ñþðïðèçû òåîðèè âåðîÿòíîñòè.
Çàäà÷à î ñîâïàäåíèè äíåé ðîæäåíèÿ

è äðóãèå çàäà÷è, îòâåò â êîòîðûõ íåðåäêî
ðàñõîäèòñÿ ñ òåì, ÷òî ìîæíî áûëî îæè-
äàòü. Êàæäûé ñþæåò ñîïðîâîæäàåòñÿ àïï-
ëåòîì.
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http://www.math.fau.edu/Richman/Liberal/
affine.htm

Àïïëåò «àôôèííûé øèôð». Ýòîò
øèôð îáîáùàåò øèôð Öåçàðÿ.

Â äàííîì ñëó÷àå íîìåð áóêâû óì-
íîæàþò íà êîíñòàíòó è ïðèáàâëÿþò ê íåìó
äðóãóþ êîíñòàíòó (ýòó îïåðàöèþ íàçûâà-
þò àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì).

http: / /www.tr incol l .edu/depts /cpsc/
cryptography/substitution.html

Áåñåäà î òîì, ÷òî òàêîå ïðîñòîé
ïîäñòàíîâî÷íûé êîä, ñ ïîäðîáíûì ïðèìå-
ðîì ðàñøèôðîâêè ñîîáùåíèÿ.

Çäåñü æå ïðèâåäåíû ññûëêè íà èç-
âåñòíûå ëèòåðàòóðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ñþ-
æåò êîòîðûõ ñâÿçàí ñ ðàñøèôðîâêîé ñî-
îáùåíèé òàêèì ñïîñîáîì: «Ïëÿøóùèå ÷å-
ëîâå÷êè» À. Êîíàí-Äîéëÿ è «Çîëîòîé
æóê» Ý. Ïî. Êðîìå òîãî, âû ìîæåòå ïî-
ðàáîòàòü ñ àïïëåòîì, ìîäåëèðóþùèì ðàñ-
øèôðîâêó ñîîáùåíèÿ.

http://raphael.math.uic.edu/~jeremy/crypt/
cgi-bin/magic-gateway.cgi

Èãðà, ñâÿçàííàÿ ñ ðàñøèôðîâêîé ïîä-
ñòàíîâî÷íîãî êîäà.

http://www.cut-the-knot.com/do_you_know/
permutation.html

Ïåðåñòàíîâêè êîíå÷íîãî íàáîðà.
Îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðû, àïïëåò, âîï-

ðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè.

http://www.ms.uky.edu/~mai/java/stat/
brmo.html

Àïïëåò «Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå».
Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ òî÷êè íà

ïëîñêîñòè è ïðÿìîé. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè
óòâåðæäàåò, ÷òî òî÷êà ïðè ýòîì ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 óéäåò îò íà÷àëà êîîðäèíàò ñêîëü
óãîäíî äàëåêî, òî åñòü äàëüøå ëþáîãî íà-
ïåðåä çàäàííîãî ðàññòîÿíèÿ. Êðîìå òîãî,
îíà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âåðíåòñÿ â íà÷àëî
êîîðäèíàò, íî âðåìÿ, êîòîðîå äëÿ ýòîãî
ïîòðåáóåòñÿ, ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
(òî÷íåå � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîãî
âðåìåíè ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè).

Åùå îäèí èíòåðåñíûé âûâîä ñâÿçàí
ñ òåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè âåçäå íåïðå-
ðûâíà, íî íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà.

2. ÑÞÆÅÒÛ,
ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÊÐÈÏÒÎËÎÃÈÅÉ

http://www.math.fau.edu/Richman/Liberal/
caesar-f.htm

Àïïëåò
«Øèôð Öåçàðÿ».

Þëèé Öå-
çàðü äëÿ çàøèô-
ðîâêè ñîîáùåíèé
èñïîëüçîâàë öèê-
ëè÷åñêèé ñäâèã
áóêâû ïî àëôàâè-
òó íà 3 ïîçèöèè,
íî â îáîáùåííîì
âàðèàíòå ìîæíî
ñäâèãàòü è íà äðó-
ãîå êîëè÷åñòâî
ïîçèöèé.
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Èâàíîâ Ñ.Ã.

Èâàíîâ Ñåðãåé Ãåîðãèåâè÷,
ìåòîäèñò Öåíòðà
ïðîôåññèîíàëüíîãî îáíîâëåíèÿ
«Èíôîðìàòèçàöèÿ îáðàçîâàíèÿ».

http: / /math .ucsd .edu/~crypto / java /
EARLYCIPHERS/RectTran.html

Àïïëåò, äåìîíñòðèðóþùèé ïðîöåññ
âçëîìà ïåðåñòàíîâî÷íîãî êîäà.

http://www.ugrad.cs.jhu.edu/~russell/
classes/enigma/

Àïïëåò, äåìîíñòðèðóþùèé ðàáîòó
øèôðîâàëüíîé ìàøèíû Enigma, êîòîðóþ
èñïîëüçîâàëè â íåìåöêîé àðìèè ñ íà÷àëà
20-õ ãîäîâ äî ñåðåäèíû 40-õ.

Ïðèâåäåíû ññûëêè, ïîçâîëÿþùèå
ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïðèíöèïàìè ðàáîòû ìà-
øèíû, ñ èñòîðèåé åå ñîçäàíèÿ.


