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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ãåîìåòðè÷åñêèå ãîëîâîëîìêè ÿâëÿ-
þòñÿ èãðîâûìè ôîðìàìè â ïðåïîäàâàíèè
ãåîìåòðèè: ôàêòû ïëàíèìåòðèè èëè ñòå-
ðåîìåòðèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ìàòåðèàëüíîé
ôîðìå, è ó÷åíèê äîëæåí ñîçäàòü èç îò-
äåëüíûõ ÷àñòåé íåêèé áîëåå èëè ìåíåå çíà-
êîìûé åìó îáðàç. Çàäà÷è ðåøåíèÿ ãîëî-
âîëîìîê, õîòü ôîðìàëüíî è íå îòíîñÿòñÿ
ê ãåîìåòðèè, íî áëàãîäàðÿ ïðèñóòñòâóþ-

ùåìó â íèõ âûçîâó «ñî-
çäàòü öåëîå èç ÷àñòåé»,
îáëàäàþò ñèëüíîé ìîòè-
âàöèåé.

Ìåíåå ðàñïðîñòðà-
íåíû ãîëîâîëîìêè îò-
êðûòîãî òèïà, â êîòîðûõ
ó÷åíèê äîëæåí ñîñòàâèòü
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ
ôèãóð èëè äàæå ñàìîñòî-
ÿòåëüíî ïðèäóìàòü êàê
ìîæíî áîëüøå òàêèõ ôèãóð èç èìåþùèõ-
ñÿ ÷àñòåé. Òàêîãî ðîäà çàäà÷è ñïîñîáñòâó-
þò ðàçâèòèþ ìûøëåíèÿ è òâîð÷åñêîé äåÿ-
òåëüíîñòè, èëè áîëåå òî÷íî: ðàáîòà ñ òà-
êèìè ãîëîâîëîìêàìè ñîçäàåò áëàãîïðèÿò-
íóþ ïî÷âó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îòêðûòîãî
òèïà â áóäóùåì.

Áîëåå òðóäíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñî-
çäàíèÿ íîâûõ ãîëîâîëîìîê: íàïðèìåð, ó÷å-

íèê äîëæåí ñîçäàòü èç êóáèêîâ òàêèå òåëà,
èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü íîâûé êóá.
Ïðèìåðîì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ
êóáèêè Ñîìà, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòà-
âèòü êóá ðàçìåðîì 3õ3õ3.

Â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ îáúåìíûõ
ãîëîâîëîìîê â ïðåïîäàâàíèè ãåîìåòðèè
î÷åíü áûñòðî ïðîÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî âûáîð áàçîâûõ «ñòðî-
èòåëüíûõ ýëåìåíòîâ» äëÿ ñîçäàíèÿ ãîëî-
âîëîìîê î÷åíü íåâåëèê, êðîìå òîãî, ïðàê-
òè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìàòåðèàëüíûõ òåë íà
ñîñòàâíûå ÷àñòè åäâà ëè ðåàëèçóåìî ïî
÷èñòî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì.

Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ êîíñò-
ðóèðîâàíèå òàêèõ ãîëîâîëîìîê âîçìîæ-
íî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ èíñòðóìåí-
òîâ, ïðèìåíåííûõ â ïðåïîäàâàíèè ñòåðåî-
ìåòðèè (Schumann 1995/1998). Òàêèå èí-

ñòðóìåíòû äîëæíû ïðå-
äîñòàâëÿòü âîçìîæíîñòü
èçîáðàæåíèÿ íà ýêðàíå
÷àñòåé òåëà, åãî ðàçëè÷-
íûõ ñå÷åíèé è îáåñïå-
÷èâàòü ìàíèïóëÿöèè èìè.
Ìû èñïîëüçóåì äâå ôîð-
ìû ïðåäñòàâëåíèÿ ãîëî-
âîëîìîê: ýêðàííîå (ïðè
êîòîðîì ó÷åíèê, ïîëüçó-

×àñòè áîëüøå, ÷åì öåëîå...
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ÿñü ìûøüþ, ñîáèðàåò ôèãóðó èç îòäåëü-
íûõ ÷àñòåé), è ìàòåðèàëüíóþ (êîòîðàÿ
ñòðîèòñÿ èç ïîâåðõíîñòåé, âîññòàíàâëè-
âàåìûõ ïî èçîáðàæåíèþ êàðêàñà). Ýëå-
ìåíòû ãîëîâîëîìêè ìîãóò áûòü ïîïàðíî
êîíãðóýíòíûìè òåëàìè èëè, â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå, ÷àñòÿìè, ïîëó÷àåìûìè ñ ïîìîùüþ
ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ.

Äåÿòåëüíîñòü ó÷åíèêà ïîñëå ñîçäà-
íèÿ òàêîé ãîëîâîëîìêè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì.

Îí â ïàðå ñ òîâàðèùåì ñîçäàåò íà
ýêðàíå èç çàäàííîãî òåëà ãîëîâîëîìêó; äà-
ëåå îíè îáúÿñíÿþò íà äåìîíñòðàöèîííîì
êîìïüþòåðå, êàê îíè ïîëó÷èëè ýòó ãîëîâî-
ëîìêó, è îïèñûâàþò åå ýëåìåíòû. Îíè ñòà-
âÿò ïåðåä ñâîèìè ïàðòíåðàìè çàäà÷ó-ãîëîâî-
ëîìêó, ïîäãîòàâëèâàþò åå êàðêàñíóþ ôîðìó,
îïèñûâàþò è ðàññ÷èòûâàþò åå ñîñòàâíûå
÷àñòè è ôîðìóëèðóþò äîìàøíåå çàäàíèå.

Êðîìå ñâÿçàííîé ñ ðàçðàáîòêîé ãî-
ëîâîëîìîê òðåíèðîâêè îïåðèðîâàíèÿ
îáúåìíûìè òåëàìè, â òâîð÷åñòâå ðàçâèâà-
åòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå âîîáðàæåíèå (â
äàííîì ñëó÷àå ñïîñîáíîñòü âèçóàëèçèðî-
âàòü è èçó÷àòü ïðîñòðàíñòâåííûå îòíîøå-
íèÿ), à òàêæå óìåíèå îïèñûâàòü è ðàññ÷è-
òûâàòü ïðîñòðàíñòâåííûå òåëà.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû
KORPERGEOMETRIE (Bauer è äð., 1999)
ìû ïîêàæåì íà ïðèìåðå ïðàâèëüíîãî òåò-
ðàýäðà, êàê ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü ãîëî-
âîëîìêè.

ÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÍÈÅ ÃÎËÎÂÎËÎÌÎÊ
ÈÇ ÏÐÀÂÈËÜÍÎÃÎ ÒÅÒÐÀÝÄÐÀ

Íà÷íåì ñ ñîçäàíèÿ ãîëîâîëîìêè èç
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì a, íàïðè-
ìåð, a = 10 cì (ðèñóíîê 1.1), ñ ïîìîùüþ

Ðèñóíîê 1.1 Ðèñóíîê 2.1

Ðèñóíîê 2.2

Ðèñóíîê 2.3

Ðèñóíîê 2.4
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ïðîèçâîëüíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî è äâóõ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñå÷åíèé (ðè-
ñóíîê 2.1). Ñîñòàâíûå ÷àñòè ãîëîâîëîìêè
ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 2.2. Ïåðåñòàâëÿÿ ÷à-
ñòè ãîëîâîëîìêè â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿä-
êå, ïîëó÷àåì åå ýêðàííîå ïðåäñòàâëåíèå
(ðèñóíîê 2.3). ×òîáû ñîñòàâèòü ïðàâèëü-
íûé òåòðàýäð, íóæíî óìåòü îïðåäåëÿòü,
êàêèå ãðàíè ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, ïðè
ýòîì âåñü íàáîð ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü íà-
ïîäîáèå òåàòðàëüíîé ñöåíû, ðàññìàòðèâàÿ
åãî â ðàçíûõ ðàêóðñàõ (ðèñóíîê 2.4). Îò-
ñþäà àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àþòñÿ êàðêàñû
âñåõ ÷àñòåé ãîëîâîëîìêè (ðèñóíîê 2.5),
íà îñíîâå êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû ñî-
çäàòü ãîëîâîëîìêè èç êàêèõ-òî ðåàëüíûõ
ìàòåðèàëîâ. Âïðî÷åì ðåøåíèå òàêèõ ãî-
ëîâîëîìîê ãîðàçäî áîëåå òðóäîåìêî.

Äàëåå ìû áóäåì êîíñòðóèðîâàòü ãî-
ëîâîëîìêè, ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóÿ ñå-
÷åíèÿ òåòðàýäðà. Íà÷íåì ñ ðàçðåçàíèÿ åãî
ïîïîëàì (ðèñóíîê 3.1). Êîìáèíèðóÿ òðè
òàêèõ ñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñíî-
âàíèþ è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âûñîòó òåòðà-
ýäðà, ìû ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå (ðèñóíîê
3.2). «Âçðûâíîå ïðåäñòàâëåíèå» ïîêàçà-
íî íà ðèñóíêå 3.3. Ðèñóíîê 3.4 ïîêàçûâà-
åò âèä ñíèçó. Ãîëîâîëîìêà (ðèñóíîê 3.5)
ñîñòîèò èç 6 òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä, êàæ-
äûå äâå èç êîòîðûõ ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî ïëîñêîñòè.

Äëèíû ðåáåð ïèðàìèä:

aaaaa
a

3

3
,

2

3
,;

6

3
,

3

3
,

2
 (çàäàíèå äëÿ

÷èòàòåëÿ: êàêèì îòðåçêàì â êàðêàñå ñîîò-

Ðèñóíîê 2.5

Ðèñóíîê 3.1 Ðèñóíîê 3.2

Ðèñóíîê 3.3 Ðèñóíîê 3.4

Ðèñóíîê 3.5

âåòñòâóþò ýòè äëèíû). Ýòó ãîëîâîëîìêó
ðåøèòü îñîáåííî ëåãêî. Õîòÿ ìíîãèå ñå-
÷åíèÿ êîíãðóýíòíû äðóã äðóãó, íèêàêèõ
òðóäíîñòåé íå âîçíèêàåò. Ñêîìáèíèðóåì
òåïåðü äâà ñå÷åíèÿ, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷å-
ðåç ðåáðà òåòðàýäðà è, â îòëè÷èå îò ïðå-
äûäóùåãî ñëó÷àÿ, íå ïåðïåíäèêóëÿðíû îñ-
íîâàíèþ. Âûáåðåì âàðèàíò, êîãäà ïîëó-
÷àþòñÿ òîëüêî êîíãðóýíòíûå ÷àñòè (ðèñóí-
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êè 4.1, 4.2). Ðàçâåðòêà îäíîé èç ÷åòûðåõ
ïèðàìèä, èìåþùèõ ïî äâå ïàðû ðåáåð îäè-
íàêîâîé äëèíû, ïîêàçàíà íà ðèñ 4.3; îíà
ñîñòîèò èç äâóõ ïàð ïðÿìîóãîëüíûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ. Õîðîøåå óïðàæíåíèå äëÿ ðàç-
âèòèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ � âîñ-
ñòàíîâèòü ìûñëåííî ïèðàìèäó èç ðàçâåð-
òêè. Äëèíû ðåáåð òàêîé ïèðàìèäû:

.
2

2
,

2
,

2

3
, a

a
aa  Îáúåì îäíîé èç ÷åòûðåõ

ïèðàìèä, îáðàçóþùèõ äâå ñèììåòðè÷íûå
ïàðû, ðàâåí ÷åòâåðòè îáúåìà ïðàâèëüíî-

ãî òåòðàýäðà, òî åñòü 3

48

2
a . Ãîëîâîëîìêà

ýòà ñàìà ïî ñåáå íå ñëîæíà (ðèñóíîê 4.4).
Îíà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü åùå òðè âûïóê-
ëûõ òåëà.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ, ïðî-
õîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ðåáåð (ðèñóíîê
5.1). Ïðîâåäÿ ýòè ñå÷åíèÿ è ðàçäåëèâ ÷àñ-
òè, ïîëó÷àåì êîíãðóýíòíûå òåëà â ôîðìå
êëèíà (ðèñóíîê 5.2), êîòîðûå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü, âðàùàÿ êàðòèíó (ðèñóíîê 5.3).
Ðàçâåðòêà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5.4.

Äëèíû âûñòóïàþùèõ ðåáåð: , a
a

2
. Èíòå-

ðåñíî, ÷òî ñîåäèíåíèå ÷àñòåé ãîëîâîëîì-
êè â åå ìàòåðèàëüíîé ôîðìå ïîðîæäàåò
ñîáñòâåííî ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó. Âû íå-
ïðîèçâîëüíî ïîëó÷àåòå íåâûïóêëîå òåëî
(ðèñóíîê 5.5). Âàðèàíò ãîëîâîëîìêè ïî-
ëó÷àåòñÿ, åñëè ðàçðåçàòü êëèíüÿ ïîïîëàì
(ðèñóíîê 6.1). Êàðêàñ èç ÷åòûðåõ íåñèì-
ìåòðè÷íûõ êëèíüåâ ïîêàçàí íà ðèñóíêå
6.2 è ò.ä.. Ýòà ãîëîâîëîìêà åùå ñëîæíåå,
÷åì ïðåäûäóùàÿ.

Ðèñóíîê 4.1 Ðèñóíîê 4.2

Ðèñóíîê 4.3

Ðèñóíîê 4.4

Ðèñóíîê 5.1

Ðèñóíîê 5.2

Ðèñóíîê 5.3
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Êîìáèíàöèÿ äâóõ ñå÷åíèé, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç ñåðåäèíû ðåáåð (ðè-
ñóíîê 7.1), äàåò ÷åòûðå êîíãðóýíòíûå
÷åòûðåõóãîëüíûå ïèðàìèäû, ó êîòîðûõ
îñíîâàíèå � ýòî ïàðàëëåëîãðàìì ñ óã-
ëîì 60î, à áîêîâûå ãðàíè � äâå ïàðû

Ðèñóíîê 5.4

Ðèñóíîê 5.5

Ðèñóíîê 6.1

Ðèñóíîê 6.2

òðåóãîëüíèêîâ (äâà ðàâíîñòîðîííèõ è
äâà ïðÿìîóãîëüíûõ) (ðèñóíîê 7.2). Ñèì-
ìåòðè÷íûé êàðêàñ ÷àñòåé ïîêàçàí íà ðè-
ñóíêå 7.3. Ñîñòàâèòü òåòðàýäð èç îòäåëü-
íûõ ÷àñòåé (ðèñóíîê 7.4 ) äîñòàòî÷íî
ñëîæíî.

Ðèñóíîê 7.1

Ðèñóíîê 7.2

Ðèñóíîê 7.3

Ðèñóíîê 7.4
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Åñëè ïðîâåñòè òðè ñå÷åíèÿ ÷åðåç
ñåðåäèíû ðåáåð (ðèñóíîê 8.1), òî ïîëó-
÷èì ãîëîâîëîìêó, ñîñòîÿùóþ èç ÷åòûðåõ
íåïðàâèëüíûõ òåòðàýäðîâ è ÷åòûðåõ êîí-
ãðóýíòíûõ øåñòèãðàííèêîâ ñ òðåóãîëüíû-
ìè ãðàíÿìè (ðèñóíîê 8.2). Êàæäûé èç òåò-
ðàýäðîâ èìååò â îñíîâàíèè ïðàâèëüíûé
òðåóãîëüíèê (ñì. êàðêàñ íà ðèñóíêå 8.3)

ñ ðåáðîì 
2

a
, à áîêîâûå ãðàíè � êîíãðó-

ýíòíûå ïðÿìîóãîëüíûå ðàâíîáåäðåííûå

òðåóãîëüíèêè ñ êàòåòàìè a

4

2
. Êàæäûé

èç øåñòèãðàííèêîâ (ðèñóíîê 8.4) ìîæíî
ðàçëîæèòü íà ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåá-

ðîì 
2

a
 è îïèñàííûé âûøå òåòðàýäð, êàð-

êàñ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êàðêàñà øå-
ñòèãðàííèêà.

Êîìáèíèðóÿ ñå÷åíèÿ ÷åðåç ðåáðî ñ
ñå÷åíèåì ÷åðåç ñåðåäèíó ðåáðà (ðèñóíîê
9.1), ïîëó÷àåì ãîëîâîëîìêó, ñîñòîÿùóþ èç
äâóõ ïàð êëèíîîáðàçíûõ ÷àñòåé îáúåìîì
â ÷åòâåðòü îáúåìà òåòðàýäðà (ðèñóíîê 9.2).
×àñòè ãîëîâîëîìêè ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü,
ðàçðåçàâ ïîïîëàì ÷àñòè òåòðàýäðà íà ðè-
ñóíêå 5.2. Ýëåìåíò ãîëîâîëîìêè èìååò íî-
âóþ ôîðìó; åãî êàðêàñ ïîêàçàí íà ðèñó-
íîê 9.3 è ò.ä.. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ãî-
ëîâîëîìêó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðàâèëü-
íîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì à (ðèñóíîê 10.1).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âîñüìèãðàííèê ñ

ðåáðîì 
2

a
, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ðàç-

ðåçàåòñÿ íà äâå ÷åòûðåõóãîëüíûå ïèðàìè-
äû. «Âçðûâíîå» èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëå-
íî íà ðèñóíêàõ 10.2 è 10.3.

Ðèñóíîê 8.1

Ðèñóíîê 8.3

Ðèñóíîê 8.4

Ðèñóíîê 9.1

Ðèñóíîê 9.2

Ðèñóíîê 9.3

Ðèñóíîê 8.2
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Êîíñòðóèðîâàíèå ãîëîâîëîìîê â ïðåïîäàâàíèè ñòåðåîìåòðèè

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òàê æå, êàê èç òåò-
ðàýäðà, èíòåðåñíûå ãîëî-
âîëîìêè ìîæíî ñîçäàòü èç
äðóãèõ òåë, èñïîëüçóÿ êîì-
ïüþòåðíûå èíñòðóìåíòû.
Õîòÿ â ïå÷àòíîé ñòàòüå íå-
âîçìîæíî ïåðåäàòü âñþ
äèíàìèêó ñîçäàíèÿ ãîëîâî-
ëîìîê, òåì íå ìåíåå, î÷å-
âèäíî, ÷òî íîâàÿ ñðåäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì èí-
ñòðóìåíòîì äëÿ ïðåïîäàâà-
íèÿ ñòåðåîìåòðèè.

Ðèñóíîê 10.1

Ðèñóíîê 10.2

Ðèñóíîê 10.3
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