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Öåïíûå äðîáè

Â ýòîì íîìåðå  ìû ïðåäñòàâëÿåì ñòàòüþ Ñ.Ñ. Ëàâðîâà î öåïíûõ (íåïðåðûâíûõ)
äðîáÿõ. Íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä êàçàëîñü, ÷òî òåîðèÿ ÷èñåë � ýòî âíóòðåííÿÿ îáëàñòü
ìàòåìàòèêè, äàëåêàÿ îò ïðèëîæåíèé. Ìíîãèå êðàñèâûå èäåè òåîðèè ÷èñåë, åùå 50 ëåò
íàçàä ïðèâëåêàâøèå âñåîáùåå âíèìàíèå, ïåðåñòàëè ïîïàäàòü íà ñòðàíèöû íàó÷íî-ïîïó-
ëÿðíûõ èçäàíèé. Òàêàÿ ó÷àñòü ïîñòèãëà è òåîðèþ öåïíûõ äðîáåé. Íî âîò, áóêâàëüíî â
ïîñëåäíèå ãîäû, ìàññîâûé èíòåðåñ ê òåîðèè ÷èñåë âîçðîäèëñÿ âíîâü. Ïðîèçîøëî ýòî â
ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì êðèïòîãðàôèè. Ïîÿâèëèñü íîâûå òåðìèíû: «ýëåêòðîííàÿ ïîäïèñü»,
«ýëåêòðîííûå äåíüãè». Â îñíîâå  èõ ñóùåñòâîâàíèÿ  ëåæàò àëãîðèòìû è òåîðåìû
òåîðèè ÷èñåë.

Ïóáëèêóåìàÿ ñòàòüÿ íå ñâÿçàíà íàïðÿìóþ ñ êðèïòîãðàôèåé, íî, êàê çíàòü, íå
ñòàíóò ëè èçëîæåííûå â íåé èäåè êëþ÷îì ê ïðîáëåìàì êðèïòîãðàôèè. Ïåðâàÿ ÷àñòü
äàííîé ñòàòüè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé  êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè öåïíûõ äðîáåé,
êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó êëàññè÷åñêèõ âîïðîñîâ òåîðèè ÷èñåë. Âòîðàÿ ÷àñòü èçëàãà-
åò áîëåå ñïåöèàëüíûå è íå î÷åíü ïðîñòûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ðàöèîíàëüíûìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ÷òåíèþ ýòîé ñòàòüè ìû ñîâåòóåì ïîçíàêîìèòüñÿ ñî
ñòàòüåé «Àëãîðèòìû íàä öåëûìè ÷èñëàìè» (Â.À. Ïåòðîâ, Ñ.Í. Ïîçäíÿêîâ, «Àëãîðèòìû
íàä öåëûìè ÷èñëàìè», Êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåíòû â îáðàçîâàíèè, ¹ 1, 1999 ã.).

ÖÅÏÍÛÅ ÄÐÎÁÈ

Ëàâðîâ Ñâÿòîñëàâ Ñåðãååâè÷

Òåìà ýòîãî ýòþäà îòíþäü íå íîâà �
åþ çàíèìàëñÿ åùå Ýéëåð, à àëãîðèòì
ïðåîáðàçîâàíèÿ îáû÷íîé äðîáè â öåïíóþ
íè÷åì ïî ñóòè íå îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà Åâ-
êëèäà ïî ïîèñêó ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë (ìíîãî÷ëå-
íîâ è ò.ï.). Ñ òåìàòèêîé æóðíàëà îíà ñâÿçàíà:
� êàê íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ïðèëîæåíèé
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû (õîòÿ íà äåëå çà
êîìïüþòåð òðóäèëñÿ ÿ ñàì, êîå-÷òî ïðî-
äóáëèðîâàâ äëÿ êîíòðîëÿ íà «Ïàñêàëå»),
� êàê íå ñëèøêîì ïîïóëÿðíûé, íî äîñòà-
òî÷íî ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðà-
öèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé.

Êðîìå òîãî, ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è
íà êîìïüþòåðå íà÷èíàåòñÿ íå ñ íàïèñà-
íèÿ àëãîðèòìà èëè ïðîãðàììû, à ñ óòî÷-

íåíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ñ ïîèñêà äîñòà-
òî÷íî õîðîøåãî � ïðàâèëüíîãî è ýêîíîì-
íîãî � ìåòîäà åå ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ïðèåìû, íà-
ïðàâëÿþùèå è îðãàíèçóþùèå ïîèñê, ÷àñ-
òî íàçûâàåìûå ýâðèñòèêàìè. Ó êàæäîãî
èññëåäîâàòåëÿ îíè ñâîè � òî, ÷òî ïîìîãà-
åò îäíîìó, ìîæåò ìåøàòü äðóãîìó è äàæå
ðàçäðàæàòü åãî. Òåì íå ìåíåå, àâòîð ïî-
ïûòàëñÿ íà ýòîì ïðèìåðå ïåðåäàòü ìëàä-
øèì ïîêîëåíèÿì íåêîòîðóþ ÷àñòü ñîá-
ñòâåííîãî çàïàñà ýâðèñòèê â îáëàñòè íå-
÷åòêî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Ñèìâîëàìè «NB!» ïîìå÷åíû ìåñòà,
ãäå ó àâòîðà âîçíèêàëè ñîìíåíèÿ, íàìåò-
êè íà áóäóùåå, íàìåêè ÷èòàòåëþ è ò. ï.
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Îñòàòîê ÖÄ � ýòî
rk=[ak; bk+1/ak+1 +,..., bn/an]

äëÿ ÖÄ (1) èëè
rk=[ak; bk+1/ak+1 +,...]

äëÿ ÖÄ (2) ñ òåìè æå îãðàíè÷åíèÿìè íà k.

Íà ëþáîé îòðåçîê
sk=[a0; b1/a1 +,..., bk/ak]

äðîáè (1) èëè (2) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà
ôóíêöèþ åå ýëåìåíòîâ a0, b1, a1, ... , bk, ak.
Çàâèñèìîñòü ýòîé ôóíêöèè îò åå àðãóìåí-
òîâ âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç àðèôìåòè-
÷åñêèå îïåðàöèè. Åñëè èçáàâèòüñÿ â ýòîì
âûðàæåíèè îò «ìíîãîýòàæíûõ» äðîáåé, òî
ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå
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â êîòîðîì p è q � ýòî ìíîãî÷ëåíû îò a0,
b1, a1, ... , bk, ak, îïðåäåëÿåìûå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå îäíîçíà÷íî.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
p�1 = 1, q�1 = 0, p0 = a0, q0 = 1. (3)

Òîãäà 
1

1
01
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b
as += , òàê ÷òî ñïðàâåä-

ëèâû òîæäåñòâà
p1 = a1 p0 + b1 p�1 è q1 = a1 q0 + b1 q�1.
Ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íûå çàâèñèìî-

ñòè pk = ak pk�1 + bk pk�2, qk = ak qk�1 + bk qk�2
ïîçâîëÿþò ñòðîèòü pk è qk ïðè ëþáîì çíà-
÷åíèè k (äëÿ êîíå÷íîé äðîáè (1) � ïðè
k ≤ n). Áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâó ô âìåñ-
òî ëþáîé èç áóêâ p èëè q.

1. ÝËÅÌÅÍÒÛ
ÎÁÙÅÉ ÒÅÎÐÈÈ

Öåïíàÿ äðîáü (ÖÄ) ìîæåò áûòü êî-
íå÷íîé (n-÷ëåííîé èëè n-çâåííîé)
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Ëèíåéíàÿ çàïèñü ÖÄ, èñïîëüçîâàí-
íàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (1) è (2), âïåðâûå áûëà
ïðåäëîæåíà Ðîäæåðñîì (ñì. ññûëêó â [4]).
Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, íàïðè-
ìåð, ñ k = 2, èçâåñòåí îáùèé âèä ÷àñòíûõ
÷èñëèòåëåé bk è ÷àñòíûõ çíàìåíàòåëåé ak
ÖÄ, òî ìîæíî, ñëåäóÿ Ïðèíñãåéìó (òàì
æå), ïðèáåãíóòü ê êîìïàêòíîìó îáîçíà÷å-
íèþ

∞
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êóäà ýòîò îáùèé âèä âêëþ÷åí ÿâíî. Åñëè
bk è ak � ýòî ïðîñòî ñèìâîëû èëè âûðàæå-
íèÿ, íå ñîäåðæàùèå äðîáíîé ÷åðòû, òî â
îáîçíà÷åíèÿõ Ðîäæåðñà-Ïðèíñãåéìà ìîæ-
íî ïðÿìóþ äðîáíóþ ÷åðòó çàìåíèòü êî-
ñîé:

[ ],.../,/; 22110 ++ ababa

×àñòî ñ÷èòàþò, ÷òî âñå ýëåìåíòû ak
è bk ÖÄ ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå è, êàê
ïðàâèëî, öåëûå çíà÷åíèÿ ñ bn íå êðàòíûì
an äëÿ äðîáè (1). Â îáùåì æå ñëó÷àå ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü ÖÄ ñ ýëåìåíòàìè ëþáîé
ïðèðîäû.

Îòðåçîê ÖÄ � ýòî

[ ]kkk ababas /,...,/; 110 += ,

ãäå 0 ≤ k è äëÿ ÖÄ (1) k ≤ n.
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NB! ×èòàòü åå óäîáíî êàê «êóïå».
Ýòî ïîçâîëèò îáîéòèñü îä-

íîé ôîðìóëîé
ôk = ak ôk�1 + bk ôk�2 (4)

âìåñòî äâóõ ïðåäûäóùèõ (åå p- è q- âàðè-
àíòîâ).

Ïóñòü ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî
âïëîòü äî íåêîòîðîãî k. Âîñïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå ak + bk+1/ak+1 âìå-
ñòî ak â sk ïîñëåäíåå ïîñëå óñòðàíåíèÿ
èçáûòî÷íîé ýòàæíîñòè ïåðåõîäèò â sk+1.
Ïðåîáðàçóÿ âûðàæåíèÿ (4), ïîëó÷èì:

ôk+1 = (ak + bk+1/ak+1)ôk�1 + bkôk�2 =

= ôk + bk+1ôk�1/ak+1,
îòêóäà
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Ýòî îáîñíîâûâàåò âîçìîæíîñòü
ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèÿìè (4) ïðè k, óâå-
ëè÷åííîì íà 1, à ïî èíäóêöèè � ïðè ëþ-
áîì k.

Âòîðîå èç âûðàæåíèé (4) (åãî q-âà-
ðèàíò) ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïðè
ïîëîæèòåëüíûõ ak è bk âñå qk ïîëîæèòåëü-
íû è ÷òî ïðè öåëûõ ak ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{qk} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

Äðîáè pk/qk, ïîñòðîåííûå òàêèì ñïî-
ñîáîì, íàçûâàþòñÿ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè
äëÿ ÖÄ (1) èëè (2), à ñàì ñïîñîá � êàíîíè-
÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ïîäõîäÿùèõ äðî-
áåé.

Èç òåõ æå âûðàæåíèé (4) ñëåäóåò
pkqk�1 � qkpk�1 = bk(pk�2qk�1 � qk�2pk�1) =

= �bk(pk�1qk�2 � qk�1pk�2),

à ïîñêîëüêó p0q�1 � q0p�1 = �1, òî

pkqk�1 � qkpk�1 = (�1)k�1bk ... b1. (5)
Äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé íà qkqk�1 äàåò

âàæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè:

sk � sk�1 = (�1)k�1bk ... b1/qkqk�1 (6)
äëÿ âñåõ k > 0.

Èç (6) âûòåêàåò, ÷òî ïðè öåëûõ è
äëÿ k > 0 ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòàõ bk è ak
â ñóììå s0 + (s1 � s0) + ... + (sn � sn�1) = sn
çíàêè ÷ëåíîâ ÷åðåäóþòñÿ, à àáñîëþòíûå
âåëè÷èíû � óáûâàþò, ïðè÷åì äëÿ áåñêî-
íå÷íîé ÖÄ (2) èìååò ìåñòî |sn � sn�1| → ∞
ïðè n → ∞. Ïîýòîìó äëÿ òàêîé äðîáè ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñõî-

äèòñÿ ê ïðåäåëó, íàçûâàåìîìó çíà÷åíèåì
ýòîé äðîáè.

Åñëè íå òðåáîâàòü, ÷òîáû ak áûëè
öåëûìè, òî îíè ìîãóò áûòü íàñòîëüêî ìàëû,
÷òî çíàìåíàòåëè qk âîçðàñòàþò ìåäëåííî
(èëè íå âîçðàñòàþò âîîáùå), à ðàçíîñòè
(6) ìåäëåííî óáûâàþò (èëè âîâñå íå óáû-
âàþò), è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} íå ñõî-
äèòñÿ. Äëÿ ðàçíîñòåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
÷åðåç îäíó èìååì:
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Èç âñåãî ïîëó÷åííîãî âèäíî, ÷òî ïðè
óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ÷ëåíîâ {sn} îáå ìîíî-
òîííû è ïåðâàÿ � âîçðàñòàÿ, âòîðàÿ � óáû-
âàÿ, äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ñëå-
äîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç íèõ èìååò ïðåäåë,
íî ýòè ïðåäåëû íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü.

2. ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÖÅÏÍÛÕ ÄÐÎÁÅÉ

Îäíî èç ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé öåïíîé äðîáè � ýòî îäíîâðåìåííîå
óìíîæåíèå òðåõ åå ýëåìåíòîâ: bk, ak è bk+1
íà îòëè÷íûé îò íóëÿ ìíîæèòåëü ck (èëè
ïðîñòî c). ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì íà c óìíî-
æàåòñÿ âåñü îñòàòîê rk, à çíà÷åíèå äðîáè
bk/rk, êàê è âñåé ÖÄ, íå èçìåíÿåòñÿ.

Êîìáèíèðóÿ òàêèå ëîêàëüíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (ìàñøòàáèðîâàíèÿ), ìîæíî
èçìåíèòü êðóïíûå ó÷àñòêè ÖÄ èëè äàæå
âñþ åå öåëèêîì. Âîçüìåì, íàïðèìåð, â êà-
÷åñòâå c1 âåëè÷èíó 1/b1. Ïîëó÷èì:

b1' = 1, a1' = a1/b1, b2' = b2/b1.
Äàëåå, c2 = b1/b2 äàñò b2' ' = 1,

a2' = a2b1/b2, b3' = b3b1/b2.
Çàòåì ïðè c3 = b2/b3b1 ïîëó÷èì

b3'' = 1, a3' = a3b2/b3b1, b4' = b4b2/b3b1. Äëÿ êî-
íå÷íîé ÖÄ ýòîò ïðîöåññ ãëîáàëüíîé íîð-
ìèðîâêè (ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòíûõ ÷èñëè-
òåëåé bk â bk'' = 1) îáîðâåòñÿ íà çíà÷åíèÿõ
bn'' = 1, an' = an fn, ãäå
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(ïîñëåäíèé ÷ëåí êàê â ÷èñëèòåëå, òàê è â
çíàìåíàòåëå äðîáè fn � ýòî b1 èëè b2 ñ
èíäåêñîì òîé æå ÷åòíîñòè, ÷òî è ó ïåðâî-
ãî). Äëÿ áåñêîíå÷íîé ÖÄ îáùèé âèä fn �
òîò æå, íî ïðîöåññ íîðìèðîâêè äëèòñÿ
íåîãðàíè÷åííî äîëãî.

Öåïíûå äðîáè ñ bk = 1 äëÿ âñåõ k
íàçûâàþò îáûêíîâåííûìè.

NB! Äëÿ äðîáåé ñ îòëè÷íûìè îò
1 çíà÷åíèÿìè ýëåìåíòîâ âåðõ-
íåãî óðîâíÿ bκ ïîäîøëî áû íà-
çâàíèå «âîçâûøåííûå» âìåñòî

òðóäíî÷èòàåìîãî «íå îáûêíîâåííûå».
Ó Õèí÷èíà â [1], êàê è âî ìíîãèõ

äðóãèõ êíèãàõ, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî
òàêèå Ö.Ä. Õîâàíñêèé ([4]) ïèøåò ïî ýòî-
ìó ïîâîäó: «Ëàãðàíæ äàæå óòâåðæäàë, ÷òî
âñå îñòàëüíûå öåïíûå äðîáè ÿâëÿþòñÿ
ïî÷òè ÷òî ÷èñòûì êóðüåçîì, òàê êàê èõ
ëåãêî ïðèâåñòè ê îáûêíîâåííûì öåïíûì
äðîáÿì. Íî òàêîå ïðèâåäåíèå âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ñèëüíî óñëîæíÿåò äðîáü, è ïîýòî-
ìó âûñêàçûâàíèå Ëàãðàíæà íåëüçÿ ñ÷èòàòü
ïðàâèëüíûì».

NB! Çà ýòèì ìíåíèåì ñòîèò îïûò
äâóõ âåêîâ.

Äëÿ îáûêíîâåííîé öåï-
íîé äðîáè çàâèñèìîñòè (4) óï-
ðîùàþòñÿ:

ôk = ak ôk�1 + ôk�2, (7)
õîòÿ è íå î÷åíü ñóùåñòâåííî. Ñîîòíîøå-
íèÿ (5) è (6) òàêæå ïðèíèìàþò ÷óòü áîëåå
ïðîñòîé âèä:

pkqk�1 � qkpk�1 = (�1)k�1 (8)
è

sk � sk�1 = (�1)k�1/qkqk�1. (9)
Ïðè öåëûõ aκ äëÿ îáûêíîâåííîé ÖÄ

èç (8) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî îáùèé äåëèòåëü
pk è qk (à òàêæå ôk è ôk�1) äîëæåí áûòü
äåëèòåëåì è ïðàâîé ÷àñòè, òî åñòü ìîæåò
áûòü ðàâåí òîëüêî 1 � ïîäõîäÿùèå äðîáè
â èõ êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè (êàê è
îòíîøåíèÿ èõ ñîñåäíèõ ÷èñëèòåëåé èëè
çíàìåíàòåëåé) íåñîêðàòèìû.

Ïðåîáðàçîâàíèå ñæàòèÿ ÖÄ � ñî-
êðàùåíèå ñîâîêóïíîñòè åå çâåíüåâ � èñ-
ïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {s0, s1, ... si,...} ïîä-
õîäÿùèõ äðîáåé ìû õîòèì ñîõðàíèòü òîëü-

êî ÷ëåíû ...    ,...,,
10 0 kiii ssss =

Çàâèñèìîñòè (4) ïîçâîëÿþò âû÷èñ-
ëèòü ôk ïî ôk�1 è ôk�2, ÷òî ìû èçîáðàçèì

óíèâåðñàëüíîé ñõåìîé kkk ôôô a12 , −− . Åå

÷àñòíûå ñëó÷àè áóäóò ïîñòîÿííî âñòðå÷àòü-
ñÿ íèæå. Òåïåðü âìåñòî íèõ ìû õîòèì ðàñ-
ïîëàãàòü çàâèñèìîñòÿìè

21
''

−−
+=

kkk ikiki ôbôaô (10)

(ñõåìàòè÷åñêè 
kkk iii ôôô a

12
,

−− ).

Ïåðâûé ýòàï. Èìååì 101, ôôô a−

(çíà÷åíèÿ (3) ñòàíäàðòíû â ìèðå öåïíûõ

äðîáåé), 210 , ôôô a , ÷òî â ñî÷åòàíèè ñ
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ïðåäûäóùåé ñõåìîé äàåò 201, ôôô a− .

Äåéñòâóÿ òàê, äîéäåì äî çàâèñèìîñòè

101, iôôô a− . Êàæäûé ðàç âûðàæåíèå âèäà

21 jj bôaô +  ïîäñòàâëÿëîñü â ïîäîáíîå åìó

âìåñòî îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì äðó-

ãàÿ ïåðåìåííàÿ ñîâïàäàëà ñ 
1j

ô  èëè 
2j

ô .

Ïîýòîìó âñå ýòè ñõåìû îòðàæàþò çàâèñè-
ìîñòè òðåáóåìîãî âèäà (10). Íà ýòîì ïåð-
âûé ýòàï ñæàòèÿ çàâåðøåí.

Âòîðîé è ñëåäóþùèé ýòàïû. Âåëè-

÷èíû ô0, 1j
ô  è

2j
ô  (à â îáùåì ñëó÷àå �

1−ki
ô ,

ki
ô  è 

1+ki
ô ) çàíèìàþò ìåñòî ô�1, ô0 è

1i
ô , ñîîòâåòñòâåííî. Íà÷èíàåì ñ òîãî, ÷òî

çàâèñèìîñòü 
101, iôôô a−  ðàçðåøàåì îò-

íîñèòåëüíî ô�1: 10 1
, −ôôô i a  è íàéäåííîå

âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿåì â 101 1
, −− iôôô a .

Ýòî äàåò åùå îäíó ñõåìó âû÷èñëåíèÿ 11−iô :

10 11
, −ii ôôô a .

Èñêëþ÷åíèå íåíóæíûõ çàâèñèìîñòåé
ïðîèñõîäèò òàê æå, êàê íà ïåðâîì ýòàïå.

Ïîäðîáíåå: 11 111
, +− iii ôôô a  ïåðåõîäèò â

10 11
, +ii ôôô a  (çäåñü-òî è ïîòðåáîâàëàñü

àëüòåðíàòèâíàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ 11−iô ),

11 11
, +− iii ôôô

i
a  � â 20 11

, +ii ôôô a , è ò. ä.

âïëîòü äî 
21

,0 ii ôôô a .

NB! Â ðàçäåëå 6 ìû ïðèìåíèì ýòîò
àëãîðèòì ê èíòåðåñíîìó êîíêðåò-
íîìó ñëó÷àþ.

Åñëè ÷àñòíûé ÷èñëèòåëü bk+1
ïî êàêîé-òî ïðè÷èíå îêàçàëñÿ íóëåì, òî
ïðè aκ ≠ 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÖÄ êîíå÷íà �
bk/ak ñòàíîâèòñÿ åå ïîñëåäíèì çâåíîì. Ñëó-
÷àé, êîãäà ak = 0 ïðè bk ≠ 0 ìîæíî íàçâàòü
äûðîé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòíûõ çíà-
ìåíàòåëåé. Çàêðûòü ýòó äûðó íåñëîæíî.

Èç 
11

11
/0 ++

−− +
+=

kk

k
kk

rb

b
ar ,

ãäå rk+1 = ak+1 + bk+2 / rk+2, ñëåäóåò:

2

12
1111

/
)/(

+

++
++−− ++=

k

kkk
kkkkk

r

bbb
babar ,

òàê ÷òî ìîæíî ïðèíÿòü:
a'k�1 = ak�1 + bkak+1/bk+1,

b'k = bkbk+2/bk+1, r'k = rk+2.
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

ïîñëå çàøòîïûâàíèÿ äûðû íóìåðàöèÿ ýëå-
ìåíòîâ ÖÄ, íà÷èíàÿ ñ ak, ñäâèãàåòñÿ íà 2
â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ. Ëîêàëüíîå ìàñø-
òàáèðîâàíèå ïîçâîëèëî áû ñäåëàòü ïîëó-
÷åííûå ôîðìóëû ÷óòü ìåíåå ãðîìîçäêè-
ìè. À äëÿ îáûêíîâåííîé ÖÄ îíè è ñàìè
ïî ñåáå íåñëîæíû:

a'k�1 = ak�1 + ak+1, b'k = 1
(êàê è ïîëîæåíî), ñäâèã íóìåðàöèè � òîò æå.

Êàê è âñå ïðåäûäóùèå, ýòî ïðåîá-
ðàçîâàíèå îáðàòèìî � äûðû ìîæíî íå
òîëüêî çàòûêàòü, íî è ïðîáèâàòü. Èíîãäà
ýòî ïîëåçíî, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýëåìåíòîâ ÖÄ ñòàíîâèòñÿ íà âèä áîëåå ðå-
ãóëÿðíîé.

3. ÏÎÉÄÈ ÒÓÄÀ � ÍÅ ÇÍÀÞ ÊÓÄÀ...
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Ëàâðîâ Ñ.Ñ.

Ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå çíàìåíèòî-
ãî ÷èñëà e = 2.718281828... (îñíîâàíèÿ
íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ) â öåïíóþ äðîáü

e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, ...] (11)
(òî÷íåå, åãî íà÷àëî) âîçíèêàåò ïðè ïðè-
ìåíåíèè àëãîðèòìà Åâêëèäà, íàïðèìåð, ê
ïàðå ÷èñåë (2718281828, 1000000000).

NB! Ïðîáèâàíèå äûðû â íà÷àëü-
íîì ýëåìåíòå ïðåîáðàçóåò
äðîáü â [1; 0, 1, 1, 2, 1, 1, 4, 1,
1, ...]. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ýëåìåíòîâ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ áîëåå ðåãó-
ëÿðíîé.

Îñòàòîê ñòàòüè ïîñâÿùåí ïîèñêàì
ðàçëîæåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî (11), äëÿ ïîêà-
çàòåëüíîé ôóíêöèè exp(x) = ex, èíà÷å íà-
çûâàåìîé ýêñïîíåíòîé.

NB! Àíàëîãèÿ � ïîíÿòèå ðàñïëûâ-
÷àòîå. Îíà, êàê ìû óáåäèìñÿ, íå
äîëæíà áûòü ïîâåðõíîñòíîé, êàê
â ïîïûòêàõ íàéòè ðóññêóþ çàìå-

íó: «ïîêàçàòåëüíèöà», «ïîêàçàòåëüøà»,
«ïîêàçóõà», «ïîêàçàíòà»... äëÿ òåðìèíà
«ýêñïîíåíòà».

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì:

∑∞

=
=

mk

k
xkfkfm ))(()()(S

äëÿ ñõîäÿùèõñÿ (èëè ôîðìàëüíûõ,
åñëè ñõîäèìîñòü íåñóùåñòâåííà) ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ, êîýôôèöèåíòû f(k) êîòîðûõ
íå çàâèñÿò îò x. Äëÿ ôîðìàëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ðÿäîâ ïðèìåíèìû ñëåäóþùèå
ïðàâèëà:

S (m ) f (k )=xS(m�1 ) f (k+1)
(ïðàâèëî ñäâèãà èíäåêñàöèè) è

S (m ) f (k )= f (m )xm+S(m+1) f (k )
(ïðàâèëî âûäåëåíèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà).

Èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû
â ñòåïåííîé ðÿä

∑∞

=
=

0
)!/()exp(

k

k kxx

çàïèøåòñÿ â âèäå exp(x)=S(0)(1/k! ). Ïî-
ñòðîèì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ öåïíîé
äðîáè [a0; a1, ... aκ, ...], ãäå ëþáîé ýëåìåíò
aκ � ýòî ëèáî öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
ëèáî èìååò íåêîòîðûé èíîé âèä.

NB! Èäåÿ, ÷òî â çàäà÷å î ðàçëîæå-
íèè ñòåïåííîãî ðÿäà â öåïíóþ
äðîáü ýëåìåíòû ìîãóò áûòü öåëûìè
÷èñëàìè, íå ñëèøêîì îáîñíîâàíà.

«Íåêîòîðûé èíîé âèä» � ýòî, íà-
ïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû îò u=1/x  ñ ðàöèî-
íàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (íåïîëíûå ÷à-
ñòíûå), âîçíèêàþùèå ïðè ïðèìåíåíèè àë-
ãîðèòìà Åâêëèäà ê ñòåïåííûì ðÿäàì.

4. ÍÀËÅÂÎ ÏÎÉÄÅØÜ...

 Áëèæàéøàÿ
öåëü � íàìåòèòü ìå-
òîä è ñîçäàòü áàçó äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ îáùåãî
âèäà ÷ëåíîâ.

Èç èñõîäíîãî
ðÿäà S(0)(1/k! )  âû-
äåëÿåòñÿ íà÷àëüíûé
(íóëåâîé) ýëåìåíò

a0=x0/0!=1 è îñòàòîê S(1)(1/k! ) . ×òî-
áû ïîäâåñòè ýòè îïåðàöèè ïîä îáùóþ ñõå-
ìó äåéñòâèé ñ ÖÄ, ïðèìåì, ÷òî ìû èìåëè

äåëî ñ äðîáüþ 
1

)!/1)(0( kS
, è ïðèíÿëè çà

íà÷àëüíûé ýëåìåíò åå öåëóþ ÷àñòü. Îñòà-
òîê ïîñëå âûäåëåíèÿ ýòîé ÷àñòè ñëåäóåò
îáðàòèòü (ïîìåíÿòü ìåñòàìè ÷èñëèòåëü ñî
çíàìåíàòåëåì), ÷òîáû ïîëó÷èòü î÷åðåäíóþ
èëè òåêóùóþ äðîáü, ïîäâåðãàåìóþ òàêèì
æå äåéñòâèÿì. Âçãëÿä íà âûðàæåíèå (11) è
íåêîòîðûé îïûò ïî ðàçëîæåíèþ â öåïíûå
äðîáè ÷èñåë âèäà exp(r), ãäå r � ðàöèîíàëü-
íî, äàþò îñíîâàíèå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïî-
äîáíûå øàãè îáúåäèíÿþòñÿ â ñåðèè ïî òðè
øàãà â êàæäîé. Òàê îíî è îêàæåòñÿ.

NB! Åñëè î÷åíü ê ýòîìó ñòðå-
ìèòüñÿ.

×èñëèòåëè äðîáåé, îáðàáà-
òûâàåìûõ â m-é ñåðèè, îáîçíà-

÷èì pm, qm è rm, à ïîëó÷àåìûå ýëåìåíòû
ÖÄ � am, bm è cm.

Òàêèì îáðàçîì, ó äðîáè, èç êîòî-
ðîé ïðåäñòîèò âûäåëèòü î÷åðåäíîé ýëåìåíò
íà ïåðâîì ùàãå ïåðâîé ñåðèè, ÷èñëèòåëü p1
� ýòî 1, à çíàìåíàòåëü q1 � ýòî S(1)(1/k!).

Íà êàæäîì øàãå, íåçàâèñèìî îò åãî
íîìåðà â ñåðèè, áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ
ñòðàòåãèè, êîòîðóþ ïîäðîáíî îáúÿñíèì íà
ïðèìåðå ïåðâîé ñåðèè.

Ñòàðøèé ÷ëåí ÷èñëèòåëÿ p1 ñîâïà-
äàåò ñ ñàìèì ÷èñëèòåëåì, à ñòàðøèé ÷ëåí
çíàìåíàòåëÿ q1 � ýòî x. Îòíîøåíèå a=1/x
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ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ñòàíîâèòñÿ êàíäèäàòîì íà
ðîëü î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ÖÄ, à êàíäèäà-
òîì íà ðîëü îñòàòêà r1 � ðÿä

p1�aq1=1�(1/x)S(1)(1/k!)=

=1�S(0)(1/(k+1)!)=�S(1)(1/(k+1)!)
(â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàíî ñíà÷àëà ïðà-
âèëî ñäâèãà, à ïîòîì ïðàâèëî âûäåëåíèÿ
ïåðâîãî ÷ëåíà). Ýòîò êàíäèäàò íåïðèåì-
ëåì èç-çà åãî çíàêà. Ìîæíî áûëî áû ðàñ-
ñìîòðåòü è òàêîé âàðèàíò, íî ýòî øëî áû
âðàçðåç ñ îáû÷íûì îãðàíè÷åíèåì íà çíà-
êè ýëåìåíòîâ (ñì. [1]).

NB! Òåì íå ìåíåå, ïðîéäÿ íå-
êîòîðûé îòðåçîê íàìå÷åííîãî
ïóòè, ìû â ðàçäåëå 7 âåðíåìñÿ
íà ýòó ðàçâèëêó.

Ïîýòîìó óìåíüøèì ýëåìåíò íà 1,
ïðèíÿâ a1=1/x�1. Ñëåäóþùèé øàã èñïîë-
íèì íàä äðîáüþ ñ ÷èñëèòåëåì q1 è ñî çíà-
ìåíàòåëåì r1=p1�a1q1 èëè (íåîáõîäèìûå
âû÷èñëåíèÿ óæå ÷àñòè÷íî âûïîëíåíû)

r1 = 1�(1/x�1)S(1)(1/k!) =

= 1�(1/x)(x+S(2)(1/k!))+S(1)(1/k!)=

= S(1)(1/k!�1/(k+1)!) =

= S(1)(k/(k+1)!).
Âûáîð â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ýëå-

ìåíòà îòíîøåíèÿ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ q1 è r1,
ðàâíîãî 2, ñíîâà ïðèâåë áû ê ïîÿâëåíèþ
îòðèöàòåëüíîãî îñòàòêà. Ïîýòîìó ïðèìåì
b1=1 è ïîëó÷èì òàêóþ ñëåäóþùóþ äðîáü:

p2 = q1�b1r1=S(1)(1/k!�k/(k+1)!) =

= S(1)(1/(k+1)!).
Ýòî çíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ çíàìåíàòå-

ëåì î÷åðåäíîé äðîáè (äëÿ òðåòüåãî øàãà
ñåðèè) ïðè ÷èñëèòåëå r1. Çäåñü âûáîð c1 = 1
ê îñëîæíåíèÿì íå ïðèâîäèò, òàê êàê çíà-
÷åíèå

q2 = r1�c1p2 =

= S(1)(k/(k+1)!�1/(k+1)!) =

= S(1)((k�1)/(k+1)!) =

= S(2)((k�1)/(k+1)!)
ïîëîæèòåëüíî. Ïîÿâëåíèå ñóììû S(m)f(k)
c íóëåâûì ïåðâûì ÷ëåíîì f(m) õàðàêòåð-
íî äëÿ ïîñëåäíåãî øàãà ñåðèè.

NB! À ïî÷åìó òîëüêî äëÿ ïîñ-
ëåäíåãî?

Â ñëåäóþùåé ñåðèè âñå
ñîáûòèÿ ïîâòîðÿþòñÿ. Íå óãëóá-

ëÿÿñü â ïîäðîáíîñòè, ìû ïîëó÷àåì:
a2=3/x�1,
r2 = p2�a2q2 = S(1)((k�1)k/(k+2)!)=

= S(2)((k�1)k/(k+2)!),

b2 = 1, p3 = q2�b2r2 =

= S(2)(2(k�1)/(k+2)!),

c2 = 1, q3 = r2�c2p3 =

= S(2)((k�2)(k�1)/(k+2)!).
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî m óñòàíîâëå-

íî, ÷òî
am = (2m�1)/x �1, bm = cm = 1, (12)

rm = S(m)(k!/((k�m)!(k+m)!)), (13)

pm = S(m)(m(k�1)!/((k�m)!(k+m)!)), (14)

qm = S(m+1)((k�1)!/((k�m�1)!(k+m)!))=

= xS(m)(k!/((k�m)!(k+m+1)!)). (15)
Äîêàæåì, ÷òî ýòè âûðàæåíèÿ ñîõðà-

íÿþò ñèëó ïðè çàìåíå m íà m+1. Ñòàðøèå
÷ëåíû pm è qm � ýòî

m!xm/(2m)! è m!xm+1/(2m+1)!,
èõ îòíîøåíèå (êàíäèäàò íà ðîëü am+1) ðàâ-
íî (2m+1)/x. Íà ðîëü pm+1 ïðåòåíäóåò âå-
ëè÷èíà

pm�((2m+1)/x)qm =

= S(m)((k�1)!/((k�m)!(k+m+1)!)*

*((m(k+m+1)�(2m+1)k))) =

= S(m)((k�1)!/((k�m)!(k+m+1)!)*

*(m+1)(m�k)) < 0.
Ïðåòåíçèè íåîáîñíîâàíû (çíàê îñ-

òàòêà íå òîò), ïîýòîìó ïîëîæèì
am+1 = (2m+1)/x �1

è äîáàâèì (ñïåðåäè) ñëàãàåìîå qm ê âû-
÷èñëåííîìó çíà÷åíèþ:

rm+1 = S(m+1)((k�1)!/

((k�m)!(k+m+1)!)(k�m)*

*(k+m+1�m�1)) =

= S(m+1)(k!/((k�m�1)!(k+m+1)!)).
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Îòíîøåíèå ñòàðøèõ ÷ëåíîâ qm è
rm+1 ðàâíî 2, íî âåëè÷èíà qm�2rm+1 âíîâü
îòðèöàòåëüíà, ÷òî çàñòàâëÿåò âçÿòü bm+1 = 1,
à ýòî ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

pm+1 = qm�rm+1 =

= S(m+1)((k�1)!/((k�m�1)!(k+m)!)�k!/

((k�m�1)!(k+m+1)!)) =

= S(m+1)((k�1)!/((k�m�1)!(k+m+1)!)).
Íàêîíåö, ïîëîæèâ cm+1 = 1, ïðèäåì

ê ôîðìóëå:
qm+1 = rm+1�pm+1 = S(m+1)((k�m�1)*

*(k�1)!)/((k�m�1)!(k+m+1)!)=

= S(m+2)((k�1)!/((k�m�2)!(k+m+1)!))
(ìû ñíà÷àëà îòáðîñèëè íóëåâîé íà÷àëü-
íûé ÷ëåí, à â ÷ëåíàõ äëÿ k > m + 1 ñîêðà-
òèëè äðîáü íà k�m�1).

Ìàòåðèàë äëÿ áàçû èíäóêöèè ó íàñ
áûë íàêîïëåí ñ èçáûòêîì, è ôîðìóëû (12),
(13), (14) è (15) ìîæíî ñ÷èòàòü ñïðàâåä-
ëèâûìè äëÿ ëþáîãî m.

5. ÏÎÄÕÎÄßÙÈÅ ÄÐÎÁÈ
(ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß)

Â ýòîì ðàçäåëå
âåðíåìñÿ ê îáîçíà÷åíè-
ÿì ai äëÿ ýëåìåíòîâ ÖÄ,
à pi è qi áóäóò îáîçíà-
÷àòü ÷èñëèòåëè è çíàìå-
íàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðî-

áåé. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ÖÄ � ýòî ëèíåé-

íûå ìíîãî÷ëåíû îò u=1/x ñ öåëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè (â íàøåì ïðèìåðå äâå
òðåòè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñâîäèòñÿ ê êîí-
ñòàíòàì 1), òî è pi è qi áóäóò ìíîãî÷ëåíà-
ìè, ñòåïåíü êîòîðûõ óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1
÷åðåç êàæäûå òðè øàãà ïî i.

Â òàáëèöå 1 ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ýòè
ìíîãî÷ëåíû ïðåäñòàâëåíû ñïèñêàìè ñâî-
èõ êîýôôèöèåíòîâ, òàê ÷òî, íàïðèìåð,
a1=q1=u�1, p1=u .

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
ïîäõîäÿùèå äðîáè ñ íîìåðàìè, êðàòíûìè
òðåì. Îíè ïðåäøåñòâóþò òåì, ãäå ñòåïåíü
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè âîçðàñòàåò,
ïîýòîìó èìåííî äëÿ íèõ îòíîñèòåëüíàÿ ïî-
ãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðè óæå äîñòèã-
íóòîé ñòåïåíè äîëæíà áûòü îñîáåííî ìàëà.

NB! Êðîìå òîãî, ñèììåòðèÿ
îáû÷íî íå òîëüêî ïðèÿòíà, íî
è ïîëåçíà. Â äàííîì ñëó÷àå òåì,
÷òî q m ( x ) = p m ( � x ) , ãäå
m=[ ( i+2) /3 ] , òàê ÷òî ñ òî÷-

íîñòüþ äî çíàêà ìû èìååì äåëî ëèøü ñ
îäíèì íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ.

i ai pi qi

0 1 1 1
1 1, -1 1,0 1, -1
2 1 1,1 1, 0
3 1 2,1 2, -1
4 3, -1 6, 2,0 6, -4, 1
5 1 6, 4,1 6, -2, 0
6 1 12, 6,1 12, -6, 1
7 5, -1 60, 24, 3,0 60, -36, 9, -1
8 1 60, 36, 9,1 60, -24, 3, 0
9 1 120, 60, 12,1 120, -60, 12, -1

10 7, -1 840, 360, 60, 4,0 840, -480, 120, -16, 1
11 1 840, 480, 120, 16,1 840, -360, 60, -4, 0
12 1 1680, 840, 180, 20,1 1680, -840, 180, -20, 1
13 9, -1 15120, 6720, 1260, 120, 5,0 15120, -8400, 2100, -300, 25, -1
14 1 15120, 8400, 2100, 300, 25,1 15120, -6720, 1260, -120, 5, 0
15 1 30240, 15120, 3360, 420, 30,1 30240, -15120, 3360, -420, 30, -1

Òàáëèöà 1
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Òàáëèöà 2 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû íå-
êîòîðûõ âû÷èñëåíèé.

NB! Çíà÷åíèå 1.6487212707 ñîâïà-
äàåò ñ exp(0.5) âïëîòü äî ïîñëå-
äíåãî çíàêà. Îäíàêî, çíà÷åíèÿ ïðè
x = 0.5 íîðìèðîâàííûõ äåëåíèåì

íà êîýôôèöèåíò 2m(2m�1)!! ïðè ñòàðøåì
÷ëåíå ìíîãî÷ëåíîâ pm (5-é ñòîëáåö) ïðè-
áëèæàþòñÿ ê exp(x/2) äîâîëüíî ìåäëåííî.

Äëÿ èëëþñòðàöèè òîãî, ÷òî ïîäõîäÿ-
ùèå äðîáè îïðàâäûâàþò ñâîå íàçâàíèå:
ðåçóëüòàò äåëåíèÿ ïîëèíîìà p3 íà q3 � ýòî
îòðåçîê ñòåïåííîãî ðÿäà ñ êîýôôèöèåí-
òàìè: 1, 1, 1/2, 1/6, 1/24, 1/120, 1/720 è
1/4800 (âìåñòî 1/5040, ÷òî äàåò îøèáêó â
ñòàðøåì ÷ëåíå x7/100800, áëèçêóþ ê ïîë-
íîé ôàêòè÷åñêîé îøèáêå ïðè x = 1). Òà-
êèì îáðàçîì, íàáîð èç ÷åòûðåõ êîýôôè-
öèåíòîâ (èç íèõ ëèøü òðè íåçàâèñèìû)
îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêóþ
òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ, ÷åì íàáîð èç ñåìè
êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííîãî ðÿäà.

6. ÍÀÏÐÀÂÎ ÏÎÉÄÅØÜ ...

Íàêîïëåííûé
ìàòåðèàë ïîäñêàçû-
âàåò îáùèé âèä êî-
ýôôèöèåíòîâ ìíî-
ãî÷ëåíîâ pm è qm äëÿ
âûäåëåííûõ âûøå
îñîáî ñòðîê ñ íîìå-
ðàìè i = 3m:

∑ =
−

−
−=

m

j

jm
m u

jmj

jm
up

0 )!(!

)!2(
)(

(â âûðàæåíèè äëÿ qm òå æå êîýôôèöèåíòû
ñòîÿò ïðè (�u)m�j). Òàáëèöà 1 èçîáèëóåò
ïðèìåðàìè, à íåñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî
îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Ìîæíî îáíàðóæèòü ñëåäóþùóþ ñâÿçü
ìåæäó òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìíîãî-
÷ëåíàìè pm:

ôm(u)=(4m�2)uôm�1(u)+ôm�2(u) .
Îíà ïîçâîëÿåò, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèé

p0 = q0 = 1, p1(u) = 2u + 1, q1(u) = 2u � 1, çà-
èìñòâîâàííûõ èç òàáëèöû 1, ïîëó÷èòü çíà-
÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ pm è
qm äëÿ m > 1 ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòåé (7)
ïðè am = (4m � 2)u.

NB! Îãîð÷àåò îäíî: íåâîçìîæíî ïðè-
ìåíèòü ýòè æå çàâèñèìîñòè äëÿ m = 1 ïðè
ñòàíäàðòíûõ çíà÷åíèÿõ p�1 è q�1 � ïîñëå-
äíåå íàäî çàìåíèòü íà q�1 = �1. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èçìåíåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ âíåñòè
è â èíâàðèàíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (5) è (6).
Êàê íè íåçíà÷èòåëüíû ýòè èçìåíåíèÿ, îíè
ìåøàþò ïðèçíàòü äðîáè pm/qm ïîäõîäÿùè-
ìè â ñòðîãîì ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (à «íå-
ñòðîãèé ñìûñë» � ýòî òî æå, ÷òî «ãîðüêèé
ñàõàð»).

Íî âûõîä åñòü � ìîæíî ñîõðàíèòü
èç òàáëèöû 1 òîëüêî ñòðîêè i0 = 0, i1 = 3,...
i5 = 15, â êîòîðûõ ìû çàèíòåðåñîâàíû, íå
óòðà÷èâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ ïîäõîäÿùèõ äðî-
áåé èõ îïðåäåëåíèþ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò
ïðîâåñòè ñæàòèå ÖÄ òàê, êàê ýòî áûëî

m pm(1) qm(1) pm(1)/qm(1) p'm(1) q'm(1) pm(0.5)/qm(0.5)
 0  1  1 1.0 1.0 1.0 1
 1  3  1 3.0 1.5 0.5 1.67
 2  19  7 2.7142857143 1.58 0.58 1.6486
 3  193  71 2.7183098592 1.608 0.592 1.6487214
 4  2721  1001 2.7182817183 1.620 0.596 1.648721271
 5  49171  8089 2.7182818287 1.6260 0.5982 1.6487212707

Òàáëèöà 2
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îïèñàíî â ðàçäåëå 2. Ïîñòðîèì íåîáõî-
äèìûå çàâèñèìîñòè, ðóêîâîäñòâóÿñü äàí-
íûìè òàì ñõåìàìè.

ô1=a 1ô 0+ô �1,

ô2=ô 1+ô 0=(a1+1)ô0+ô �1,

ô 3=ô2+ô1=(2a 1+1)ô0+2ô �1,

ô �1=1 /2ô 3� (a 1+1 /2)ô 0,

ô 2=1 /2ô 3+1 /2ô 0,

ô4=a4ô3+ô2=(a4+1/2)ô3+1/2ô0,

ô 5=ô4+ô 3=(a 4+3/2)ô 3+1/2ô0,

ô 6=ô 5+ô4=2(a 4+1)ô 3+ô 0.
Âñå ïîñëåäóþùèå ãðóïïû øàãîâ èñ-

ïîëíÿþòñÿ ïî îäíîé îáùåé ñõåìå:
ô3 i�6=ô3 i�2(a 3 i�2+1)ô3 i�3,

ô3 i�1=1/2ô3 i+1/2ô3 i�3,

ô3 i+1=a3 i+1ô3 i+ô3 i�1=

=(a3 i+1+1/2)ô3 i+1/2ô 3 i�3,

ô3 i+2=ô3 i+1+ô3 i=

=(a3 i+1+3/2)ô3 i+1/2ô 3 i�3,

ô3i+3=ô3i+2+ô3i+1=2(a3i+1+1)ô3i+ô3i�3,
ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîé óñòàíàâëèâàåòñÿ
ïî èíäóêöèè.

Ñîõðàíèòü èç âñåõ ýòèõ ôîðìóë íå-
îáõîäèìî òîëüêî ñëåäóþùèå:

ô 3=(2a 1+1)ô0+2ô �1,
èëè, ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ a1 (ñì. òàáëèöó 1),

ô 3= (2u�1)ô 0+2ô �1, (16)
è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i>1:
ô3 i=2(a 3 i�2+1)ô3 i�1+ô3 i�2,

êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì îáùåãî âûðàæåíèÿ:
a 3 i �2= (2 i�1 )u�1

äëÿ âåëè÷èíû, âõîäÿùåé â êîýôôèöèåíò
ïðè ô3i, ïðèíèìàåò âèä:

ô3 i=(4 i�2)uô3 i�3+ô3 i�6,  i>1.
Â ôîðìóëå (16) êîýôôèöèåíò ïðè

ïîñëåäíåì ÷ëåíå îòëè÷åí îò 1, òîãäà êàê
â (17) îí ðàâåí 1. Òàêèì îáðàçîì ÖÄ äëÿ
exp(x) â öåëîì îêàçûâàåòñÿ «âîçâûøåí-
íîé», ïóñòü èç-çà îäíîãî åäèíñòâåííîãî
çâåíà. Íà åìêîé çàïèñè ýòî îòðàçèòñÿ òàê:

∞









+−+−

=
2

/)24(

1
,

)1/2(

2
;1)exp(

xkx
x   . (18)

Íî èç íåå ìîæíî âûäåëèòü îáûêíî-
âåííóþ ÷àñòü

∞−−=− 2]/)24(,1/2;0[2/)1)(exp( xkxx   .(19)

Ïîëåçíî óáåäèòüñÿ (âûáîðî÷íî), ÷òî
ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç òàáëè-
öû 1 âû÷èñëÿþòñÿ èìåííî ïî ýòèì ôîð-
ìóëàì, íàïðèìåð,
q3=2u�1=

=(2(u�1)+1)·1+0=(2a1+1)q0+q�1,

q12=1680u4�840u3+180u2�20u+1=

=14u(120u3�60u2+12u�1)+(12u2�6u+1)

=2(2·3+1)q9+q6.

7. ÏÐßÌÎ ÏÎÉÄÅØÜ...

Ñòðîêè òàáëèöû 1 ñ íîìåðàìè 3m � 1
è 3m ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè äâà øàãà â êàæ-
äîé ñåðèè óõîäÿò íà áîðüáó ñ îïðîìåò÷è-
âûì ðåøåíèåì ïî àíàëîãèè, ïðèíÿòûì íà
øàãå 3m � 2.

Ìû íàìåêíóëè â ðàçäåëå 3, ÷òî ïðè
ðàçëîæåíèè â ÖÄ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, à òî÷-
íåå � äðîáåé, ó êîòîðûõ â ÷èñëèòåëå è
çíàìåíàòåëå ñòîÿò òàêèå ðÿäû, ñëåäîâàëî
áû ïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ (ãîäÿùèìñÿ è äëÿ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ), à íå ìàëîâðàçóìèòåëüíîé êîìáè-
íàöèåé ýòîãî àëãîðèòìà ñ àëãîðèòìîì äëÿ
öåëûõ ÷èñåë. Îïðåäåëÿåìûé ýëåìåíò ÖÄ
� ýòî íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëè-
òåëÿ î÷åðåäíîé äðîáè íà åå çíàìåíàòåëü.
Ïðîãðåññ îïðåäåëÿåòñÿ íå çíàêàìè êî-
ýôôèöèåíòîâ, à ñòåïåíüþ ýòèõ ÷ëåíîâ. Â
÷èñëèòåëå ñëåäóåò ó÷åñòü ñòîëüêî íà÷àëü-
íûõ ÷ëåíîâ (îáû÷íî äâà), ñêîëüêî òðåáó-
åòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñòàòêà ñî ñòåïåíüþ,
íà åäèíèöó ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ.

Ïðîöåññ ÷àñòî ñàì ïî ñåáå ðåãóëÿ-
ðèçóåòñÿ � â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàòêîâ
íå÷åòíûå ðÿäû íà÷èíàþò ÷åðåäîâàòüñÿ ñ
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÷åòíûìè. Òîãäà èç-çà îáíóëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòà âòîðîé ÷ëåí ýëåìåíòà ÖÄ ñòàíî-
âèòñÿ «íåâèäèìûì». Êðîìå òîãî, æåëàòåëü-
íî, ÷òîáû ïîäîáíàÿ äðîáü âîçíèêàëà â
çàäà÷å áîëåå åñòåñòâåííî, ÷åì â ðàçäåëå
4, ãäå çà íà÷àëüíóþ áûëà âçÿòà äðîáü ñî
çíàìåíàòåëåì åäèíèöà.

Âñå ýòî ìîæíî íàáëþäàòü íà ïðèìå-
ðå ðàçëîæåíèÿ â ÖÄ ôóíêöèè exp(x), ïðåä-
ñòàâëåííîé â âèäå îòíîøåíèÿ r0/r1, ãäå
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Âîçíèêàåò ÖÄ:
exp(x) = [1; u�1/2, 12u, 5u, 28u, 9u, ...

... a2j = 4(4j�1)u, a2j+1=(4j+1)u...], (20)
íå ñòîëü èçÿùíàÿ, (aκ=(4k�2)u  äëÿ k>1),
êàê îæèäàëîñü â êîíöå ðàçäåëà 5. Íî îíà
ïîðîæäàåò òó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõî-
äÿùèõ äðîáåé, ê êîòîðîé ìû òàì ñòðåìè-
ëèñü (ëèøü ñ ÷óòü èíîé íîðìèðîâêîé ÷èñ-
ëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáåé ñ íå÷åòíûìè
íîìåðàìè), è èçáàâëÿåò îò âñåõ óïîìÿíó-
òûõ íåïðèÿòíîñòåé. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ
íîðìèðîâàòü ýòó äðîáü, ïðåæäå âñåãî «âîç-
âûñèâ» åå çàïèñü:
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uuuuu
x ,

à çàòåì âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííîé x è ñäå-
ëàòü áîëåå ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîýôôèöèåíòîâ.

NB! Ïðîãðàììèñòó íå âñåãäà
ïðîòèâîïîêàçàíî ãíàòüñÿ ñðàçó
çà äâóìÿ çàéöàìè, íî è îñòî-
ðîæíîñòü òîæå íå áûâàåò èç-

ëèøíåé.

Äëÿ ýòîãî íàäî ïðèìåíèòü òàêóþ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæèòåëåé: c1=2x (ê b1,
a1 è b2), c 2=x /2 (ê íîâîìó b2, a2 è b3),
c3=2x ,  c 4=x /2 , ...

Ïîëó÷èì:
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Ýòî ðàçëîæåíèå ïîðîæäàåò ñëåäóþ-
ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðî-
áåé
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Îíà çíàêîìà íàì ïî âûáîðêå èç òàá-
ëèöû 1, õîòÿ è ñ îáðàòíûì, ÷òî åñòåñòâåí-
íî, ïîðÿäêîì êîýôôèöèåíòîâ.

Ïî÷òè òàêîå æå, íî íåäîíîðìèðî-
âàííîå, ðàçëîæåíèå (18) ýêñïîíåíòû â ÖÄ
íàøëîñü â ðåçóëüòàòå òðóäîâ, íå âïîëíå
ïðàâåäíûõ, ëèøü â êîíöå ðàçäåëà 6.

Åãî ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü èç (20) â
ðåçóëüòàòå ãëîáàëüíîé íîðìèðîâêè (ñì.
ðàçäåë 2) ñ c 2 i�1=2 , c 2 i=1/2 . Âïðî÷åì,
çäåñü òåðìèí «íîðìèðîâêà» íå âïîëíå
óìåñòåí. Îí áîëüøå ïîäõîäèò ê âàðèàíòó
ñ c2 i�1=1/2, c2 i=2, êîãäà ÖÄ (18) ïðåîá-
ðàçóåòñÿ â (20).

ÝÏÈËÎÃ

Â [3, ñòàòüÿ «Öåïíàÿ äðîáü»] ñêàçà-
íî, ÷òî åùå Ë. Ýéëåðó â 1737 ã. áûëî èçâå-
ñòíî ðàçëîæåíèå (â îáîçíà÷åíèÿõ èç [1]):

[ ] [ ]∞==−
24,1;0,1,1,6,1;0

2

1
2-k  ... 4 0   

e

(êàê, ïî-âèäèìîìó, è ðàçëîæåíèå (19), ÷à-
ñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî îíî ÿâëÿåòñÿ).

Ñïóñòÿ äâà âåêà ýòîò ðåçóëüòàò ñòàë â
÷èñëå ìíîãèõ ïðî÷èõ äîñòîÿíèåì øèðîêî-
ãî êðóãà ìàòåìàòèêîâ, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâó-
åò ïðåâîñõîäíàÿ êíèãà À.Í. Õîâàíñêîãî [4].

Íî â îáà ýòè èñòî÷íèêà àâòîð óäî-
ñóæèëñÿ çàãëÿíóòü óæå ïîñëå òîãî, êàê âñå
îïèñàííîå â ðàçäåëå 4 áûëî ïðîäåëàíî è
òàáëèöà 1 ïîñòðîåíà. Âûõîä èç îãîð÷è-
òåëüíîãî ïîëîæåíèÿ, èçëîæåííûé âî âòî-
ðîé ÷àñòè ðàçäåëà 6, è âåñü ðàçäåë 7 òîëü-
êî òîãäà è âîçíèêëè.
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Ëàâðîâ Ñ.Ñ.

NB! Ïðîãðàììèñò! Íèêîãäà íå
âåðü òîìó, ÷òî òâîÿ ïðîãðàììà,
ïîñëå òîãî êàê îíà «çàðàáîòàëà
ïðàâèëüíî» � ýòî âåðõ ñîâåðøåí-
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