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Ïîñòðîåíèå ôðàêòàëîâ

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÔÐÀÊÒÀËÎÂ

Êðîíèí Ãðèãîðèé Âàäèìîâè÷

Ýòà ñòàòüÿ çíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ èí-
òåðåñíûìè ïðèìåðàìè òàê íàçûâàåìûõ
ôðàêòàëîâ � ìíîæåñòâ, èìåþùèõ óäèâè-
òåëüíóþ ñòðóêòóðó. Îäèí âçãëÿä íà èõ èçîá-
ðàæåíèå ìîæåò äîñòàâèòü ýñòåòè÷åñêîå
óäîâîëüñòâèå, à ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà
íàñòîëüêî èíòåðåñíû, ÷òî ñòàëè òîë÷êîì
äëÿ íàïèñàíèÿ ìíîãèõ êíèã è ñòàòåé â ñå-
ðüåçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ
æóðíàëàõ.

Íà÷íåì ñ ñàìîãî, ïîæàëóé, çíàìå-
íèòîãî ïðèìåðà.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, à íà íåé �
ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê äëèíû 1, êîíöû
êîòîðîãî îáîçíà÷èì 0
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ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê (ðèñóíîê 1).
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+kk AA  (k = 0, 1, 2, 3) íàçîâåì îòðåçêà-

ìè ïåðâîãî óðîâíÿ. Íà ñëå-
äóþùåì øàãå ïðîäåëàåì ñ
îòðåçêàìè ïåðâîãî óðîâíÿ
òó æå îïåðàöèþ, à èìåííî: ðàçäåëèì êàæ-
äûé îòðåçîê ïåðâîãî óðîâíÿ íà 3 ÷àñòè
è íàäñòðîèì íà âíóòðåííèõ îòðåçêàõ
ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè. Ïîëó÷èì
ëîìàíóþ 2

16
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0 A...AA , îòðåçêè êîòîðîé

íàçîâåì îòðåçêàìè âòîðîãî óðîâíÿ, è
ò.ä. Íà k-ì øàãå ïîëó÷èì ëîìàíóþ, ñî-
ñòîÿùóþ èç k4  îòðåçêîâ k-ãî óðîâíÿ,

êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äëèíó k
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1
.

Îáîçíà÷èì ëîìàíóþ kkk
kA...AA

410  ÷åðåç 
kS .

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ Êîõ S � ýòî
ìíîæåñòâî òî÷åê x, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ,...x,x 21
,

÷òî k
k

xx
∞→

= lim , ãäå ïðè âñåõ k: kk Sx ∈ , òî

åñòü ýòî ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ïîñòðîåí-
íûõ êðèâûõ.

Êîõ � ôàìèëèÿ øâåäñêîé æåíùè-
íû-ìàòåìàòèêà, âïåðâûå îïèñàâøåé ýòó
êðèâóþ.

Ðèñóíîê 1

Ðèñóíîê 2
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Èòàê, ÷òî æå òàêîå ìû
îïðåäåëèëè? Ïîïðîáóåì ðà-
çîáðàòüñÿ.

Âî-ïåðâûõ, ïðè âñåõ öå-
ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ m è

,SA:,...,,l m
l

m ∈= 410  òàê êàê â êà÷åñòâå
ïðèáëèæàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæ-
íî âçÿòü òàêóþ, ó êîòîðîé âñå òî÷êè, íà-
÷èíàÿ ñ m-îé, ñîâïàäàþò ñ m

lA . À åñòü ëè
â ìíîæåñòâå S åùå êàêèå-íèáóäü òî÷êè?
Îêàçûâàåòñÿ, åñòü (è äàæå «î÷åíü ìíîãî»),
íî ÿâíî óêàçàòü õîòÿ áû îäíó èç íèõ íå
î÷åíü ïðîñòî. Âû ìîæåòå ïîïðîáîâàòü ñäå-
ëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî, ìû æå ñîçíàòåëü-
íî íå ñòàíåì âäàâàòüñÿ â ýòîò âîïðîñ.

Âî-âòîðûõ, áûëî áû åñòåñòâåííî,
åñëè áû ëîìàíûå kS  «õîðîøî ïðèáëèæà-
ëè» ìíîæåñòâî S. Èç ïîñòðîåíèÿ ëîìàíûõ
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Ïîëó÷èëîñü, ÷òî âñå òî÷êè ëîìàíîé

nkS +  (ïðè ëþáîì Nn∈ ) ëåæàò íà ðàññòî-

ÿíèè íå áîëåå ÷åì k
34

3

⋅
 îò ìíîæåñòâà

kS . Òàê êàê n ïðîèçâîëüíî, òî îòñþäà ïî
ñâîéñòâó ïðåäåëà ïîëó÷àåì, ÷òî âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà S ëåæàò íà ðàññòîÿíèè íå áî-

ëåå ÷åì k
34

3

⋅
 îò ìíîæåñòâà kS . Â ýòîì

ñìûñëå ìíîæåñòâà  äåéñòâèòåëüíî «õîðî-
øî ïðèáëèæàþò» êðèâóþ Êîõ. Åñëè ìû

Ðèñóíîê 3

Ðèñóíîê 4

Äðàêîíîâà êðèâàÿ...
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Ðèñóíîê 5

Ðèñóíîê 6

Ðèñóíîê 7

Ðèñóíîê 8

Ðèñóíîê 9

Ðèñóíîê 10

õîòèì íàðèñîâàòü ìíîæåñòâî S, íàïðèìåð,
íà ýêðàíå êîìïüþòåðà, òî äîñòàòî÷íî íà-
ðèñîâàòü 

kS  ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k.
×åì áîëüøå k, òåì òî÷íåå áóäåò êàðòèíêà.
Ëþáèòåëè ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò íàïè-
ñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîãðàììó (ñì. ðè-
ñóíîê 2 è ïðèëîæåíèå).

Ìû äîâîëüíî ïîäðîáíî ðàçîáðàëè
ýòîò ïðèìåð, ÷òîáû â ñëåäóþùèõ ïðèìå-
ðàõ íå ñëèøêîì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíûå
îáúÿñíåíèÿ. Æåëàþùèå ìîãóò ïðîäåëàòü
èõ ñàìîñòîÿòåëüíî. Àâòîð îòäàåò ñåáå îò-
÷åò â òîì, ÷òî íå âñå ïîÿñíåíèÿ ê êàðòèí-
êàì íàõîäÿòñÿ íà âûñîêîì óðîâíå ñòðîãî-
ñòè. Îñíîâíàÿ öåëü äðóãàÿ � ïîêàçàòü ÷èòà-
òåëþ «çîîïàðê» èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ è
ðàçæå÷ü ëþáîïûòñòâî. Èòàê, ïðèìåðû.

1. Äðàêîíîâà êðèâàÿ (êðèâàÿ ñêëàäîê).
Ïîñòðîåíèå ýòîé êðèâîé ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå 3. Íà ïåðâîì øàãå îòðåçîê
0
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0
0 AA  äëèíû 1 ïðåâðàùàåòñÿ â «óãîëîê»

1
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1
1

1
0 AAA ; íà k-îì øàãå êàæäûé èç îòðåç-

êîâ 1
1

1 −
+

− k
i

k
i AA  ïðåâðàùàåòñÿ â «óãîëîê»,

ïðè÷åì ïðè ÷åòíîì i íàïðàâëÿåòñÿ íàëå-
âî, à ïðè íå÷åòíîì i � íàïðàâî
( k...,,,,i 2210= ). Òàê æå, êàê è ðàíüøå, îï-
ðåäåëèì ìíîæåñòâî D êàê ìíîæåñòâî âñåõ
ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
âèäà ,...y,y 21

, ãäå kkk
kk kA...AADy

210=∈
(ñì. ðèñóíîê 4).

Ó ëîìàíûõ D åñòü åùå îäíà èíòå-
ðåñíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Âîçüìåì äëèííóþ
óçêóþ ïîëîñêó áóìàãè è ñîãíåì åå ïîïî-
ëàì â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè k ðàç.
Çàòåì ðàçîãíåì ïîëîñêó, îñòàâèâ â ìåñ-
òàõ ñãèáà ïðÿìûå óãëû. Ïîëó÷èòñÿ ëîìà-
íàÿ, ïîäîáíàÿ ëîìàíîé kD  (ðèñóíîê 5).
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ìîæíî îïèñàòü òàê, êàê ìû îïðåäåëÿëè
êðèâóþ Êîõ è êðèâóþ äðàêîíà � ñ ïîìî-
ùüþ «ïîêîëåíèé» îòðåçêîâ, íî ýòî îïè-
ñàíèå íåñêîëüêî ñëîæíåå, ïîýòîìó îãðà-
íè÷èìñÿ êàðòèíêîé (ðèñóíîê 6).

2. Ïîñòðîåíèå ñëåäóþùåãî ïðèìå-
ðà âèäíî èç ðèñóíêà (ðèñóíîê 7, 8).

3. Ìîæíî óêàçàòü ñïîñîá ïîñòðîå-
íèÿ öåëîé ñåðèè ïîäîáíûõ êðèâûõ. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî óêàçàòü ëèøü ïåðâûé øàã
ïîñòðîåíèÿ. Ïðèìåðû ïðèâåäåíû íà ðè-
ñóíêàõ 9�16.

Ïðèçâàâ íà ïîìîùü ñâîþ ôàíòàçèþ,
÷èòàòåëü ìîæåò ïðèäóìàòü ìíîãî òàêèõ ïðè-
ìåðîâ. Îäíàêî ñëåäóåò áûòü îñòîðîæíûì:
íå âñÿêàÿ «ñõåìà ïîñòðîåíèÿ» ñõîäèòñÿ ê
êàêîìó-íèáóäü ìíîæåñòâó. Äëÿ ñõîäèìîñòè
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòðåçîê íà êàæäîì øàãå
ïåðåõîäèë â ëîìàíóþ, äëèíû çâåíüåâ êîòî-
ðîé ìåíüøå äëèíû èñõîäíîãî îòðåçêà (è íå
îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâû!). Íàïðèìåð, êðè-
âûå, ïîñòðîåííûå ïî ñõåìå ðèñóíêà 17,
ñõîäèòüñÿ íå áóäóò (ïðîâåðüòå!).

Ðèñóíîê 11

Ðèñóíîê 12

Ðèñóíîê 15

Ðèñóíîê 16

Ðèñóíîê 17

Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âòîðîå íàçâàíèå
êðèâîé D � êðèâàÿ ñêëàäîê. Íà ðèñóíêå
6 èçîáðàæåíà ãðàíèöà êðèâîé äðàêîíà �
òîæå âåñüìà ëþáîïûòíîå ìíîæåñòâî. Åãî

Ðèñóíîê 13

Ðèñóíîê 14
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4. Êîâåð Ñåðïèíñêîãî. Çäåñü íàì
áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü äåêàðòîâû êî-
îðäèíàòû. Ðàññìîòðèì êâàäðàò

{ }1010 ≤≤≤≤ y,x:)y,x( . Íà ïåðâîì øàãå
óäàëèì èç íåãî ñåðåäèíó, òî åñòü êâàäðàò







 <<<<
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2

3

1

3

2

3

1
y,x:)y,x( . Îñòàâøàÿñÿ

ôèãóðà åñòü îáúåäèíåíèå âîñüìè êâàäðà-

òîâ ñî ñòîðîíîé 
3

1
 (ðèñóíîê 18).

Ó êàæäîãî èç ýòèõ êâàäðàòîâ òîæå
óäàëèì ñåðåäèíó. Îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî
åñòü îáúåäèíåíèå 64 êâàäðàòîâ ñî ñòîðî-

íîé 
9

1
. Ïðîäîëæèì äî áåñêîíå÷íîñòè. Òî

ìíîæåñòâî, êîòîðîå îñòàíåòñÿ, íàçûâàåò-
ñÿ êîâðîì Ñåðïèíñêîãî (ðèñóíîê 19).

Ìîæíî áûëî áû ñêàçàòü èíà÷å: êî-
âåð Ñåðïèíñêîãî � ýòî ìíîæåñòâî òàêèõ

òî÷åê êâàäðàòà [ ] [ ]1010 ,, × , ó êîòîðûõ õîòÿ

áû îäíà èç êîîðäèíàò x è y èìååò ðàçëî-
æåíèå â òðîè÷íóþ äðîáü, íå ñîäåðæàùåå
öèôðû 1.

Ïîñòàðàåìñÿ îñîçíàòü, ÷òî îáúåäè-
íÿåò âñå ýòè ïðèìåðû.

Âî-ïåðâûõ, áðîñàåòñÿ â ãëàçà, ÷òî
«ïîä ìèêðîñêîïîì» ýòè êðèâûå âûãëÿäÿò
òàê æå, êàê «áåç ìèêðîñêîïà», � ýòî ñëå-
äóåò èç ñàìîãî ïðèíöèïà ïîñòðîåíèÿ. Òà-
êîå ñâîéñòâî â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñÿ ñà-
ìîïîäîáèåì.

Âî-âòîðûõ, ìíîæåñòâà, êîòîðûå ìû
ïîñòðîèëè, «î÷åíü ñèëüíî èçëîìàíû», è
ýòèì îíè ðàçèòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâû÷-
íûõ íàì ìíîæåñòâ: êðóãîâ, îòðåçêîâ, ãðà-
ôèêîâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è ò.ï.

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ââåñòè ÷èñëî-
âóþ õàðàêòåðèñòèêó «èçëîìàííîñòè» ìíî-
æåñòâà. Îíà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ.

Ïóñòü À � ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè.
Êàê íàéòè åãî ïëîùàäü? Îòâåò èçâåñòåí:
ïîêðûòü ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íî ìàëåíüêè-
ìè êâàäðàòèêàìè è ñëîæèòü èõ ïëîùàäè,
ïîòîì âçÿòü èíôèìóì ñóìì ïëîùàäåé (òî
åñòü íàèìåíüøóþ èç ñóìì, à åñëè òàêîâîé
íåò, òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñóììû) ïî
âñåì âîçìîæíûì ïîêðûòèÿì.

À ÷òî, åñëè ñêëàäûâàòü íå ïëîùàäè,
à äëèíû ñòîðîí? Èëè äëèíû ñòîðîí, âîç-
âåäåííûå â íåêîòîðóþ ñòåïåíü d? Îêàçû-
âàåòñÿ, äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâó-
åò è åäèíñòâåííî òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî d, ÷òî èçìåðåíèå «ïëîùàäè» ñ âîç-
âåäåíèåì ñòîðîíû êâàäðàòà â ñòåïåíü d
ïðèâåäåò ê îñìûñëåííîìó ðåçóëüòàòó. Ýòî
÷èñëî d íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ìíîæå-
ñòâà À.

Ðèñóíîê 18

Ðèñóíîê 19
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Ðàçìåðíîñòü îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. Ðàçìåðíîñòü ïîäìíîæåñòâà íå
ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü ñîäåðæàùåãî åãî
ìíîæåñòâà.

2. Ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà íà ïëîñ-
êîñòè íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 2.

3. Ðàçìåðíîñòü îòðåçêà ðàâíà 1.
4. Ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà ðàâíà 2.
5. Ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà íå èçìå-

íÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîäîáèÿ.
6. Ðàçìåðíîñòü îáúåäèíåíèÿ äâóõ

ìíîæåñòâ ðàâíà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè
îáúåäèíÿåìûõ ìíîæåñòâ.

Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå â ñîñòîÿíèè
çäåñü ñòðîãî âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòè ìíî-
æåñòâ èç ïðèìåðîâ 1�4. Ïðèâåäåì èõ áåç
îáîñíîâàíèÿ.

0. Ðàçìåðíîñòü êðèâîé Êîõ ðàâíà

2618614log3 ,≈ .

1. Ðàçìåðíîñòü êðèâîé äðàêîíà ðàâ-
íà 2, òàê êàê îíà ñîäåðæèò íåêîòîðûé
êâàäðàò. À ðàçìåðíîñòü åå ãðàíèöû ðàâíà

523631log2 2 ,≈λ , ãäå
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ðåíü óðàâíåíèÿ 223 =− λλ  (äîâîëüíî

ñòðàøíûé îòâåò, îñîáåííî åñëè íå çíàòü,
êàê îí ïîëó÷åí).

2, 3. Ðàçìåðíîñòè êðèâûõ íà ðèñóí-
êàõ 8, 10, 12, 14, 16 ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-

íî 4649715log 3 ,≈ ,  61315118log6 ,≈ ,

5log 3 , 
2

3
, 
2

3
.

4. Ðàçìåðíîñòü êîâðà Ñåðïèíñêîãî

ðàâíà 8927918log 3 ,≈ .

Äëÿ êðèâûõ, ïîñòðîåííûõ ïî óêà-
çàííîé ñõåìå, òî åñòü çàìåíîé îòðåçêà íà
ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç çâåíüåâ îäèíàêî-
âîé äëèíû, ñóùåñòâóåò ïðîñòîé, íî íå âñå-
ãäà âåðíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíî-
ñòè. Ïóñòü îòðåçîê äëèíû 1 çàìåíÿåòñÿ ëî-
ìàíîé, ñîñòîÿùåé èç n îòðåçêîâ äëèíû

a1 . Òîãäà ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà, êîòî-

ðîå ïîëó÷èòñÿ ïî ýòîé ñõåìå, ðàâíà nalog .

Ýòî âåðíî äëÿ âñåõ êðèâûõ èç ïðèìåðîâ

0�3, à â íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèè è äëÿ
êîâðà Ñåðïèíñêîãî, íî â îáùåì ñëó÷àå
âåðíî íå âñåãäà. Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòà ôîð-
ìóëà âåðíà òîãäà, êîãäà ó êðèâîé «íå
ñëèøêîì ìíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèé».

Ìíîæåñòâà, èìåþùèå äðîáíóþ ðàç-
ìåðíîñòü, íàçûâàþò ôðàêòàëàìè (îò àíã-
ëèéñêîãî fraction � äðîáü).

Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: çà÷åì îíè
íóæíû? Íå èãðóøêà ëè ýòî äëÿ ëþáèòåëåé
êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè è íè÷åãî áîëüøå?
Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Áîëåå òîãî, ôðàêòàëû
îêðóæàþò íàñ ïîâñþäó � ñëåäóåò ëèøü
âíèìàòåëüíî ïðèñìîòðåòüñÿ.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð � ñíåã. Ïðè-
ãëÿäèòåñü ê ñíåæèíêå, è âû óâèäèòå â íåé
íå òîëüêî ñèììåòðèþ, íî è «ôðàêòàëü-
íîñòü» � èç áîëüøèõ ëó÷åé âûðàñòàþò ìà-
ëåíüêèå, èç ìàëåíüêèõ � åùå ìåíüøå, îá-
ðàçóÿ ïðè÷óäëèâûå ôîðìû. Êîíå÷íî, ïîë-
íîé àíàëîãèè çäåñü íåò, òàê êàê ñíåæèíêà
ñîñòîèò èç ìîëåêóë âîäû, íî ñõîäñòâî ñ
ôðàêòàëàìè íàëèöî.

Äðóãîé ïðèìåð � îáëàêà. Îíè òîæå
ïðèíèìàþò ñàìûå çàìûñëîâàòûå ôîðìû,
ñõîäíûå ñ ôðàêòàëàìè. Â ÑØÀ äàæå ïðî-
âîäèëîñü èññëåäîâàíèå ñ öåëüþ îïðåäå-
ëèòü «ðàçìåðíîñòü îáëàêîâ». Ñ ïîìîùüþ
àýðîôîòîñúåìêè áûë íàêîïëåí áîëüøîé
ìàòåðèàë, ïðîàíàëèçèðîâàâ êîòîðûé, ó÷å-
íûå ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ñðåäíÿÿ ðàç-
ìåðíîñòü îáëàêîâ íàä ñåâåðîì ÑØÀ �
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Ïîñòðîåíèå ôðàêòàëîâ

îêîëî 1,25. Íàïîìèíàåì, ÷òî ðå÷ü èäåò
íå î ðàçìåðíîñòè â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñ-
ëå, à î íåêîòîðîì ôèçè÷åñêîì ïðèáëèæå-
íèè, íî ñóòü îò ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ.

Ìàññó äðóãèõ ïðèìåðîâ ôðàêòàëüíûõ
ñòðóêòóð äàåò áèîëîãèÿ. Ýòî ëèñòüÿ è êðî-
íû äåðåâüåâ, êðîâåíîñíàÿ ñèñòåìà, êîðàë-
ëû, íåêîòîðûå ìîðñêèå âîäîðîñëè è ò.ï.

Êîíå÷íî, îáúåêòû, âñòðå÷àþùèåñÿ
â ïðèðîäå, íå ìîäåëèðóþò ôðàêòàëû â òî÷-
íîñòè. Êàê òîëüêî ìû îïóñòèìñÿ äî óðîâ-
íÿ ìîëåêóë, ñàìîïîäîáèå ïðîïàäåò. Òàê
÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðèðîäå âñòðå-
÷àþòñÿ íå ñàìè ôðàêòàëû, à èõ «ïîääåë-
êè», íî, ÷òîáû çàìåòèòü îòêëîíåíèÿ, íàäî
íàó÷èòüñÿ ðàçëè÷àòü äîñòàòî÷íî ìåëêóþ
ñòðóêòóðó. Åñëè ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü
íàøåãî «ìèêðîñêîïà» íå ïîçâîëÿåò ýòîãî
ñäåëàòü, òî «ïðèðîäíûå» ôðàêòàëû íåîòëè-
÷èìû îò «ìàòåìàòè÷åñêèõ».

Â çàêëþ÷åíèå � èñòîðèÿ, ïðîèçîøåä-
øàÿ â îäíîé èç ëàáîðàòîðèé ÑØÀ. Åå
ñîòðóäíèêè � ñïåöèàëèñòû ïî êîìïüþòåð-
íîé ãðàôèêå � çàíèìàëèñü ñîçäàíèåì ôèëü-
ìà, îäíèì èç ýïèçîäîâ êîòîðîãî áûëà ïî-
ñàäêà íà ïîâåðõíîñòü Ìàðñà. Íà ýêðàíå
ïîÿâëÿëñÿ ðèñóíîê ìàðñèàíñêîé ïîâåðõ-
íîñòè, íî âñÿêèé ðàç îí âûõîäèë íåíàòó-
ðàëüíî, âûãëÿäåë íàðèñîâàííûì (êàê â ìóëü-
òôèëüìå). Â ïåéçàæ íèêàê íå óäàâàëîñü âíå-
ñòè îùóùåíèå ðåàëüíîñòè è â òî æå âðåìÿ
÷òî-òî íåçåìíîå. Òîãäà èçâåñòíûé ìàòåìà-
òèê Á. Ìàíäåëüáðîò ïðåäëîæèë ñäåëàòü ïî-
âåðõíîñòü ïëàíåòû «ôðàêòàëüíîé», òî åñòü
ïðè ðèñîâàíèè åå èñïîëüçîâàòü ðåêóðñèâ-
íûé àëãîðèòì ñðîäíè òåì, êîòîðûå ìû ïî-
êàçàëè â ýòîé ñòàòüå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîâåð-
õíîñòü ïëàíåòû ñòàëà âûãëÿäåòü ãîðàçäî
áîëåå åñòåñòâåííî, ïðè÷åì çà ñ÷åò âàðüèðî-
âàíèÿ ðàçìåðíîñòè óäàëîñü ïðèäàòü êàðòèí-
êå «íåçåìíîé» îòòåíîê.

Åñëè Âàñ çàèíòåðåñîâàëè ôðàêòàëû
� ìîæåòå îáðàòèòüñÿ ê êíèãàì èç íèæå-
ñëåäóþùåãî ñïèñêà, äàëåêî íå ïîëíîãî.

Ëèòåðàòóðà ïî ôðàêòàëàì î÷åíü îáùèð-
íà. Íåêîòîðûå èç ýòèõ êíèã íàïèñàíû äëÿ
ñïåöèàëèñòîâ, íî êðàñèâûå êàðòèíêè â
èçîáèëèè ïðèñóòñòâóþò â êàæäîé êíèãå î
ôðàêòàëàõ.
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Ïðèëîæåíèå.
Ïðèìåð ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ
ñàìîïîäîáíîé êðèâîé.
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå, êîòî-

ðîå ñîïîñòàâëÿåò îòðåçêó ìíîæåñòâî èç
÷åòûðåõ îòðåçêîâ.

Îïèñàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Îòðåçêó AB ñ êîîðäèíàòàìè A (x0, y0)

è B (x1, y1) ñîïîñòàâëÿþòñÿ òðè îòðåçêà
PQ, QR, RS, ãäå
P (x0, y0)
Q (x0+d, y0+f)
R (x1�d, y1�f)
S (x1, y1),
çäåñü
d = 0.25*[(x1�x0)�(y1�y0)]
f = 0.25*[(x1�x0)+(y1�y0)]

Îáîçíà÷èì áóêâîé W âûøåîïèñàí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå, ñîïîñòàâ-
ëÿåò îäíîìó îòðåçêó òðè îòðåçêà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà r0:
W: r0 → r1[0], r1[1], r1[2]
W: r1[0], r1[1], r1[2] → r2[0], r2[1], ..., r2[8]
è ò.ä.

Íà n-ì øàãå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ W ïîëó÷àåì íàáîð èç 3n îò-
ðåçêîâ. Îáúåäèíåíèå ýòèõ îòðåçêîâ îáîçíà-
÷èì Vn. Ýòî è åñòü n-îå ïðèáëèæåíèå ñà-
ìîïîäîáíîé êðèâîé.

Êðîíèí Ãðèãîðèé Âàäèìîâè÷,
íàó÷íûé ñîòðóäíèê
ïðåäñòàâèòåëüñòâà êîìïàíèè
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