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ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÅ ÊÈÍÎ

Îùåïêîâ Àíäðåé Ïåòðîâè÷

Ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà è ìíî-
ãîìåðíûå òåëà, äî ñèõ ïîð îêðóæåíû îðå-
îëîì òàèíñòâåííîñòè. Òåì, êòî äàëåê îò
ãåîìåòðèè, îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ çàóìíîé
àáñòðàêöèåé, êîòîðóþ íå óâèäåòü, íå ïî-
ùóïàòü. Îäíàêî ñ ïîäîáíîé çàäà÷åé êàæ-
äûé óæå ñòàëêèâàëñÿ íà óðîêàõ ðèñîâà-
íèÿ, ÷åð÷åíèÿ è ãåîìåòðèè. Òîò, êîìó íóæ-
íî êóá íàðèñîâàòü, ðèñóåò, òåì íå ìåíåå,
øåñòèóãîëüíèê (ñêîðåå âñåãî, ñîâñåì íå-
ïðàâèëüíûé). Íî âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî îí
ïîñòàðàåòñÿ èçîáðàçèòü ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû ðàâíûìè è ïàðàëëåëüíûìè. Òåì
ñàìûì, îí ñëåäóåò óíèâåðñàëüíûì ñâîé-
ñòâàì ïðîåêòèðîâàíèÿ: ñîõðàíÿòü ðàâíûå
è ïàðàëëåëüíûå. Èìåííî ýòè ñâîéñòâà íà-
ñëåäóþòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ìíîãîìåð-
íûõ êîìïëåêñîâ. È åñëè ïîñòðîåíèå ïðî-
åêöèé è ñå÷åíèé ìíîãîãðàííèêîâ íîñèò
ïîäñîáíûé õàðàêòåð � îáðàç î÷åâèäåí, òî
â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 4 è âûøå,
îíî ïðèîáðåòàåò õàðàêòåð îñíîâíîãî èí-

ñòðóìåíòà, ïîçâîëÿþùåãî âîññòàíàâëèâàòü
íå âïîëíå ÿñíûé îáðàç. Ïðîäîëæàÿ âûÿñ-
íÿòü óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâà ìíîãîìåð-
íûõ òåë � êîìïëåêñîâ, ìû îáíàðóæèâàåì,
÷òî â òåòðàýäðå êàæäàÿ åãî ãðàíü ÿâëÿåòñÿ
íå òîëüêî ïëîñêîé ïðîåêöèåé, íî è ñå÷åíè-
åì. È äðóãèõ òàêèõ æå íåò. Â êóáå, êðîìå
ãðàíè, ïîÿâëÿåòñÿ è øåñòèóãîëüíàÿ ïðîåê-
öèÿ (ñå÷åíèå), îðòîãîíàëüíàÿ ëþáîé èç ãëàâ-
íûõ äèàãîíàëåé. Ïîðà, âèäèìî, êàê-íèáóäü
íàçâàòü ïðîåêöèè, ðàâíûå ñå÷åíèÿì, íàïðè-
ìåð, èíâàðèàíòàìè. Áåäíîìó îêòàýäðó íå
äîñòàëîñü âíåøíèõ èíâàðèàíòîâ, íî åìó
âïîëíå õâàòàåò è âíóòðåííåãî êâàäðàòà.

×òîáû ðàññìàòðèâàòü ñå÷åíèÿ, íåîá-
õîäèìî ñäåëàòü îãîâîðêó. Âñÿêîå ïëîñ-
êîå ñå÷åíèå ìíîãîãðàííèêà îáëàäàåò è ñî-
îòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèåé íà ïàðàëëåëü-
íóþ ïëîñêîñòü. Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû
âïðåäü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèè íà
òå ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà è ïð.), êîòî-
ðûìè îñóùåñòâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿ òåë.

Äóõè èìåþò ÷åòûðå èçìåðåíèÿ
Ãåíðè Ìîð (1614-1687)

(À Øàíåëü äàæå ïÿòü)

Èíäåêñû âåðøèíû ðåáðà ãðàíè 3-ÿ÷åéêè íàçâàíèå
Øëåôëè

333 5 10 10 5 4-òåòpàýäp
433 16 32 24 8 4-êóá (8-ÿ÷åéêà)
334 8 24 32 16 4-îêòàýäp (16-ÿ÷åéêà)
343 24 96 96 24 (24-ÿ÷åéêà)
533 600 1200 720 120 4-èêîñàýäp (120-ÿ÷åéêà)
335 120 720 1200 600 4-äîäåêàýäp (600-ÿ÷åéêà)
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Íîðìàëüíûì «ïëîñêèì» ôîòîãðàôàì
èíîãäà äîëãî ïðèõîäèòñÿ èñêàòü ïîäõîäÿ-
ùèé ðàêóðñ. Íàøà ïðîáëåìà ñîñòîèò â
âûáîðå ïðîñòðàíñòâ íàáëþäåíèÿ èëè
îáúåìíîãî ðàêóðñà.

Â 1855 ãîäó Øëåôëè îáíàðóæèë, ÷òî
â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ñóùåñòâóåò 6 êîìïëåêñîâ, ó
êîòîðûõ âñå ãðàíè÷íûå ìíîãî-
ãðàííèêè (àíàëîãè ãðàíåé äëÿ
òðåõìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ)
îäèíàêîâû. Ïîýòîìó èõ åñòå-
ñòâåííî íàçâàòü, êàê è â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, � ïðà-
âèëüíûìè. Â îòëè÷èå îò ìíî-
ãîãðàííèêîâ, êðîìå âåðøèí,
ðåáåð è ãðàíåé, êîìïëåêñ õà-
ðàêòåðèçóþò è ïðîñòðàíñòâåí-
íûå ÿ÷åéêè, ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàçìåðíîñòè (ìíîãîìåðíûå
ãðàíè). Òàê, êàæäàÿ âåðøèíà
÷åòûðåõìåðíîé ïèðàìèäû ïðè-
íàäëåæèò íå òîëüêî 4-ì ðåáðàì,
6-òè ãðàíÿì, íî è 3-ì ðàçíûì
ïèðàìèäàì. Òåì ñàìûì, êàæäîå
ðåáðî ÷åòûðåõìåðíîé ïèðàìè-
äû îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò
3-ì ðàçíûì ÿ÷åéêàì-ïèðàìè-
äàì. Òàê æå, êàê êàæäûé ïðà-
âèëüíûé ìíîãîãðàííèê èìååò
äâà èíäåêñà: êîëè÷åñòâî ðåáåð
è ãðàíåé, ïðèìûêàþùèõ ê êàæ-
äîé âåðøèíå, òàê è ÷åòûðåõìåð-
íûé êîìïëåêñ, êðîìå íèõ, èìå-
åò è åùå îäèí èíäåêñ: êîëè÷å-
ñòâî ÿ÷ååê, êîòîðûì ïðèíàäëå-
æèò êàæäîå ðåáðî. Ñòàòèñòèêà
ïàðàìåòðîâ êîìïëåêñîâ Øëåô-
ëè ïîêàçàíà â òàáëèöå 1.

Íà ðèñóíêàõ ê ñòàòüå äëÿ
ýòèõ êîìïëåêñîâ ïðåäñòàâëåíû
ïëîñêèå êàðêàñû, «îáúåìíûå
õàëàòû» � ïðîåêöèè è «îáúåì-
íûå ïàíòàëîíû» � ñå÷åíèÿ.

Íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ïîñòðîåíèå âïèñàííîãî â êóá
óñå÷åííîãî îêòàýäðà ñâîäèòñÿ
ñíà÷àëà ê ðàñøèðåíèþ êóáà äî
4-îêòàýäðà, òàê ÷òî ñàì êóá
îêàçûâàåòñÿ íåêîòîðûì
«îáúåìíûì õàëàòîì». Òîãäà

«îáúåìíûìè ïàíòàëîíàìè» êàê ðàç è îêà-
çûâàåòñÿ îáðåçàííûé îêòàýäð. Êðîìå òîãî,
âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî èíâàðèàíòîì 4-îêòàýäðà
ÿâëÿåòñÿ 3-îêòàýäð, òàê æå êàê èíâàðèàí-
òîì 4-êóáà ÿâëÿåòñÿ 3-êóá. À âîò 24-ÿ÷åé-
êà îáëàäàåò äâóìÿ íå î÷åâèäíûìè èíâà-
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ðèàíòàìè: ðîìáè÷åñêèì äîäåêàýäðîì è
óñå÷åííûì îêòàýäðîì. Îáúåìíûå èçîáðà-
æåíèÿ ïðîåêöèé è ñå÷åíèé íà ïåðâûé
âçãëÿä äîïóñêàþò íåêîòîðóþ âîëüíîñòü â
ïîñòðîåíèè ìíîãîãðàííèêîâ è èõ ðàñêðàñ-
êå. Îäíàêî ñòîèò òîëüêî ïîêðóòèòü èõ, êàê
ñòàíîâèòñÿ íàãëÿäíî î÷åâèäíûì, ÷òî âñÿ
âîëüíîñòü çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñëå âûáîðà
ïåðâîé âèäèìîé ãðàíè. Ïîýòîìó, âìåñòî
èçîáðàæåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ìîæíî íà-
ðèñîâàòü òîëüêî èõ çåðêàëüíûå äâîéíèêè.

Êîîðäèíàòû âåðøèí êîìïëåêñà
âïîëíå åãî îïðåäåëÿþò. È, ïðèíöèïèàëü-
íî, ïî íèì ìîæíî âû÷èñëèòü
âñå ïîãðàíè÷íûå êîìïëåê-
ñû, âïëîòü äî ðåáåð è ïî-
ãðàíè÷íûõ âåðøèí, îäíàêî
àëãîðèòìè÷åñêè ýòà ïðîöå-
äóðà äàëåêî íå î÷åâèäíà.
Äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ ýòó çà-
äà÷ó ðåøàåò äèíàìè÷åñêàÿ
ïðîöåäóðà âðàùåíèÿ êîìï-
ëåêñà. Åñëè íåêîòîðàÿ ïëîñ-
êàÿ ãðàíü íàõîäèòñÿ â öåíò-
ðå ïëîñêîé ïðîåêöèè, ãäå íà
ýòó ãðàíü íàêëàäûâàþòñÿ
äðóãèå, òî, î÷åâèäíî, åå íå

òàê ïðîñòî âûäåëèòü. Îäíà-
êî, âûáðàâ ïîäõîäÿùåå âðà-
ùåíèå, íåòðóäíî ïîéìàòü ìî-
ìåíò, êîãäà ýòà ãðàíü ñòàíåò
ïîãðàíè÷íîé.

Ðåçþìå: Âûøå ñî âñåé
íàãëÿäíîñòüþ ïðåäëàãàëîñü
óÿñíèòü, ÷òî ìíîãîìåðíàÿ
îáðàçíîñòü ñîñòîèò âîâñå íå
â êîíñòðóèðîâàíèè ôàíòàñòè-
÷åñêèõ õèìåð, íî â ñïîñîá-
íîñòè ðàçëè÷àòü â íåêîòîðûõ
âëîæåííûõ ïàðàõ ìíîãîãðàí-
íèêîâ ïðîåêöèè è ñå÷åíèÿ îä-
íîãî è òîãî æå (êîìïëåêñà).
Ðàçëè÷íûå îáúåìíûå èïîñòà-
ñè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñêðîìíû-
ìè «òðåõìåðíûìè õàëàòàìè»,
è, ðàçðåçàÿ òî, ÷òî ñèäèò â òà-
êèõ «õàëàòàõ», ìîæíî îáíà-
ðóæèòü ñîâåðøåííî íåîæèäàí-
íûå (íà ïåðâûé âçãëÿä) îáðà-
çû, ïðè÷åì âñå ýòî ìîæåò ïðî-
äåëàòü è ñàì êîìïüþòåð. Òà-

êîé ïðåìóäðîñòüþ âëàäåëè, âèäèìî, áûëèí-
íûå ãåðîè, âîåâàâøèå ñ äðàêîíàìè. Îíè-òî
óìåëè ðóáèòü ãîëîâû òàê, ÷òî ïîÿâëÿëèñü
íîâûå, äîñåëå íåâèäàííûå...

Íà äèñêåòå, ïðèëîæåííîé ê æóðíà-
ëó, íàõîäèòñÿ ïðîãðàììà PLATON, ïîçâî-
ëÿþùàÿ óâèäåòü íà ýêðàíå, êàê â êèíî,
äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ïðîåêöèé ïðè âðà-
ùåíèè ìíîãîìåðíûõ òåë. Ñðåäè ýòèõ òåë
âû íàéäåòå êàê îáû÷íûå òðåõìåðíûå òåëà
(îêòàýäð, êóá, òåòðàýäð), ÷åòûðåõìåðíûå
òåëà (÷åòûðåõìåðíûå êóá, îêòàýäð, 24-
ÿ÷åéêà), òàê è 5-ìåðíûé è 6-ìåðíûé êóá.
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×òî æå âû óâèäèòå, åñëè çàïóñòèòå
âðàùåíèå îäíîãî èç ýòèõ òåë?

Íàïðèìåð, ïðè âðàùåíèè ÷åòûðåõ-
ìåðíîãî êóáà âû óâèäèòå âðàùàþùèéñÿ
êàðêàñ ÷åòûðåõìåðíîãî êóáà (òî÷íåå, åãî
ïðîåêöèþ íà ýêðàí) è îäíó èç òðåõìåð-
íûõ ãðàíåé ÷åòûðåõìåðíîãî êóáà, ðàñêðà-

øåííóþ â çåëåíûé öâåò (òî÷-
íåå, åå ïðîåêöèþ íà ýêðàí).

Ïîñìîòðèòå âñå «ôèëüìû»
è ïîïðîáóéòå ïðåäñòàâèòü ïî íèì
èñõîäíûå ìíîãîìåðíûå òåëà.

Ïîïðîáóéòå íàïèñàòü
ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áû ïîêà-
çûâàëà äèíàìèêó èçìåíåíèÿ
ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíî ïåðåìå-
ùàþùåéñÿ ïëîñêîñòüþ îáû÷-
íîãî êóáà. Åñëè ýòî óäàñòñÿ,
òî ìîæíî ïîïðîáîâàòü ñäåëàòü
ïðîãðàììó, äåìîíñòðèðóþùóþ
ïðîåêöèþ êóáà íà âðàùàþùó-
þñÿ ïëîñêîñòü (èëè, íàîáîðîò,
ïðîåêöèþ âðàùàþùåãîñÿ êóáà
íà íåïîäâèæíóþ ïëîñêîñòü).

Íàêîíåö, åñëè ýòî ïîêà-
æåòñÿ Âàì íå òðóäíûì, ñäåëàé-
òå ïðîãðàììó, ãåíåðèðóþùóþ
èëëþñòðàöèè ê ñòàòüå, òî åñòü
ïîêàçûâàþùèå äèíàìèêó èçìå-
íåíèÿ ñå÷åíèé è ïðîåêöèé ìíî-
ãîìåðíûõ òåë ïðè èõ ïàðàëëåëü-
íîì ïåðåíîñå èëè âðàùåíèè.

Íó, à åñëè âû ïðåîäîëå-
åòå è ýòî ïðåïÿòñòâèå, ïîïðî-
áóéòå ïîäòâåðäèòü èëè îïðî-
âåðãíóòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó,
âîçíèêøóþ ïðè èçó÷åíèè êðè-
ñòàëëîãðàôèè.

Âñå ñóùåñòâóþùèå âèäû
êðèñòàëëîâ â ïðèðîäå ÿâëÿþò-
ñÿ ìíîãîìåðíûìè ïðîåêöèÿìè
èëè ìíîãîìåðíûìè ñå÷åíèÿìè

îäíîãî åäèíñòâåííîãî, íî ìíîãîìåðíîãî
òåëà. Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ýòî-
ãî òåëà? Äëÿ òåõ, êòî çàèíòåðåñîâàëñÿ ýòîé
ïðîáëåìîé, ðåêîìåíäóåì ïîçíàêîìèòüñÿ ñ
ãåîìåòðèåé êðèñòàëëîâ, íàïðèìåð, ïî êíè-
ãå: Êîêñòåð Ã.Ñ.Ì. Ââåäåíèå â ãåîìåòðèþ.
Ì.: Íàóêà, 1966.

Îùåïêîâ Àíäðåé Ïåòðîâè÷,
ìàòåìàòèê-ïðîãðàììèñò.


