
40

Ðîñîøåê Ñåìåí Êîíñòàíòèíîâè÷

ÃÐÓÏÏÛ: ÂÇÃËßÄ ÑÎ ÑÒÎÐÎÍÛ

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ VISAL

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â èíôîðìàöèîííîì îáùåñòâå àáñò-
ðàêòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû èãðà-
þò âñå áîëåå çàìåòíóþ ðîëü äëÿ îáðàáîò-
êè è çàùèòû èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñîâðåìåííîé êðèïòîãðà-
ôèè áàçîâûìè ñòðóêòóðàìè ïðåäñòàâëåíèÿ
äàííûõ ÿâëÿþòñÿ êîëüöà êëàññîâ âû÷åòîâ,
êîíå÷íûå ïîëÿ è ãðóïïû. Ïîýòîìó èçó÷å-
íèå ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñòàíî-
âèòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îáðàçîâàíèÿ.

1. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÐÈÌÅÐÛ
ÈÇ ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈÈ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì ïåðå-
äàòü íåêîòîðóþ êîíôèäåíöèàëüíóþ èíôîð-
ìàöèþ ïî êîìïüþòåðíîé ñåòè, íàïðèìåð,
ALGEBRA IS POWERFUL THING. Çàíó-
ìåðóåì ïîçèöèè áóêâ â èñõîäíîì òåêñòå,
ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáèâ åãî íà áëîêè äëè-
íû n, ñêàæåì, n = 10 â íàøåì ïðèìåðå.
Ïîëó÷àåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîáåë êàê îò-
äåëüíûé ñèìâîë «_»:

A L G E B R A _ I S
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

_ P O W E R F U L _
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T H I N G A L G E B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(çäåñü â òðåòüåì áëîêå äîáàâëåíû íåäî-
ñòàþùèå ïÿòü ñèìâîëîâ äî ïîëíîãî áëîêà
ïîñðåäñòâîì ïåðâûõ ïÿòè ñèìâîëîâ èç ïåð-
âîãî áëîêà). Êàæäûé áëîê øèôðóåòñÿ îò-
äåëüíî. Çàïèøåì òåïåðü òàáëèöó èç äâóõ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì ïåðåäàòü
íåêîòîðóþ êîíôèäåíöèàëüíóþ èíôîðìàöèþ...

ñòðîê, ãäå âåðõíÿÿ ñòðîêà ñîäåðæèò íî-
ìåðà ñèìâîëîâ ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì èõ
ðàñïîëîæåíèè, à íèæíÿÿ ñòðîêà � íîìåðà
ñèìâîëîâ ïðè íåêîòîðîé èõ ïåðåñòàíîâ-
êå, íàïðèìåð: 10, 6, 3, 9, 1, 5, 2, 7, 4, 8.
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Òàáëèöó èç äâóõ ñòðîê, â êîòîðîé îäíà
èç ñòðîê óïîðÿäî÷åíà, à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë ïåðâîé ñòðîêè, áó-
äåì òàêæå íàçûâàòü ïåðåñòàíîâêîé.1 Íà-
ïðèìåð:







↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓
84725193610

10987654321

Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ñòðåëêè â
ýòîé òàáëèöå ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1 ïå-

ðåõîäèò â 10, 2 ïåðåõîäèò â 6, 3 ïåðåõî-
äèò â 3 è ò.ä. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèìâîë A,
íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðâîé ïîçèöèè â áëîêå,
áóäåò çàíèìàòü òåïåðü äåñÿòóþ ïîçèöèþ,
ñèìâîë L, íàõîäÿùèéñÿ íà âòîðîé ïîçè-
öèè â áëîêå, áóäåò çàíèìàòü òåïåðü øåñ-
òóþ ïîçèöèþ è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó-
÷èì ïåðâûé áëîê êðèïòîãðàììû:
BAGIRL_SEA. Ïðèìåíÿÿ êî âòîðîìó è
òðåòüåìó áëîêàì èñõîäíîãî òåêñòà òàêóþ
æå ïåðåñòàíîâêó, ÷òî è â ïåðâîì áëîêå,
ïîëó÷èì âòîðîé è òðåòèé áëîêè êðèïòîã-
ðàììû: EFOLRPU_W_  è GLIEAHGBNT.
Òàêèì îáðàçîì, êðèïòîãðàììà èìååò âèä:
BAGIRL_SEAEFOLRPU_W_GLIEAHGBNT.
Ïðèâåäåííàÿ âûøå ïåðåñòàíîâêà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñåêðåòíûé êëþ÷ èñïîëü-
çîâàííîãî øèôðà (çäåñü è äàëåå ñòðåëêè
â ïåðåñòàíîâêàõ îïóñêàþòñÿ). Ïîêàæåì òå-
ïåðü, êàê, çíàÿ ñåêðåòíûé êëþ÷, ðàñøèô-
ðîâàòü êðèïòîãðàììó.

Ñíà÷àëà ðàñøèôðóåì ïåðâûé áëîê
êðèïòîãðàììû. Äëÿ ýòîãî ïîìåíÿåì ìåñ-
òàìè âåðõíþþ è íèæíþþ ñòðîêè ïåðåñòà-
íîâêè-êëþ÷à, ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó







10987654321

84725193610

,

à ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ ýòîé òàá-
ëèöû òàê, ÷òîáû âåðõíÿÿ ñòðîêà áûëà óïî-
ðÿäî÷åíà, ïîëó÷èì







14108269375

10987654321
.

Ýòà ïåðåñòàíîâêà îñóùåñòâëÿåò äå-
øèôðîâêó êðèïòîãðàììû. Â ÷àñòíîñòè,
ïðèìåíÿÿ åå ê ïåðâîìó áëîêó êðèïòîãðàì-
ìû, ïîëó÷èì ïåðâûé áëîê èñõîäíîãî òåê-
ñòà: ALGEBRA_IS. Àíàëîãè÷íî ðàñøèôðî-
âûâàþòñÿ îñòàëüíûå áëîêè êðèïòîãðàììû.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè øèôðà
ìîæíî ïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü ðàçëè÷íûå ìå-
òîäû, íàïðèìåð, ïîâòîðíîå øèôðîâàíèå
ïîñðåäñòâîì äðóãîé ïåðåñòàíîâêè. Ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå äâóõ ïåðåñòà-
íîâîê òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé, êî-
òîðàÿ íàçûâàåòñÿ èõ ïðîèçâåäåíèåì. Íà-

Ýòà ïåðåñòàíîâêà îñóùåñòâëÿåò äåøèôðîâêó
êðèïòîãðàììû...

1 Àâòîð ñòàòüè çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåò òåðìèí «ïåðåñòàíîâêà» âìåñòî ïðèíÿòîãî â ëèòåðà-
òóðå òåðìèíà «ïîäñòàíîâêà».
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ïðèìåð, ïóñòü äàíû ïåðåñòàíîâêè







=

84725193610

10987654321
X

 è





=

79610425183

10987654321
Y

.

Èõ ïðîèçâåäåíèå íàõîäèòñÿ òàê: â
ïåðåñòàíîâêå X ÷èñëî 1 ïåðåõîäèò â ÷èñ-
ëî 10, à â ïåðåñòàíîâêå Y ÷èñëî 10 ïåðå-
õîäèò â ÷èñëî 7, òîãäà â ïåðåñòàíîâêå XY
÷èñëî 1 ïåðåõîäèò â ÷èñëî 7 è ò. ä. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïåðåñòàíîâêà XY èìååò âèä:







=⋅

65108239147

10987654321
YX

Çàìå÷àíèå. Ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè
øèôðà ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî «ïåðèîäû» ïåð-
âîé è âòîðîé øèôðîâêè ìîãóò áûòü ðàç-
ëè÷íûìè. Íàïðèìåð, åñëè ïåðâàÿ øèôðîâ-
êà ñâÿçàíà ñ ïåðåñòàíîâêîé äåñÿòè ýëå-
ìåíòîâ, à âòîðàÿ � îäèííàäöàòè, òî «ïå-
ðåìíîæàòü» ïðèäåòñÿ ïåðåñòàíîâêè èç 110
ñèìâîëîâ.

Íàéäåì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå ïåðå-
ñòàíîâîê, îñóùåñòâëÿâøèõ øèôðîâàíèå è
äåøèôðîâàíèå â ïðèâåäåííîì âûøå ïðè-
ìåðå:

⋅





84725193610

10987654321

=





⋅

14108269375

10987654321







=

10987654321

10987654321

Ïåðåñòàíîâêà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëü-
òàòå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íàçûâàåòñÿ òîæ-
äåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé. Ïåðåñòàíîâêà,
ïðîèçâåäåíèå êîòîðîé ñ äàííîé ïåðåñòà-
íîâêîé A ðàâíî òîæäåñòâåííîé ïåðåñòà-
íîâêå, íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïåðåñòàíîâ-
êîé ê ïåðåñòàíîâêå A è îáîçíà÷àåòñÿ A�1.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïåðåñòàíîâêà A ÿâ-
ëÿåòñÿ êëþ÷îì øèôðîâàíèÿ, òî ïåðåñòà-
íîâêà A�1 ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì äåøèôðîâàíèÿ.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ïðèìåíÿåòñÿ
òðîéíîå øèôðîâàíèå ïîñðåäñòâîì òðåõ

ïåðåñòàíîâîê A, B è C, òî, êàê ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâ-
êè ñêîáîê: A(BC) = (AB)C.

Ñîáåðåì òåïåðü âìåñòå òå ñâåäåíèÿ
î ïåðåñòàíîâêàõ íà n ýëåìåíòàõ, êîòîðû-
ìè ìû ðàñïîëàãàåì. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê èõ ïðîèç-
âåäåíèå òàêæå áóäåò ïåðåñòàíîâêîé íà n
ýëåìåíòàõ. Âî-âòîðûõ, ïðîèçâåäåíèå ïå-
ðåñòàíîâîê àññîöèàòèâíî, òî åñòü äëÿ ëþ-
áûõ òðåõ ïåðåñòàíîâîê A, B, C èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî (AB)C = A(BC). Â-òðåòüèõ,
ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò E òàêîé,
÷òî AE = EA = A. Â-÷åòâåðòûõ, äëÿ ëþáîé
ïåðåñòàíîâêè A ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ïå-
ðåñòàíîâêà A�1 òàêàÿ, ÷òî AA�1 = A�1A = E.

Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî G íàçû-
âàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè íà ìíîæåñòâå G çà-
äàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, òî åñòü
óêàçàíî ñîîòâåòñòâèå, ïî êîòîðîìó ëþáîé
óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ýëåìåíòîâ èç ìíîæå-
ñòâà G îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿ-
åòñÿ íåêîòîðûé òðåòèé ýëåìåíò èç ìíîæå-
ñòâà G. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé;
2) ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñè-
òåëüíî çàäàííîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèè;
3) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà G ñó-
ùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò èç ýòîãî æå
ìíîæåñòâà G.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå îáîçíà-
÷åíèÿ äëÿ ãðóïïîâîé àëãåáðàè÷åñêîé îïå-
ðàöèè � ýòî «·» (ïðîèçâåäåíèå) è «+» (ñëî-
æåíèå).

Îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ èìååì
òàê íàçûâàåìóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ çàïèñü:
1) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ õ, ó, z ìíîæåñòâà G

(õ · ó) · z = x (y · z);
2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò å ∈ G òàêîé, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà õ ∈ G

å · õ = õ · å = õ
(òàêîé ýëåìåíò å íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì è îáîçíà÷àåòñÿ 1G);
3) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà õ ∈ G ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò ó ∈ G òàêîé, ÷òî õ · ó = y · x = e
(òàêîé ýëåìåíò ó íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê
ýëåìåíòó õ è îáîçíà÷àåòñÿ õ�1).
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Îáû÷íî â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïè-
ñè ãðóïïîâîé îïåðàöèè çíàê îïåðàöèè «·»
íå óêàçûâàþò, è ìû â äàëüíåéøåì áóäåì
ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîãî ñîãëàøåíèÿ.

Îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ èìååì òàê
íàçûâàåìóþ àääèòèâíóþ çàïèñü:
1) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ õ, ó, z ìíîæåñòâà G

x + (y + z) = (x + y) + z;
2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò å ∈ G òàêîé, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà õ ∈ G

å + õ = õ + å = õ
(òàêîé ýëåìåíò å íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì
è îáîçíà÷àåòñÿ 0G èëè ïðîñòî 0);
3) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà õ ∈ G ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò ó ∈ G òàêîé, ÷òî

õ + ó = ó + õ = 0
(òàêîé ýëåìåíò ó íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê
ýëåìåíòó õ è îáîçíà÷àåòñÿ �õ).

Óäèâèòåëüíî, ÷òî êàæäûé øêîëüíèê
óìååò ðàáîòàòü ñ íåêîòîðûìè ãðóïïàìè,
íå ïîäîçðåâàÿ îá ýòîì.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z
âñåõ öåëûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè-
÷åñêîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Òîãäà èìååì
àññîöèàòèâíîñòü ýòîé îïåðàöèè, íåéòðàëü-
íûé ýëåìåíò 0, è äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà
à åñòü îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíò �à
(êîòîðûé îáû÷íî íàçûâàþò ïðîòèâîïî-
ëîæíûì ê ýëåìåíòó à). Ñëåäîâàòåëüíî, Z
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ.

Ïðèìåð 2. Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 1,
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Q âñåõ ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî R âñåõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè ïî
ñëîæåíèþ.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
Q* âñåõ íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ. Ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà,
åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò 1, è äëÿ ëþ-
áîãî íåíóëåâîãî äåéñòâèòåëüíîãî ýëåìåí-
òà à åñòü îáðàòíûé ýëåìåíò 1/à. Ñëåäî-
âàòåëüíî, Q* ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî óì-
íîæåíèþ.

Ïðèìåð 4. Ìíîæåñòâî Z[x] öåëî÷èñ-
ëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé õ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ.
Àíàëîãè÷íî ýòîìó ìíîæåñòâà Q[x] è R[x]
ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé õ ñ ðà-
öèîíàëüíûìè è äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ ãðóï-
ïàìè ïî ñëîæåíèþ.

Ïðèìåð 5. Ìíîæåñòâà íåíóëåâûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ äðîáåé ñ ðàöèîíàëüíûìè
èëè äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè ïî óìíîæåíèþ.

Â ïðèìåðàõ 1�5 ãðóïïîâûå îïåðà-
öèè êîììóòàòèâíû, òî åñòü õ + ó = ó + õ
� â àääèòèâíîé çàïèñè è õó = óõ � â ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé çàïèñè.

Âñå óêàçàííûå âûøå ïðèìåðû ãðóïï
ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè è íå ìîãóò áûòü
ðåàëèçîâàíû íà êîìïüþòåðå. Ïîäõîäÿùè-
ìè äëÿ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ÿâëÿþò-
ñÿ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê, î êîòîðûõ øëà
ðå÷ü âûøå. Íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ àë-
ãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè çàäàþòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì òàáëèöû Êýëè, êîòîðàÿ çàïîëíÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ñòðîêàõ è ñòîë-
áöàõ ýòîé òàáëèöû ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì çàïèñûâàþòñÿ ýëåìåíòû äàííîãî êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà. Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðî-
êè, îòíîñÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó õ, è ñòîëáöà,
îòíîñÿùåãîñÿ ê ýëåìåíòó ó, çàïèñûâàåòñÿ
ýëåìåíò äàííîãî ìíîæåñòâà, êîòîðûé ðà-
âåí ðåçóëüòàòó àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèè
äëÿ ýëåìåíòîâ õ è ó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ñîçäàâàòü
ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, â òîì
÷èñëå è ãðóïïîâûå, ïîñðåäñòâîì êîìïüþ-
òåðíîé ïðîãðàììû VISAL. Ìíîæåñòâà ñ
çàäàííûìè íà íèõ àëãåáðàè÷åñêèìè îïå-
ðàöèÿìè (îäíîé èëè íåñêîëüêèìè) íàçû-
âàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè.

2. ÑÎÇÄÀÍÈÅ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ
ÑÒÐÓÊÒÓÐ Â ÏÐÎÃÐÀÌÌÅ VISAL

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì ñîçäàòü
íåêîòîðóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïî-
ñðåäñòâîì VISAL. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
çàéòè â ìåíþ File/New. Çàòåì íåîáõîäèìî
âûáðàòü òèï ñîçäàâàåìîãî îáúåêòà (Type
of structure). Ïóñòü ìû âûáðàëè Abstract
group � àáñòðàêòíóþ ãðóïïó ñ èìåíåì
Simple è ÷èñëîì ýëåìåíòîâ 5. Äëÿ åå çàäà-
íèÿ íåîáõîäèìî çàïîëíèòü òàáëèöó Êýëè.
Â ïðîãðàììå VISAL ïðåäóñìîòðåíû äâà
ñïîñîáà çàïîëíåíèÿ òàáëèöû Êýëè.

Ïåðâûé ñïîñîá ñîñòîèò â ïîñëåäî-
âàòåëüíîì çàïîëíåíèè âñåõ êëåòî÷åê òàá-
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ëèöû Êýëè äëÿ âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà. Ïîñêîëüêó
ìû óæå âûáðàëè òèï ñîçäàâàåìîãî îáúåê-
òà � àáñòðàêòíóþ ãðóïïó (Abstract group),
òî äëÿ çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ (Parameters) íå-
îáõîäèìî óêàçàòü èìÿ îïåðàöèè (Name of
operation). Ïóñòü ýòî áóäåò, ñêàæåì,
Operation*. Òåïåðü îñòàåòñÿ çàïîëíèòü òàá-
ëèöó Êýëè (ñì. 3-þ ñòðàíèöó îáëîæêè) ïî
ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïóñòü à0, à1, ..., àn�1 �
ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà, òîãäà íàä
òàáëèöåé è ñëåâà îò òàáëèöû Êýëè âûïè-
ñûâàþòñÿ èíäåêñû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà,
òî åñòü 0, 1, ..., n � 1. Ìû õîòèì îïðåäå-
ëèòü ðåçóëüòàò îïåðàöèè * äëÿ ýëåìåíòîâ
ai è aj êàê ýëåìåíò àk, ãäå
i, j, k ∈ {0, 1, ..., n � 1}, òî åñòü ai * aj = ak.
Òîãäà â êëåòêå òàáëèöû íà ïåðåñå÷åíèè i-
îé ñòðîêè (òî åñòü ñòðîêè, ó êîòîðîé ñëå-
âà îò òàáëèöû íàõîäèòñÿ ÷èñëî i) è j-ãî
ñòîëáöà (òî åñòü ñòîëáöà, ó êîòîðîãî
ñâåðõó íàä òàáëèöåé íàõîäèòñÿ ÷èñëî j),
âìåñòî none, çàïèñûâàåì ÷èñëî k. Êîíò-
ðîëü ïðàâèëüíîñòè çàäàíèÿ àëãåáðàè÷åñ-
êîé îïåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîëå
Warnings â íèæíåé ÷àñòè ýêðàíà. Åñëè
ãðóïïîâàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ çàäà-
íà, òî â ýòîì ïîëå âûäàåòñÿ ñîîáùåíèå
No warnings. Â ñëó÷àå îøèáêè, à èìåííî,
åñëè íàðóøàåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü îïåðà-
öèè ëèáî ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî èëè
îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ, òî â ïîëå Warnings
âûäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäóïðåæäåíèå.

3. ÐÀÁÎÒÀ
Ñ ÃÐÓÏÏÀÌÈ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Ìîæíî ïûòàòüñÿ ñîçäàâàòü ãðóïïû,
çàïîëíÿÿ òàáëèöû Êýëè îïèñàííûì âûøå
ñïîñîáîì. Îäíàêî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ

ãðóïïû ïîñðåäñòâîì òàêîãî ñëó÷àéíîãî
ïîèñêà î÷åíü ìàëà. Êðîìå òîãî, ïîñëå çà-
ïîëíåíèÿ òàáëèöû Êýëè àâòîìàòè÷åñêè
âûäàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î âûïîëíåíèè àñ-
ñîöèàòèâíîñòè (Assoc.), íàëè÷èè íåéòðàëü-
íîãî ýëåìåíòà (Neutr.), îáðàòíûõ ýëåìåí-
òîâ (Revrs.), êîììóòàòèâíîñòè (Commut.).
Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìîæíî ñðàçó îïðå-
äåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ñîçäàííàÿ àëãåáðàè÷åñ-
êàÿ îïåðàöèÿ ãðóïïîé èëè íåò. Áîëüøîå
÷èñëî íåóäà÷íûõ ïîïûòîê ïîñòðîèòü ãðóï-
ïó ìîæåò íåãàòèâíî ñêàçàòüñÿ íà ýôôåê-
òèâíîñòè ðàáîòû ó÷àùèõñÿ ñ êîìïüþòåð-
íîé ïðîãðàììîé Visal. ×òîáû èçáåæàòü
òàêîé ñèòóàöèè, ïðåäóñìîòðåíû ñïåöèàëü-
íûå ñðåäñòâà ñîçäàíèÿ ãðóïï íà íåêîòî-
ðûõ ïîäìíîæåñòâàõ ãðóïï ïåðåñòàíîâîê.
Ðàññìîòðèì èõ ïîäðîáíåå.

Äëÿ ðàáîòû ñ ãðóïïàìè ïåðåñòàíî-
âîê â ïðîãðàììå VISAL åñòü ïóíêò ìåíþ
Tools\Exploration of Permutation Group,
êîòîðûé ïðåäóñìàòðèâàåò (ñì. 3-þ ñòðà-
íèöó îáëîæêè):
• ñîçäàíèå ïîäãðóïïû â ãðóïïå ïåðåñòà-
íîâîê ÷åðåç çàäàíèå îáðàçóþùèõ ýëåìåí-
òîâ;
• îïðåäåëåíèå ïîðÿäêîâ îáðàçóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ ïîäãðóïïû;
• îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà ñàìîé ïîäãðóï-
ïû;
• ïðîñìîòð âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷èâøåé-
ñÿ ïîäãðóïïû;
• ðàçëîæåíèå ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäå-
íèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ;
• ïðîñìîòð äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé âè-
çóàëèçàöèè ïîäãðóïïû.

Ïîÿñíèì òåðìèíû, óêàçàííûå âûøå.
Ïîäãðóïïà � ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû,

êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñè-
òåëüíî òîé æå îïåðàöèè,
êîòîðàÿ çàäàíà â ãðóïïå.

Ñèñòåìà îáðàçóþùèõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû � ñîâî-
êóïíîñòü ýëåìåíòîâ a, b, c...
ãðóïïû òàêèõ, ÷òî ëþáîé
ýëåìåíò ãðóïïû ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû, êàæäûé èç êîòîðûõ èìå-
åò âèä à, à�1, b, b�1, c, c�1, ...Ðàáîòà ñ ãðóïïàìè ïåðåñòàíîâîê...
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Åñëè ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî òàêàÿ
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó

 





=

14523

54321
A .

Íàéäåì ñòåïåíè ýòîé ïåðåñòàíîâêè:







=

34125

54321
A2

,







=

54321

54321
A3

.

Òîãäà ñîâîêóïíîñòü ïåðåñòàíîâîê
{A, A2, A3} ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé
ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì À. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ
èç âûøåóêàçàííîé ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿåò-
ñÿ ýëåìåíòîì èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Ïå-
ðåñòàíîâêà À3 ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëå-
ìåíòîì, äëÿ ïåðåñòàíîâêè À îáðàòíûì ýëå-
ìåíòîì ÿâëÿåòñÿ À2, à äëÿ ïåðåñòàíîâêè
À2 � îáðàòíûì áóäåò À. Òàê êàê óìíîæå-
íèå ïåðåñòàíîâîê àññîöèàòèâíî, òî ìû
äåéñòâèòåëüíî èìååì ãðóïïó, è ïîñêîëüêó
ëþáîé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñòå-

ïåíüþ ïåðåñòàíîâêè À,
òî äàííàÿ ãðóïïà � öèê-
ëè÷åñêàÿ ñ îáðàçóþùèì
ýëåìåíòîì À.

Ïîðÿäîê ãðóïïû �
ýòî ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ.

Ïîðÿäîê ýëåìåíòà
õ � ýòî íàèìåíüøåå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî n òà-
êîå, ÷òî xn = e, ãäå å �
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò

ãðóïïû (åñëè òàêîå n ñóùåñòâóåò). Åñëè
æå òàêîãî ÷èñëà n íå ñóùåñòâóåò, òî õ èìå-
åò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Öèêë � ýòî ïåðåñòàíîâêà íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ, ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà, ïðè÷åì ïîñ-
ëåäíèé ýëåìåíò ïåðåõîäèò â ïåðâûé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì ïîñò-
ðîèòü ãðóïïó ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Íà-
çîâåì ýòîò îáúåêò examp5, ïîñëå ýòîãî
âûáåðåì ïóíêò ìåíþ Tools\Exploration of
Permutation Group  è ïîëó÷èì îêíî (ðè-
ñóíîê 1), â êîòîðîì íàì ïðåäëàãàåòñÿ ââå-
ñòè îò 1 äî 4 îáðàçóþùèõ ýëåìåíòà â ïóñ-
òûå ïîëÿ (ñîîòâåòñòâåííî: a, b, c, è d). Â
äàííîì ñëó÷àå âíåñåì äâà îáðàçóþùèõ ýëå-
ìåíòà (ïîëÿ «ñ» è «d» � ïóñòûå, è â íèõ
çàïèñàíî «none»). Äàëåå (ñì. 3-þ ñòðàíè-
öó îáëîæêè) ìîæíî óâèäåòü ñëåäóþùóþ
èíôîðìàöèþ î ñîçäàííîé ïîäãðóïïå

...ñîâîêóïíîñòü ïåðåñòàíîâîê ... ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé...

Ïîðÿäîê ãðóïïû � ýòî ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ... Ðèñóíîê 1
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(Subgroup 1): åå îáðàçóþùèå, ïîðÿäêè
îáðàçóþùèõ (order of permutation), ïîðÿ-
äîê ïîäãðóïïû (order of subgroup) � â äàí-
íîì ñëó÷àå îí ðàâåí 12. Äëÿ áîëåå äå-
òàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ èìåþòñÿ êíîïêè
«Detail» è «View of Subgroup». Ïðè íà-
æàòèè êíîïêè «Detail» ïîëó÷àåì ðàçëî-
æåíèå îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ a, b â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ,
à òàêæå ïåðåñòàíîâêó ab (ñì. 3-þ ñòðàíè-
öó îáëîæêè).

Íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêà







=

12345

54321
a

ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê (1 5) (2 4), à
ïåðåñòàíîâêà







=

54231

54321
b

êàê (2 3).
Ïðè íàæàòèè êíîïêè «View of

Subgroup» (ñì. 3-þ ñòðàíèöó îáëîæêè)
ìîæíî óâèäåòü âñå ýëåìåíòû ñîçäàííîé
ïîäãðóïïû (äëÿ ýòîãî íàäî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ïîëîñîé ïðîêðóòêè).

Äëÿ a è b, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå 1,
ïîëó÷èì 12 ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îá-
ðàçóþùèõ a, b è èõ îáðàòíûõ, â îáùåì
ñëó÷àå (â äàííîì ïðèìåðå a-1 = a, b-1 = b).

4. ÂÈÇÓÀËÈÇÀÖÈß
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ äâóìåðíîé âèçó-
àëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêîãî îáúåêòà íóæíî
ñíà÷àëà ñîçäàòü ýòîò îáúåêò, ëèáî îòêðûòü
îáúåêò, êîòîðûé ñîõðàíåí íà äèñêå â äè-

ðåêòîðèè Examples (File\New ëèáî
File\Open). Çàòåì íóæíî âûáðàòü ïóíêò
ìåíþ Visualization\2-dimensional. Ïîêàæåì
ýòî íà ïðèìåðå ñîõðàíåííîãî íà äèñêå
îáúåêòà examp1.

Çàõîäèì â ìåíþ Visualization\2-
dimensional, ïîñëå ýòîãî íà ýêðàíå ïîÿâèò-
ñÿ èçîáðàæåíèå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè,
ðàçäåëåííîé íà 4 êâàäðàòà, ïðè÷åì êàæ-
äûé êâàäðàò èìååò ñâîé ñîáñòâåííûé îò-
òåíîê:

(äðóãèå ïðèìåðû ñì. íà 3-åé ñòðàíèöå îá-
ëîæêè). Êàê æå ïîëó÷àåòñÿ ýòî èçîáðàæå-
íèå? Ðàññìîòðèì òàáëèöó Êýëè äàííîé
ãðóïïû. Ýëåìåíòû íàøåé ãðóïïû � ýòî ïå-

ðåñòàíîâêè e=





21

21
, a=





12

21
;

òàáëèöà Êýëè ãðóïïû èìååò âèä:
* å à
å å à
à à å

Äâóìåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ ïî òàáëèöå
Êýëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò å ñîîòâåòñòâóåò ñà-
ìîìó òåìíîìó îòòåíêó ñèíåãî öâåòà (ïî-
÷òè ÷åðíîìó), à ýëåìåíò à ñîîòâåòñòâóåò
îòòåíêó ÷óòü ïîñâåòëåé. Àíàëîãè÷íî îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ ïî
òàáëèöå Êýëè äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñ-
êèõ îïåðàöèé òàêèõ àáñòðàêòðûõ ñòðóê-
òóð, êàê ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ. Ïóñòü à1,
..., àn � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà À, íà êîòî-

...äâóìåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ...
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ðîì çàäàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ «*».
Ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó
ai îïðåäåëåííûé îòòåíîê ôèêñèðîâàííî-
ãî öâåòà (íàïðèìåð, ñèíåãî) òàê, ÷òîáû
îòòåíîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ài+1, áûë ÷óòü
ñâåòëåå îòòåíêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ai. Äà-
ëåå â òàáëèöå Êýëè çàïîëíèì êëåòî÷êè, â
êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû à1, ..., àn, öâå-
òîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ýëåìåíòàì îò-
òåíêîâ. Ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà ñ êëåòî÷êà-
ìè, ðàñêðàøåííûìè ðàçíûìè îòòåíêàìè
îäíîãî öâåòà, è áóäåò äâóìåðíîé âèçóàëè-
çàöèåé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèè «*».

Äëÿ ðåàëèçàöèè òðåõìåðíîé âèçóà-
ëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêîãî îáúåêòà íóæíî
ñíà÷àëà ñîçäàòü ýòîò îáúåêò ëèáî îòêðûòü
îáúåêò, êîòîðûé ñîõðàíåí íà äèñêå â äè-
ðåêòîðèè Examples (File\New ëèáî
File\Open), à çàòåì âûáðàòü ïóíêò ìåíþ
Visualization\3-dimensional. Ðàññìîòðèì
èäåþ òðåõìåðíîé âèçóàëèçàöèè àëãåáðàè-
÷åñêîé îïåðàöèè íà ïðîñòîì ïðèìåðå.

Ïóñòü äàíà ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ñ
îïåðàöèåé «*», íàïðèìåð, ðàññìîòðåííûé
ðàíåå îáúåêò examp1. Ýëåìåíòû ýòîé ãðóï-

ïû � 





=

21

21
e è 





=

12

21
a ,

à òàáëèöà Êýëè èìååò âèä:
* å à
å å à
à à å

Òåïåðü ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ âè-
çóàëèçàöèþ îïåðàöèè «*» (ðèñóíîê 2). Â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíû 4 òî÷-
êè ñî ñëåäóþùèìè êîîðäèíàòàìè (0, 0, 0),
(1, 1, 0), (1, 0, 1) è (0, 1, 1). Ýòè òî÷êè
ïîëó÷àþòñÿ èç òàáëèöû Êýëè ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Çàíóìåðóåì ýëåìåíòû äàííîé ãðóï-
ïû òàê: å = à0 è à = à1, ïîñëå ÷åãî çàìåíèì
â òàáëèöå Êýëè ýëåìåíòû ãðóïïû èõ íîìå-
ðàìè. Òîãäà òàáëèöà Êýëè ïðèìåò âèä:

* 0 1
0 0 1
1 1 0

Äàëåå, äëÿ êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé
ïàðû õ, ó ýëåìåíòîâ ãðóïïû è ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà îïåðàöèè õ*ó  ñî-
ñòàâèì óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó, ñîñòîÿùóþ
èç íîìåðîâ ýëåìåíòîâ õ, ó è õ*ó. Íàïðè-
ìåð, â íàøåì ñëó÷àå äëÿ ïàðû å, å  è ðå-
çóëüòàòà îïåðàöèè å*å = å  (âçÿòîãî èç òàá-
ëèöû Êýëè) ïîëó÷àåì òðîéêó íîìåðîâ
(0, 0, 0), äëÿ ïàðû å, à  è ðåçóëüòàòà îïå-
ðàöèè å*à = à  ïîëó÷àåì òðîéêó (0, 1, 1),
äëÿ ïàðû à, å è ðåçóëüòàòà îïåðàöèè
à*å = à  ïîëó÷àåì òðîéêó (1, 0, 1) è äëÿ
ïàðû à, à è ðåçóëüòàòà îïåðàöèè à*à = å
ïîëó÷àåì òðîéêó (1, 1, 0). Â èòîãå ïîëó÷à-
åòñÿ íàáîð èç 4 òî÷åê òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ìíîæåñòâà Õ,
ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ, òðåõìåðíàÿ âè-
çóàëèçàöèÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèè, çàäàí-

Ðèñóíîê 2

...òðåõìåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ...
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íîé íà ýòîì ìíîæåñòâå, åñòü íàáîð èç n2

òî÷åê òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Äëÿ óäîáñòâà ðàáîòû ñ ïîëó÷åííûì

îáúåêòîì â Visal ïðåäóñìîòðåíû êíîïêè
óïðàâëåíèÿ îáúåêòîì (Object Controls) è
êàìåðîé (Camera controls). Îíè ïîçâîëÿ-
þò âðàùàòü, ïðèáëèæàòü è óäàëÿòü íàø
îáúåêò (ñì. 3-þ ñòðàíèöó îáëîæêè).

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåðû ïðèìåíå-
íèÿ âèçóàëèçàöèè äëÿ íåêîòîðûõ ïîíÿòèé
èç òåîðèè ãðóïï. Äâå ãðóïïû G è H íàçû-
âàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ (òî åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå) ϕ: G → H, êîòîðàÿ «ñîõðà-
íÿåò îïåðàöèè» â G è H, à èìåííî, äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ãðóïïû G, åñëè
x · y = z â ãðóïïå G, òî ϕ(x) · ϕ(y) = ϕ(z)
â ãðóïïå H. Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ G è
H íàëè÷èå áèåêöèè ìåæäó íèìè ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî G è H èìåþò îäèíàêî-
âîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Òîãäà, åñëè g1, g2,
..., gn � ýëåìåíòû ãðóïïû G è ϕ � ïðîèç-
âîëüíàÿ áèåêöèÿ ìíîæåñòâà G íà ìíîæå-
ñòâî H, òî ϕ(g1) = 

1i
h , ϕ(g2) = 

2i
h , ...,

ϕ(gn) = 
ni

h � ýëåìåíòû ãðóïïû H. Ïîñêîëü-
êó ïðè çàïîëíåíèè òàáëèö Êýëè â ïðî-
ãðàììå Visal ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî èíäåê-
ñû ýëåìåíòîâ, à íå ñàìè ýëåìåíòû, òî ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî áèåêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ íå-
êîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë 1, 2 ,...n, (â
òàáëèöàõ Êýëè â VISAL íóìåðàöèÿ âåäåò-
ñÿ îò 0 äî n�1, ÷òî íå ìåíÿåò ñóòè äåëà).
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçî-
ìîðôèçì ϕ ãðóïï G è H åñòü íåêîòîðàÿ
ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, ..., n, êîòîðàÿ
«ñîõðàíÿåò îïåðàöèè», òî åñòü åñëè íà ïå-
ðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà â
òàáëèöå Êýëè ãðóïïû G íàõîäèòñÿ ÷èñëî
k, òî íà ïåðåñå÷åíèè ϕ(i)-îé ñòðîêè è ϕ(j)-
ãî ñòîëáöà â òàáëèöå Êýëè ãðóïïû H íà-
õîäèòñÿ ÷èñëî ϕ(k). Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ãðóïïà H èçîìîðôíà ãðóïïå G, òî ìîæåì
ñ÷èòàòü â íàøåì ñëó÷àå, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåíóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ãðóïïà H ñî-
âïàäàåò ñ ãðóïïîé G. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äâóìåðíûå âèçóàëüíûå îáðàçû èçîìîðô-
íûõ ãðóïï ñîâïàäàþò ïðè íåêîòîðîé ïå-
ðåñòàíîâêå ñòðîê è òàêîé æå ïåðåñòàíîâ-
êå ñòîëáöîâ, à òðåõìåðíûå âèçóàëüíûå îá-

ðàçû ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîñðåä-
ñòâîì íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòî
äàåò âîçìîæíîñòü ðåøàòü âîïðîñ îá èçî-
ìîðôèçìå ãðóïï ïîñðåäñòâîì ñðàâíåíèÿ
èõ âèçóàëüíûõ îáðàçîâ.

Åùå îäíî âîçìîæíîå ïðèìåíåíèå âè-
çóàëèçàöèè � ñòðîåíèå ïîäãðóïï. Åñëè ïîä-
ãðóïïà H ãðóïïû G ïîðîæäàåòñÿ íåñêîëü-
êèìè ýëåìåíòàìè, òî èíîãäà ìîæåò ñëó-
÷èòüñÿ òàê, ÷òî íàéäåòñÿ ñèñòåìà îáðàçó-
þùèõ ïîäãðóïïû H, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî
ýëåìåíòà (òî åñòü ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé). Òàêèå ñèòóàöèè
ìîãóò ðàñïîçíàâàòüñÿ âèçóàëüíî, òàê êàê
äâóìåðíûé âèçóàëüíûé îáðàç öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû èìååò ñïåöèôè÷åñêèé âèä.

5. ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ VISAL

ÄËß ÎÁÓ×ÅÍÈß

Ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ îïèñàííûìè
âûøå âîçìîæíîñòÿìè VISAL âîçíèêàåò åñ-
òåñòâåííûé âîïðîñ: êàê èñïîëüçîâàòü ýòîò
èíñòðóìåíò äëÿ îáó÷åíèÿ øêîëüíèêîâ?

Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ ñõå-
ìó èçó÷åíèÿ ãðóïï øêîëüíèêàìè:
1) ïîñòðîåíèå íåêîòîðîãî íàáîðà àëãåá-
ðàè÷åñêèõ îïåðàöèé;
2) èçó÷åíèå äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ âè-
çóàëüíûõ îáðàçîâ ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ
îïåðàöèé ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ ñõîäñòâà è
ðàçëè÷èÿ èõ âèçóàëüíûõ îáðàçîâ;
3) äåòàëèçàöèÿ ïóíêòà 2) îòíîñèòåëüíî
êàæäîãî èç òðåõ ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ è êîì-
ìóòàòèâíîñòè, à òàêæå íåêîòîðîãî íàáî-
ðà ýòèõ ñâîéñòâ;
4) ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ òèïà: ïî íå-
êîòîðîé ïàðå âèçóàëüíûõ îáðàçîâ (îäèí
� äâóìåðíûé, äðóãîé � òðåõìåðíûé) ñî-
çäàòü àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ, ïàðà âè-
çóàëüíûõ îáðàçîâ êîòîðîé ñîâïàäàåò (èëè
äîñòàòî÷íî áëèçêà â íåêîòîðîì ñìûñëå)
ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïàðå âèçóàëüíûõ îáðà-
çîâ.

Â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ VISAL
ïî ýòîé ñõåìå ïîíÿòèå ãðóïïû ïðèîáðå-
òàåò äëÿ øêîëüíèêîâ ëè÷íîñòíûé ñìûñë,
ïîñêîëüêó êàæäûé èç íèõ ïðèõîäèò ê ýòî-
ìó ïîíÿòèþ íå ñòîëüêî ÷åðåç îïðåäåëå-
íèå, äàííîå ó÷èòåëåì èëè ïðî÷èòàííîå â
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êíèãå, ñêîëüêî â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè ñ
êîíêðåòíûìè âèçóàëüíûìè îáðàçàìè, ñî-
çäàííûìè èì ñàìèì. Èç îïûòà ðàáîòû ñ
ó÷åíèêàìè 7�8 êëàññîâ øêîëû ¹ 49 ã.
Òîìñêà, êîòîðûå íå îòëè÷àëèñü îñîáûìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè ñïîñîáíîñòÿìè, ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ïîäîáíîå çíàêîìñòâî ñ ïî-
íÿòèåì ãðóïïû âïîëíå äîñòóïíî, à ãëàâ-
íîå, èíòåðåñíî ñðåäíåìó øêîëüíèêó. Áî-
ëåå òîãî, ÷àñòü èç íèõ îáÿçàòåëüíî çàõî-
÷åò ãëóáæå ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ãðóïïàìè è
òîãäà ó÷èòåëü äîëæåí áûòü ãîòîâ ïîðåêî-
ìåíäîâàòü ïî÷èòàòü ëèòåðàòóðó ïî òåîðèè
ãðóïï (ñì.[1]�[4] ). Òàêèì ó÷àùèìñÿ ìîæ-
íî ïîðåêîìåíäîâàòü ñëåäóþùóþ ñõåìó
äàëüíåéøåé ðàáîòû ñ èñïîëüçîâàíèåì
VISAL :
1) ïîñòðîåíèå íåêîòîðîãî íàáîðà ãðóïï
êàê ïîäãðóïï ãðóïï ïåðåñòàíîâîê, ïîðîæ-
äåííûõ íåêîòîðûìè ñèñòåìàìè îáðàçóþ-
ùèõ;
2) èçó÷åíèå äâóìåðíûõ èëè òðåõìåðíûõ
âèçóàëüíûõ îáðàçîâ ýòèõ ãðóïï ñ öåëüþ
âûÿâëåíèÿ èõ ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ;
3) äåòàëèçàöèÿ ïóíêòà 2) â ïëàíå âûÿâëå-
íèÿ èçîìîðôíûõ ãðóïï;
4) ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ òèïà: ïî íå-
êîòîðîé ïàðå âèçóàëüíûõ îáðàçîâ (îäèí
� äâóìåðíûé, äðóãîé � òðåõìåðíûé) ãðóï-
ïîâîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèè ïîñòðî-
èòü ðàçëè÷íûå ãðóïïû, êîòîðûå áûëè áû
èçîìîðôíû (èëè íå èçîìîðôíû) èñõîä-
íîé ãðóïïå.

Ìîæíî òàêæå ïðåäëîæèòü ñëåäóþ-
ùèå èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è:
à) èññëåäîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ ïîìî-
ùüþ VISAL ñâÿçü ìåæäó ïîðÿäêîì êîíå÷-
íîé ãðóïïû è ïîðÿäêîì åå ïîäãðóïïû; æå-
ëàòåëüíî, ÷òîáû ó÷àùèåñÿ âûøëè íà òåîðå-
ìó Ëàãðàíæà (ïîðÿäîê ïîäãðóïïû êîíå÷-
íîé ãðóïïû åñòü äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû);
á) èññëåäîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ ïîìî-
ùüþ VISAL ñâÿçü ìåæäó ïîðÿäêîì ïðîèç-
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âåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ è ïîðÿäêàìè ñî-
ìíîæèòåëåé (íóæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó-
÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êîììóòèðóþò
ëè ñîìíîæèòåëè èëè íåò, òî åñòü ab = ba
èëè íåò);
â) äëÿ çàäàííîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî ñ ïîìîùüþ VISAL íàéòè
âñå åå ïîäãðóïïû;
ã) äëÿ çàäàííîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî ñ ïîìîùüþ VISAL íàéòè
âñå åå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû (òî åñòü
ñèñòåìû îáðàçóþùèõ, ñîñòîÿùèå èç îä-
íîãî ýëåìåíòà);
ä) äëÿ çàäàííîé ãðóïïû ñ ôèêñèðîâàííîé
ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ íàéòè ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ñ ïîìîùüþ VISAL êàêèå-òî äðó-
ãèå ñèñòåìû îáðàçóþùèõ;
å) èññëåäîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ ïîìî-
ùüþ VISAL ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû (òî
åñòü ìàêñèìàëüíûå p-ïîäãðóïïû) êîíå÷-
íîé ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê (p-ïîäãðóïïà
êîíå÷íîé ãðóïïû ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî
÷èñëà ýëåìåíòîâ, ïîðÿäêè êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ êàêèìè-òî ñòåïåíÿìè ÷èñëà p).

Â çàêëþ÷åíèå õî÷ó îòìåòèòü, ÷òî ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü, ïðèíÿòàÿ â ñî-
âðåìåííîé øêîëå, êîìôîðòíà òîëüêî äëÿ
äåòåé ñ ëîãè÷åñêèì ñêëàäîì óìà, êîòîðûå
ñîñòàâëÿþò ìåíüøóþ ÷àñòü äåòåé (ïî íå-
êîòîðûì îöåíêàì, 10�20%). Â òî æå âðå-
ìÿ äåòè-âèçóàëû ñîñòàâëÿþò áîëüøóþ ÷àñòü
äåòåé, è îíè, ÷óâñòâóÿ ñåáÿ íåêîìôîðòíî
íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè â øêîëå, ðåäêî
âûáèðàþò ìàòåìàòèêó â êà÷åñòâå ñâîåé
ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, õîòÿ ïî
ñâîåìó èíòåëëåêòóàëüíîìó ïîòåíöèàëó
âïîëíå ìîãëè áû áûòü óñïåøíûìè â ýòîé
îáëàñòè äåÿòåëüíîñòè. Õîòåëîñü áû íàäå-
ÿòüñÿ, ÷òî êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà VISAL
ìîæåò ïîìî÷ü äåòÿì-âèçóàëàì ïîâåðèòü â
ñâîè ñèëû, â òî, ÷òî è îíè ìîãóò áûòü
óñïåøíû â ýêñïåðèìåíòàëüíî-èññëåäîâà-
òåëüñêîé, à çàòåì è â ôîðìàëüíî-ëîãè÷åñ-
êîé ìàòåìàòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.
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ÂÎÑÜÌÀß ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÀß ÊÎÍÔÅÐÅÍÖÈß
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ. ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ

ã. Ïóùèíî, 31 ÿíâàðÿ � 5 ôåâðàëÿ 2001 ã.

Àäðåñ Îðãêîìèòåòà â Ìîñêâå:
119899, Ìîñêâà, Âîðîáüåâû Ãîðû, ÌÃÓ, áèîëîãè÷åñêèé ô-ò, êàôåäðà Áèî-
ôèçèêè,
Òåë.: (095)939-02-89, ôàêñ: (095)939-11-15   E-mail: MCE@mars.biophys.msu.ru,
http://mars.biophys.msu.ru/awse

Ìåñòî ïðîâåäåíèÿ êîíôåðåíöèè:
ã. Ïóùèíî Ìîñê. îáë., ïð�ò Íàóêè 3, Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è
ýêñïåðèìåíòàëüíîé áèîôèçèêè ÐÀÍ (ÈÒÝÁ) è Èíñòèòóò áèîôèçèêè êëåòêè
ÐÀÍ (ÈÁÊ).
http://www.iteb.serpukhov.su/rus

Ïëàí êîíôåðåíöèè

31 ßÍÂ. ÑÐ.
Îòêðûòèå. Äîêëàäû î Ïóùèíñêîì íàó÷íîì öåíòðå, îáçîðíûå äîêëàäû. Ôîð-
ìèðîâàíèå ñåêöèé. Êðóãëûé ñòîë �Êóëüòóðíîå ïðîñòðàíñòâî Ðîññèè: êíèãè,
æóðíàëû, êîíôåðåíöèè, Èíòåðíåò".

1 ÔÂÐ. ×Ò.
Ïëåíàðíîå çàñåäàíèå: �Êîìïüþòåðû â íàóêå è îáðàçîâàíèè�. Âûñòàâêà-ÿð-
ìàðêà êîìïüþòåðíûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì.

2 ÔÂÐ. ÏÒ.
Ïëåíàðíîå çàñåäàíèå. Ðàáîòà ñåêöèé �Êîìïüþòåðû â íàóêå è îáðàçîâàíèè�,
�Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå�, �Ìàòåìàòè÷åñ-
êèå ìîäåëè â õèìèè, áèîëîãèè, ýêîëîãèè è ìåäèöèíå�, �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè æèâûõ ñèñòåì�, �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå�, �Ãóìàíèòàðíîå
è åñòåñòâåííî-íàó÷íîå îáðàçîâàíèå�.  Ëåêöèÿ �Ðîññèÿ â èñòîðèè öèâèëèçà-
öèè�. Îòêðûòîå çàñåäàíèå Àññîöèàöèè Æåíùèíû â íàóêå è îáðàçîâàíèè.

3 ÔÂÐ. ÑÁ.
Ëåêöèÿ 1 �Ôèçèêà õàîñà�. Ïëåíàðíîå çàñåäàíèå. Ëåêöèÿ �Íàóêà è âëàñòü�

4 ÔÂÐ. ÂÑ.
Ëåêöèÿ 2 �Ôèçèêà õàîñà�. Ïëåíàðíîå çàñåäàíèå. Îáñóæäåíèå ñòåíäîâîé
ñåññèè è âðó÷åíèå ïðèçîâ çà ëó÷øèå ñòåíäîâûå äîêëàäû.  Ëåêöèÿ �ßçûê è
Âðåìÿ Èîñèôà Áðîäñêîãî�.

5 ÔÂÐ. ÏÍ.
Îáùàÿ äèñêóññèÿ è çàêðûòèå êîíôåðåíöèè.

Âî âðåìÿ êîíôåðåíöèè ðåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêèé ñîâåò ñáîðíèêà íàó÷íûõ
òðóäîâ �Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå� (8 òîì) íà÷íåò ïðèåì ñòàòåé.
Ïî îêîí÷àíèè êîíôåðåíöèè ïðèåì áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ â îðãêîìèòåòå êîíôå-
ðåíöèè äî 1 ìàðòà 2001 ãîäà.
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ÊÎÍÔÅÐÅÍÖÈß
ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÇÀÖÈß ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß�2001

ã. Åêàòåðèíáóðã, 13�16 ôåâðàëÿ 2001 ã.

Êîíôåðåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ åæåãîäíûì ïîäâåäåíèåì èòîãîâ äåÿòåëüíîñòè
Èíñòèòóòà èíôîðìàòèçàöèè îáðàçîâàíèÿ ÌÎ ÐÔ è åãî ôèëèàëîâ â
îáëàñòè ðàçâèòèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è èõ ïðèìåíåíèÿ â ñèñòåìå
îáðàçîâàíèÿ.

Êîíôåðåíöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîääåðæêå:
� Óðàëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà;
� Èíñòèòóòà èíôîðìàòèçàöèè îáðàçîâàíèÿ Ìèíîáðàçîâàíèÿ ÐÔ;
� Àêàäåìèè èíôîðìàòèçàöèè îáðàçîâàíèÿ;
� Æóðíàëà �Èíôîðìàòèêà è îáðàçîâàíèå�.

Ïðîãðàììà êîíôåðåíöèè

1. Êîíöåïöèÿ ðàçðàáîòêè ýëåêòðîííûõ ó÷åáíèêîâ.
2. Èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ó÷åáíîì ïðîöåññå

øêîëû è ïåäàãîãè÷åñêîãî âóçà.
3. Òåõíîëîãèÿ è ñîäåðæàíèå äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ.
4. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â óïðàâëåíèè ó÷åáíûì çàâåäåíèåì.
5. Ìåòîäè÷åñêèå àñïåêòû ïðåïîäàâàíèÿ èíôîðìàòèêè â øêîëå è

ïåäàãîãè÷åñêîì âóçå.
6. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè âî âíåêëàññíîé ðàáîòå ñ ó÷àùèìèñÿ.

Ê ó÷àñòèþ â êîíôåðåíöèè ïðèãëàøàþòñÿ ðàáîòíèêè ðåãèîíàëüíûõ
óïðàâëåíèé è äåïàðòàìåíòîâ îáðàçîâàíèÿ, àäìèíèñòðàòîðû, íàó÷íûå
ðàáîòíèêè è ïðåïîäàâàòåëè âóçîâ, ñîòðóäíèêè íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ
èíñòèòóòîâ, ó÷èòåëÿ øêîë, ïðîôòåõó÷èëèù, ïðåïîäàâàòåëè òåõíèêóìîâ
è äðóãèõ ó÷ðåæäåíèé îáðàçîâàíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ:
� èçäàíèå ñáîðíèêà òðóäîâ êîíôåðåíöèè;
� ïðåäîñòàâëåíèå âîçìîæíîñòåé äëÿ äåìîíñòðàöèè ïðîãðàììíûõ
ðàçðàáîòîê;
� âûñòàâêà-ïðîäàæà ó÷åáíîé è ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðû è
ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ ó÷àñòíèêàìè.

Çàÿâêè íà ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèè íàïðàâëÿòü ïî àäðåñó:
620151, ã. Åêàòåðèíáóðã, óë. Ê. Ëèáêíåõòà, 9,
Öåíòð èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÓðÃÏÓ

(ñ ïîìåòêîé �êîíôåðåíöèÿ�)
èëè ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå: conference@uspu.ru
Òåëåôîíû äëÿ ñïðàâîê (3432) 51-52-55, 51-10-15
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Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òåòðàýäð �
òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó, ãðàíè êîòîðîé �
îäèíàêîâûå ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè. Ïî-

ñòàâèì òåòðàýäð íà ëèñò áóìàãè è îáâåäåì
îñíîâàíèå. Òåïåðü ïîäíèìåì òåòðàýäð è
ïîñòàâèì åãî ñíîâà êàêîé-ëèáî ãðàíüþ íà
íà÷åð÷åííûé òðåóãîëüíèê. Ïðè ýòîì òåò-
ðàýäð çàéìåò òî æå ìåñòî â ïðîñòðàíñòâå,
íî åãî ïîëîæåíèå èçìåíèòñÿ (ãîâîðÿò, ÷òî
ìû ñäåëàëè ïðåîáðàçîâàíèå òåòðàýäðà, ïå-
ðåâîäÿùåå åãî â ñåáÿ).

Ñêîëüêî æå ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ïîâîðîòîâ òåòðàýäðà, ïðè
êîòîðûõ òåòðàýäð «ïåðåõîäèò â ñåáÿ»?

Ñ÷èòàòü ìîæíî ïî-ðàçíîìó. Íàïðè-
ìåð, ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû «âðó÷íóþ»
(ðèñóíîê 1). Äðóãîé ñïîñîá � ïðèìåíèòü
êàêèå-íèáóäü êîìáèíàòîðíûå ñîîáðàæå-
íèÿ, óïîðÿäî÷èâàþùèå ïåðåáîð âàðèàí-
òîâ. Íàïðèìåð, ñíà÷àëà ïåðåáðàòü ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ïîëîæåíèå âåð-
õíåé âåðøèíû (ïîâîðîòû âîêðóã âåðòèêàëü-
íîé îñè � ðèñóíîê 1á). Çàòåì � ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå êàêóþ-íèáóäü âåðøè-
íó ïðè îñíîâàíèè (ðèñóíêè 1â, 1ã, 1ä).

Ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ôîðìàëü-
íî. Îáîçíà÷èì íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ âåð-
øèí òåòðàýäðà öèôðàìè 1, 2, 3, 4 (ðèñó-
íîê 1à). À ïðåîáðàçîâàíèå òåòðàýäðà çà-
ïèøåì â âèäå ïîäñòàíîâêè.

Íàïðèìåð,


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Íàø êîììåíòàðèé:

ÃÐÓÏÏÀ ÏÎÂÎÐÎÒÎÂ ÒÅÒÐÀÝÄÐÀ

Â íà÷àëå ñòàòüè, ïîñâÿùåííîé ïðîãðàììå VISAL, îïèñàí ïðîñòîé ïðèìåð êîíå÷íîé
ãðóïïû � ïåðåñòàíîâêè áóêâ ñëîâà ïðè øèôðîâêå. Íàì êàæåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëÿì áóäåò
èíòåðåñíî ïîçíàêîìèòüñÿ è ñ äðóãèì ïîïóëÿðíûì ïðèìåðîì êîíå÷íîé ãðóïïû � ãðóïïîé
ïîâîðîòîâ òåòðàýäðà. Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà ìîæíî èññëåäî-
âàòü îñîáåííîñòè ñòðîåíèÿ ýòîé ãðóïïû, à «ãåîìåòðè÷íîñòü» ýòîãî ïðèìåðà ïîçâîëÿ-
åò ëåãêî  ñâÿçàòü íàãëÿäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ íàéäåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ìû ïî-
ïðîáóåì åùå ðàç «ïðîéòèñü» ïî âñåì îñíîâíûì òåðìèíàì òåîðèè ãðóïï, îïèñàííûì â
ïðåäûäóùåé ñòàòüå è ïîñìîòðåòü, ÷òî îíè îçíà÷àþò íà íîâîì ïðèìåðå. Åñëè ïðèâå-
äåííûé ïðèìåð ïîêàæåòñÿ âàì «íåäîñòîéíûì» ïðîãðàììû, ïîïðîáóéòå ïðîäåëàòü òî
æå äëÿ ãðóïïû âðàùåíèé êóáà.
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îïèñûâàþò ïîâîðîòû òåòðàýäðà îòíîñè-
òåëüíî âåðøèíû 4.

«×èòàòü» òàêóþ çàïèñü, íàïðèìåð,
äëÿ à1, ìîæíî òàê: âåðøèíà 1 ïåðåõîäèò
íà ìåñòî âåðøèíû 3, âåðøèíà 2 � íà ìå-
ñòî âåðøèíû 1 è ò.ä.

Ïîäñòàíîâî÷íàÿ çàïèñü î÷åíü óäîáíà,
åñëè íåîáõîäèìî óçíàòü ðåçóëüòàò íåñêîëü-
êèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Íàïðèìåð, êàê áóäåò âûãëÿäåòü ïî-
ëîæåíèå òåòðàýäðà ïîñëå ïîâîðîòà







=

4213

4321
a1 ,

çà êîòîðûì ñëåäóåò ïîâîðîò







=

2314

4321
a4 .

Ïðîñëåäèì çà ïåðåìåùåíèåì âåð-
øèí òåòðàýäðà:
1  → 3 (ïîñëå à1) 3  → 3 (ïîñëå à4)
2  → 1 (ïîñëå à1) 1  → 4 (ïîñëå à4)
3  → 2 (ïîñëå à1) 2  → 1 (ïîñëå à4)
4  → 4 (ïîñëå à1) 4  → 2 (ïîñëå à4)

Ýòè ïåðåìåùåíèÿ òîæå îïèñûâàþò-
ñÿ ïîäñòàíîâêîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì ïîäñòàíîâîê à1, à4 è îáîçíà-
÷àåòñÿ à1 · à4. Ìîæíî äàòü ýòîé ïîäñòàíîâ-
êå ñâîå íàçâàíèå, íàïðèìåð, à9, òîãäà







=⋅=
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Ïîñìîòðèòå, êàêîå èíòåðåñíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ïîëó÷èëîñü: âåðøèíû 1, 3 è
2, 4 ïîïàðíî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè (ðèñóíîê
1å)! À ñìîæåòå ëè Âû òàê ïîâåðíóòü òåò-
ðàýäð ðóêàìè?!

Ïîäñêàçêà. Âîçüìèòå òåòðàýäð áîëü-
øèì è óêàçàòåëüíûì ïàëüöàìè çà ñåðåäè-
íû ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð è ïîâåðíèòå
íà 1800.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî åñëè âûïîë-
íèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ à1 è à4 â äðóãîì ïî-
ðÿäêå, òî ïîëó÷èòñÿ äðóãîé ðåçóëüòàò:







=⋅

1234

4321
aa 14 ,

êîòîðûé, âïðî÷åì, òîæå ïåðåñòàâëÿåò ïàðû
âåðøèí.

Ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîäñòàíîâêà ïîäñêà-
çûâàåò äðóãîé (áîëåå ýêîíîìíûé) ñïîñîá
åå çàïèñè, ïðèâåäåííûé â ïðåäûäóùåé ñòà-
òüå, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ çàïèñüþ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ.

 4)  (2 3)  (1
2143

4321
=






Òàê æå ìîæíî çàïèñàòü è äðóãèå
ïîäñòàíîâêè, íàïðèìåð,

(4) 2)  3  (1
4213

4321
a1 =





=

Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî 1, 3, 2, êàê
ãîâîðÿò, «öèêëè÷åñêè», òî åñòü «ïî êðóãó»
ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà (ðèñóíîê 2), à 4
îñòàåòñÿ íà ìåñòå (èëè «ïåðåõîäèò» â ñåáÿ).

Ïîïðîáóåì ðàññìîòðåòü êàê ìîæíî
áîëüøå ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ïîäñòà-
íîâîê, ñîõðàíÿþùèõ îäíó èç âåðøèí. Ïðè
ýòîì íàéäóòñÿ åùå äâà íîâûõ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ òåòðàýäðà (ðèñóíîê 1å). Êðîìå òîãî,
îáíàðóæèòñÿ ìíîãî íîâûõ çàêîíîìåðíî-
ñòåé, íàïðèìåð:

631 aaa =⋅ , 211
2
1 aaaa =⋅= , 0

2
9 aa =

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïðèìåðû, êî-
òîðûå â ðåçóëüòàòå äàþò ïðåîáðàçîâàíèå
à0, òî åñòü âîçâðàùàþò òåòðàýäð â èñõîä-
íîå ñîñòîÿíèå, íàïðèìåð,

021 aaa =⋅ , 043 aaa =⋅ ...

è áîëåå ýêçîòè÷åñêèå

0
2
0 aa = , 0

2
9 aa = .

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî à2
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ê à1.

Àíàëîãè÷íî, à4 ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì
ê à3, à0 � ê à0 è à9 � ê à9 (!).

Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

1
12 aa −= , 1

34 aa −= , 1
00 aa −= , 1

99 aa −= .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñâîéñòâà ïî-
ëó÷åííîãî ìíîæåñòâà ïîäñòàíîâîê:
� åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò







=

4321

4321
a0 ,
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íå ìåíÿþùèé ïîëîæåíèÿ òåòðàýäðà;
� ó êàæäîãî ýëåìåíòà (íåêîòîðîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ òåòðàýäðà) èç ïîëó÷åííîãî ìíî-
æåñòâà åñòü îáðàòíûé (âîçâðàùàþùèé òåò-
ðàýäð â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå);
� ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïîäñòàíîâîê ìíî-
æåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ äâóì ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðåîáðàçî-
âàíèÿì òåòðàýäðà;
� ïðîèçâåäåíèå ïîäñòàíîâîê (ïðåîáðàçî-
âàíèé òåòðàýäðà) îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñ-
ñîöèàòèâíîñòè, íî íå îáëàäàåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ìíîæå-
ñòâî ïîäñòàíîâîê, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïðå-
îáðàçîâàíèé òåòðàýäðà îáðàçóåò íåêîììó-
òàòèâíóþ ãðóïïó. Ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû
(÷èñëî åå ýëåìåíòîâ) ðàâåí 12.

Ïîñòàâèì òåïåðü òàêóþ çàäà÷ó: ìîæ-
íî ëè ïîëó÷èòü âñå ïîëîæåíèÿ òåòðàýäðà,
èñïîëüçóÿ íå âñå, à îäíî èëè íåñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, åñëè ïðè ýòîì
èõ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî
ðàç â ëþáûõ êîìáèíàöèÿõ (ïåðåìíîæàÿ è
îáðàùàÿ).

Íàïðèìåð, åñëè ìû âîçüìåì ïðåîá-
ðàçîâàíèå







=

4213

4321
a1 ,

òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåîáðàçîâàíèå à2 ïî-
âòîðíûì âûïîëíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ à1:

2
1112 aaaa =⋅=

èëè îáðàùåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ à1:
1

12 aa −=
Äàëåå, åñëè óìíîæèòü à1 íà ñåáÿ òðèæ-

äû  èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, óìíîæèòü à1 íà
óæå ïîëó÷åííîå à2, òî ðåçóëüòàòîì áóäåò à0:

021
3
1 aaaa =⋅=

Êàê áû ìû íè ñòàðàëèñü êîìáèíè-
ðîâàòü ýòè ïîäñòàíîâêè, áîëüøå íè÷åãî íî-
âîãî íå ïîëó÷èì.

Ìû ïîñòðîèëè ãðóïïó G1 ìåíüøåãî
ðàçìåðà, ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòüþ ãðóïïû âñåõ
ïîâîðîòîâ: G1 = {a0, a1, a2}.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîñòðîèòü ãðóï-
ïû G2 = {a0, a3, a4}, G3 = {a0, a5, a6} è ïð.,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïîäãðóïïàìè èñõîä-
íîé ãðóïïû G. Ïîðÿäîê êàæäîé èç ïîä-
ãðóïï G1, G2, G3 ðàâåí 3.

Ïîñòðîåíèå ýòèõ ãðóïï ïîêàçûâàåò,
÷òî ïîäãðóïïó ìîæíî çàäàòü ñâîèìè îá-
ðàçóþùèìè. Òàê, ïîäãðóïïó G1 çàäàëè îä-
íèì îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì a1:

2
12 aa = , 3

10 aa =
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî êîãäà îá-

ðàçóþùèé ýëåìåíò îäèí, òî ïîðÿäîê p ïîä-
ãðóïïû G1 ðàâåí ïîðÿäêó ýëåìåíòà. Â íà-
øåì ïðèìåðå p = 3. Åñëè â êà÷åñòâå îáðà-
çóþùèõ âçÿòü ýëåìåíòû à1 è à3, òî ìû ïî-
ëó÷èì âñå ýëåìåíòû ãðóïïû ïîâîðîòîâ òåò-
ðàýäðà (ïîêàæèòå, êàê îíè ïîëó÷àþòñÿ!).

Óïðàæíåíèå.
Ïîïðîáóéòå â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ

èñïîëüçîâàòü äðóãèå ýëåìåíòû, íàïðèìåð,







=

2143

4321
a9  è 





=

3412

4321
a10 .

Âñå ëè ïîâîðîòû òåòðàýäðà áóäóò
ïîðîæäàòüñÿ ýòèìè ýëåìåíòàìè?

Óïðàæíåíèå.
1) Íàéäèòå äðóãèå ïîäãðóïïû G. Îáðàòè-
òå âíèìàíèå, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû âñåãäà
äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ïîðÿäîê ïîäãðóïïû.
2) Ñóùåñòâóþò ëè ó ãðóïïû ïîâîðîòîâ òåò-
ðàýäðà ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 1, 4, 6? Åñëè
äà, òî ïîñòðîéòå èõ.

Ïîäãðóïïó ìîæíî îïèñàòü è ïî-äðó-
ãîìó � òàáëèöåé óìíîæåíèÿ, êîòîðàÿ íà-
çûâàåòñÿ çäåñü òàáëèöåé Êýëè.

Òàê äëÿ ïîäãðóïï G1 è G2 òàáëèöû
Êýëè èìåþò âèä:

G1 a0 a1 a2

a0 a0 a1 a2

a1 a1 a2 a0

a2 a2 a0 a1

G2 a0 a3 a4

a0 a0 a3 a4

a3 a3 a4 a0

a4 a4 a0 a3

Ïîäãðóïïû G1, G2 è G3 � ýòî ãðóï-
ïû ïîâîðîòîâ òåòðàýäðà «âîêðóã âåðøèí».
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Ïåðå÷èñëåííûå òðè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ èçî-
ìîðôíûìè äðóã äðóãó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî  ìû
ìîæåì ïåðåèìåíîâàòü ýëåìåíòû îäíîé ãðóï-
ïû òàê, ÷òî òàáëèöà óìíîæåíèÿ îäíîé ãðóï-
ïû ïåðåéäåò â òàáëèöó óìíîæåíèÿ äðóãîé.
Â íàøåì ïðèìåðå ýòî äîñòèãàåòñÿ òàêèì
ïåðåèìåíîâàíèåì:

31 aa → , 42 aa →

Íàêîíåö, ïîñòàâèì âîïðîñ, à ñêîëü-
êî æå âñåãî ïîäñòàíîâîê ìîæíî ñäåëàòü
íà ìíîæåñòâå èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ?

Îòâåò ìîæíî ïîëó÷èòü ïðÿìûì ïå-
ðåáîðîì, à ìîæíî  ñëåäóþùèì êîìáèíà-
òîðíûì ðàññóæäåíèåì.

Ïåðâûé ýëåìåíò ìîæíî ïåðåìåñòèòü
â ëþáîå èç ÷åòûðåõ ïîëîæåíèé, âòîðîé � â
ëþáîå èç òðåõ îñòàâøèõñÿ, òðåòèé � â ëþ-
áîå èç äâóõ îñòàâøèõñÿ, ÷åòâåðòûé æå ïî-
ñòàâèòü íà åäèíñòâåííî ñâîáîäíîå ìåñòî.

Òîãäà ñ êàæäûì èç ÷åòûðåõ ñïîñî-
áîâ ïåðåìåùåíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà êîì-
áèíèðóåòñÿ òðè ñïîñîáà ïåðåìåùåíèÿ âòî-
ðîãî è äâà ñïîñîáà ïåðåìåùåíèÿ òðåòüå-
ãî, ÷òî äàåò 4·3·2=24 êîìáèíàöèè.

Èç íèõ 12 ïîäñòàíîâîê ñîîòâåòñòâó-
þò ïîâîðîòàì òåòðàýäðà. ×òî æå îçíà÷àþò
îñòàâøèåñÿ 12? Âîçüìåì, íàïðèìåð, òà-
êóþ ïîäñòàíîâêó:







=

4231

4321
a12 .

Îíà îçíà÷àåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
òåòðàýäðà, ïðè êîòîðîì äâå âåðøèíû ïî-
ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à äâå äðóãèå îñòàíóòñÿ
â ïðåæíåì ïîëîæåíèè. Íåòðóäíî óâèäåòü,
÷òî òàêîé ïîâîðîò íåâîçìîæåí. Îäíàêî,
åñëè çåðêàëüíî îòîáðàçèòü òåòðàýäð (ðè-
ñóíîê 2), òî ïîñëå ýòîãî òàêîå ñîâìåùå-
íèå âåðøèí ñòàíåò âîçìîæíûì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ê ïðåîáðàçî-
âàíèÿì ïîâîðîòà äîáàâèòü ïðåîáðàçîâà-
íèÿ «çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ» (îòíîñèòåëü-
íî ñå÷åíèé òåòðàýäðà, êàæäîå èç êîòîðûõ
ïðîõîäèò ÷åðåç ðåáðî è âûñîòó, îïóùåí-
íóþ èç ëþáîãî êîíöà ýòîãî ðåáðà íà ïðî-
òèâîïîëîæíóþ ãðàíü), òî âñå ïîäñòàíîâêè
áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðûì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì òåòðàýäðà. Ïîðÿäîê ýòîé «ñà-
ìîé áîëüøîé» ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé áó-
äåò 24, à ãðóïïà ïîâîðîòîâ  ñòàíåò ïîä-
ãðóïïîé  ýòîé ãðóïïû (îáðàòèòå âíèìàíèå
íà ñâÿçü èõ ïîðÿäêîâ: 24 äåëèòñÿ íà 12!).

À òåïåðü ïîïðîáóéòå ïðîäåëàòü âñå
äåéñòâèÿ, ñâÿçàííûå ñ îïèñàíèåì ãðóïï è
ïîäãðóïï (òàáëèöàìè, íåïåðåñåêàþùèìè-
ñÿ öèêëàìè, îáðàçóþùèìè ýëåìåíòàìè), èñ-
ïîëüçóÿ ïðîãðàììó VISAL.

Ïîñòðîéòå âèçóàëüíûå îáðàçû âñåõ
ïîñòðîåííûõ ãðóïï è ïîäãðóïï è ïîïðî-
áóéòå ðàçãëÿäåòü íà íèõ òå èëè èíûå ñâîé-
ñòâà. Íàïðèìåð, êàê îòðàæàåòñÿ íà êàð-
òèíêàõ èçîìîðôèçì ãðóïï? Êîììóòàòèâ-
íîñòü? Ñìîæåòå ëè Âû óâèäåòü íà êàðòèíêå
ãðóïïû åå ïîäãðóïïû ìåíüøåãî ïîðÿäêà?

Äóìàéòå, ïðîáóéòå, èññëåäóéòå!

ÍÀØÈ   À Â ÒÎ ÐÛ

Ðîñîøåê Ñåìåí Êîíñòàíòèíîâè÷,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò
êàôåäðû àëãåáðû Òîìñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
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