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ÈÑÒÎÐÈß ÎÄÍÎÃÎ ØÅÄÅÂÐÀ
MATHCAD È ÍÅÑÒÀÍÄÀÐÒÍÀß ÃÐÀÔÈÊÀ

Î÷êîâ Âàëåðèé Ôåäîðîâè÷

Ñëîâî «øåäåâð» â íàçâàíèè ñòàòüè,
êîíå÷íî, äîëæíî áûòü âçÿòî â êàâû÷êè.
Âåäü çàãîëîâîê ñòàòüè � ýòî íå ÷òî èíîå,
êàê íàçâàíèå ñåðèè TV-ïåðåäà÷, â êîòî-
ðûõ ðàññêàçûâàåòñÿ îá èñòîðèè ñîçäàíèÿ
èçâåñòíûõ ïîëîòåí, õðàíÿùèõñÿ â Òðåòü-
ÿêîâñêîé ãàëåðåå (http://www.tretyakov.ru),
â Ýðìèòàæå (www.hermitage.museum.ru),
â Ðóññêîì ìóçåå (www.rusmuseum.ru) è â
äðóãèõ ìåñòàõ. Íàø «øåäåâð» òàêæå õðà-
íèòñÿ â ãàëåðåå, íî íå â ïðîñòîé, à â âèð-
òóàëüíîé � â ãàëåðåå íåîáû÷íîé òðåõìåð-
íîé ãðàôèêè, ñîçäàííîé ñ ïîìîùüþ
Mathcad1 (ðèñóíîê 1). Àäðåñ ãàëåðåè â
Internet: http://www.mathsoft.com/mathcad/
library/3Dplots. À èñòîðèÿ «øåäåâðà» (îí
â ïðàâîì íèæíåì óãëó íà ðèñóíêå 1 è íà-
çâàí lace.mcd) òàêîâà.

Îäíà èç ðóòèííûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ
â ñðåäå Mathcad, ýòî ïîèñê êîðíåé àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ê ýòîé ïðîáëåìå
î÷åíü ÷àñòî ñâîäÿòñÿ ðàçíîãî ðîäà ôèçè-
÷åñêèå, õèìè÷åñêèå, ýêîíîìè÷åñêèå è ïðî-
÷èå «ïðåäìåòíûå» çàäà÷è. Mathcad èìååò
äîâîëüíî ìîùíûé âñòðîåííûé èíñòðóìåíò
ðåøåíèÿ è âåðèôèêàöèè (ïðîâåðêè) ïî-
äîáíûõ çàäà÷ � ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ,
áåçðàçìåðíûõ è âêëþ÷àþùèõ ðàçìåðíûå
âåëè÷èíû.

Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåí ôðàãìåíò
ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ (áûëè íàéäåíû âñå 24
êîðíÿ) ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ ñèìâîëüíîé
ìàòåìàòèêè Mathcad ñèñòåìû äâóõ íåëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà:

x2×××××y2_ 7×××××x3×××××y3_7 = 0
(x2+y2)2_7×××××(x2_y2) = 0

Èç íàéäåííûõ êîðíåé ÷åòûðå � äåé-
ñòâèòåëüíûå, îñòàëüíûå � ìíèìûå (êîìï-
ëåêñíûå). Ñ ðåøåíèåì, ïîêàçàííûì íà
ðèñóíêå 2, íàì, ìîæíî ñêàçàòü, ïîâåçëî:
ñòîèò ñëåãêà óñëîæíèòü îäíî èç óðàâíå-
íèé ñèñòåìû, êàê ñèìâîëüíàÿ ìàòåìàòèêà
Mathcad îòêàæåòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó. Îïå-
ðàòîð solve (ðåøèòü), çàäåéñòâîâàííûé â
çàäà÷å íà ðèñóíêå 2, � ýòî ñâîåãî ðîäà
ìàêñèìàëèñò, âîçâðàùàþùèé ëèáî âñå
ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ëèáî íè îäíîãî. ×åëî-
âåêó æå, ñèäÿùåìó çà êîìïüþòåðîì, êàê
ïðàâèëî, íóæåí îäèí äåéñòâèòåëüíûé êî-
ðåíü âáëèçè òî÷êè, óêàçàííîé ñàìèì
ïîëüçîâàòåëåì.

Íà ðèñóíêå 3 äåéñòâèòåëüíûå êîð-
íè íàøåé ñèñòåìû èùóòñÿ ñðåäñòâàìè óæå
íå ñèìâîëüíîé, à âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-
òèêè Mathcad: âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ Find
âîçâðàùàåò çíà÷åíèå ñâîèõ àðãóìåíòîâ (x
è y), ïðåâðàùàþùèõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(îíè çàïèñàíû íèæå êëþ÷åâîãî ñëîâà
Given è âûøå ôóíêöèè Find) â òîæäå-
ñòâà. Âåðíåå, äåëàþùèõ îòêëîíåíèå ìåæ-
äó ëåâûìè è ïðàâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèé
ñèñòåìû ìåíüøå (ïî ìîäóëþ), ÷åì çíà÷å-
íèå âñòðîåííîé ïåðåìåííîé TOL
(TOLerance, ïîãðåøíîñòü � ïî óìîë÷àíèþ
îíà ðàâíà 0.001). Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ïî-
íÿòíûì, ïî÷åìó ó òåðìèíà «âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ìàòåìàòèêà» åñòü ñèíîíèì � «ìàòåìà-
òèêà ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé». Òóò ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñèìâîëüíàÿ (àíàëèòè÷åñ-
êàÿ) ìàòåìàòèêà, çàäåéñòâîâàííàÿ â ðåøå-
íèè çàäà÷è íà ðèñóíêå 2, � ýòî ìàòåìàòè-
êà àáñîëþòíî òî÷íûõ âû÷èñëåíèé. Âîò
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ïîýòîìó-òî, à òàêæå èç-çà òîãî, ÷òî ñèì-
âîëüíàÿ ìàòåìàòèêà ïûòàåòñÿ âñåãäà âûäàòü
âñå ðåøåíèÿ, îíà áåññèëüíà ïåðåä áîëåå-
ìåíåå ñëîæíîé çàäà÷åé. Íî ÷åëîâåêó, êàê
ïðàâèëî, íå íóæíû àáñîëþòíî âñå àáñîëþò-
íî òî÷íûå îòâåòû (ðèñóíîê 2). Îí îáû÷íî

óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðèáëèæåííûìè îòâåòàìè
ïî îäèíî÷íûì êîðíÿì (ðèñóíîê 3).

Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ñðåäå
Mathcad äîëæíî âêëþ÷àòü íå òîëüêî ñèì-
âîëüíîå2  (ðèñóíîê 2) è íå òîëüêî ïðè-
áëèæåííîå (ðèñóíîê 3), íî è ãðàôè÷åñêîå

Ðèñóíîê 1. Ãàëåðåÿ íåîáû÷íîé ãðàôèêè, ñîçäàííîé â ñðåäå Mathcad.
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ðåøåíèå, êîòîðîå íå òîëüêî âè-
çóàëèçèðóåò çàäà÷ó, íî è ïîä-
òâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü åå ðå-
øåíèÿ (âåðèôèöèðóåò). Ãðàôè-
÷åñêîå ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è
� ýòî âû÷åð÷èâàíèå íà äåêàð-
òîâîì ãðàôèêå äâóõ êðèâûõ,
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ
áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè êîðíÿ-
ìè ñèñòåìû. Ñëîæíîñòü òóò
ëèøü â òîì, ÷òî íå âñåãäà óäà-
åòñÿ ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó
(ñì. ïðèìåð âûøå) ê âèäó, ãî-
òîâîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåêàð-
òîâûõ ãðàôèêîâ â ñðåäå
Mathcad:

y1(x) := f1(x)
y2(x) := f2(x)
Çäåñü íóæíî ñðåäñòâàìè

ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè ïîïû-
òàòüñÿ ðåøèòü óðàâíåíèÿ
f1(x, y) = 0 è f2(x, y) = 0 îòíî-
ñèòåëüíî x, ÷òî ñàìî ïî ñåáå
ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé çà-
äà÷åé, êîòîðàÿ î÷åíü ÷àñòî
ïðîñòî íå ðåøàåòñÿ. À åñëè
èñõîäíîå óðàâíåíèå è ðåøà-
åòñÿ, òî è ðåøåíèé ìîæåò
áûòü ìíîãî � y11(x), y12(x)...

y1N(x)... y21(x), y22(x)...
y2N(x), êàæäîå èç êîòîðûõ
òðåáóåò îòäåëüíîé êðèâîé íà
ãðàôèêå. Ïîëó÷àåòñÿ íåêèé
ãîðäèåâ óçåë, êîòîðûé ìû ðàç-
âÿçûâàòü íå áóäåì, à ïðîñòî...
ðàçðóáèì åãî.

Íà ðèñóíêå 4 ïîêà-
çàíà óíèâåðñàëüíàÿ ìåòîäè-
êà ãðàôè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû äâóõ àëãåáðàè÷åñ-
êèõ óðàâíåíèé: ïëîñêîñòü
x�y ñêàíèðóåòñÿ (ïåðåáè-
ðàþòñÿ êîîðäèíàòû x è y
äâóìÿ öèêëàìè for) è çà-
ïîìèíàþòñÿ òî÷êè, ãäå

Ðèñóíîê 2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
ñèñòåìû äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ðèñóíîê 3. ×èñëåííîå ðåøåíèå
ñèñòåìû äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.

........

Ðèñóíîê 4. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå
ñèñòåìû äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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ôóíêöèÿ f1 èëè (ñì. îïåðàòîð v � îïåðà-
òîð ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ÈËÈ) ôóíê-
öèÿ f2 áëèçêà ê íóëþ. Â ìî-
ìåíò ïðîãîíêè íàøåé
Mathcad-ïðîãðàììû íà ðè-
ñóíêå 4 ãåíåðèðóåòñÿ äâà
âåêòîðà y(x) è x îäíîé äëè-
íû3, ýëåìåíòû êîòîðûõ
õðàíÿò ãðàôè÷åñêîå ðåøå-
íèå íàøåé çàäà÷è: íà ãðà-
ôèêå ïåðåñå÷åíèå êðèâûõ (â
öåíòðå çíàìåíèòàÿ ëåìíèñ-
êàòà4  Áåðíóëëè) � ýòî êîð-
íè íàøåé ñèñòåìû. Èõ
ìîæíî óòî÷íèòü, âçãëÿíóâ
íà ðèñóíêè 2, 3, ëèáî èç-
ìåíèâ çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ x1,  x2,  y1 è y2
(zooming ãðàôèêà).

Âîò òåïåðü ìû è ïîäîáðàëèñü
ê âûøåóïîìÿíóòîìó «øåäåâðó», âû-
ñòàâëåííîìó â ãàëåðåå MathSoft, Inc.
(ðèñóíîê 1).

Êàê ïîíèìàåò ÷èòàòåëü, ìåòî-
äèêà ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà, ïîêàçàí-
íàÿ íà ðèñ. 4, ãîäèòñÿ è äëÿ ñèñòå-
ìû è äëÿ îäèíî÷íîãî óðàâíåíèÿ âèäà
f(x, y) = 0. Òóò àâòîðó ïîïàëàñü íà
ãëàçà ïðîáëåìà, «âûëîæåííàÿ» â ôî-
ðóìå Collaboratory (ñì. ñòàòüþ
«Mathcad è Internet, èëè Ñåòåâîé
êîëõîç», ÊîìïüþòåðÏðåññ, ¹ 3,
2000 ã. � http://twt.mpei.ac.ru/
ochkov/Collab/Collab.htm): îäèí
ïîëüçîâàòåëü Mathcad ïîïðîñèë ïî-
ìî÷ü åìó ïîñòðîèòü ãðàôèê óðàâ-
íåíèÿ

sin(x×××××sin(x)) � cos(y×××××cos(y)) = 0.
Ñòàíäàðòíûå ñðåäñòâà

Mathcad ïîçâîëÿþò ðåøèòü ýòó çà-
äà÷ó òîëüêî ÷åðåç ïîñòðîåíèå ëè-
íèé îäíîãî óðîâíÿ (Contour Plot �
«êîíòóðíàÿ êàðòà»). Ðåøåíèå çà-
äà÷è � ëèíèÿ íóëåâîãî óðîâíÿ
(f(x, y) = 0 � áåðåãîâàÿ ëèíèÿ íà
ãåîãðàôè÷åñêîé êàðòå). Íî áåäà â
òîì, ÷òî ïî âûøåîïèñàííîìó êîí-
êðåòíîìó óðàâíåíèþ ÷åòêóþ ëèíèþ
f(x, y) = 0 ïîëó÷èòü íèêàê íå óäà-
âàëîñü � âñå áûëî êàê â òóìàíå5:

âèäíî, ÷òî êðèâàÿ î÷åíü ñëîæíàÿ, íî êà-
êàÿ îíà èìåííî, íåèçâåñòíî.

Ðèñóíîê 5. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ðèñóíîê 6.
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1 Â ñëîâî «íåîáû÷íûé» âëîæåí ñëåäóþùèé ñìûñë. Â ñðåäå Mathcad åñòü ñåìü êíîïîê, íàæà-
òèå íà êîòîðûå ñîçäàåò íà ýêðàíå äèñïëåÿ çàãîòîâêè ñåìè òèïîâ ãðàôèêîâ: äåêàðòîâ ãðàôèê, ïîëÿð-
íûé ãðàôèê, ïîâåðõíîñòü, ëèíèè óðîâíÿ, âåêòîðíîå ïîëå, ãðàôèê ðàññåÿíèÿ (òðåõìåðíûé äåêàðòîâ
ãðàôèê) è òðåõìåðíàÿ ñòîëá÷àòàÿ äèàãðàììà. Åñëè «ãðàôè÷åñêàÿ» çàäóìêà ïîëüçîâàòåëÿ íå óêëàäû-
âàåòñÿ â ðàìêè «âåëèêîëåïíîé ñåìåðêè Mathcad», òî îí (ïîëüçîâàòåëü) ìîæåò ëèáî ïîïûòàòüñÿ
ïîèñêàòü ñïåöèàëèçèðîâàííûé ïàêåò íàó÷íîé è äåëîâîé ãðàôèêè (Axum � http://www.mathsoft.com/
Axum, íàïðèìåð), ëèáî âñå-òàêè ïîñòðîèòü íåîáû÷íûå ãðàôè÷åñêèå îáúåêòû � ñì. ðèñóíîê 1.

2 Õîðîøåå ïðàâèëî: íóæíî íà÷èíàòü ðåøàòü çàäà÷ó ñ åå àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà.
3 y(x) � ýòî èìÿ ïåðåìåííîé, à íå ôóíêöèè. ×èòàòåëü, íå âåðü ãëàçàì ñâîèì: â ñðåäå Mathcad

âîçìîæíû èìåíà ïåðåìåííûõ ñî ñêîáêàìè, ÷òî íåäîïóñòèìî â òðàäèöèîííûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Â áèîëîãèè åñòü ÿâëåíèå «ìèìèêðèÿ», êîãäà îäíî æèâîå ñóùåñòâî ïðèòâîðÿåòñÿ íå òåì, ÷òî
îíî åñòü íà ñàìîì äåëå! Áîãîìîë, íàïðèìåð, «êîñèò» ïîä ñó÷îê, ãîâîðÿ ÿçûêîì ñîâðåìåííîé ìîëî-
äåæè. Íàøà ïåðåìåííàÿ y(x), âåðíåå, íå ïåðåìåííàÿ, à âåêòîð, ïðèíèìàåò âèä ôóíêöèè (ìèìèêðèðó-
åò). Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàðêèðîâêà ãðàôèêà íà ðèñóíêå 4 âûãëÿäåëà åñòåñòâåííîé.

4 Ëåìíèñêàòà � «óâèòàÿ ëåíòàìè».
5 Òóìàí (Fog), êñòàòè ãîâîðÿ, � ýòî îäíî èç ñðåäñòâ ïîâûøåíèÿ îáúåìíîñòè òðåõìåðíûõ

ãðàôèêîâ. Òàê, íà ðèñóíêå 1 ìîæíî âèäåòü åùå îäèí «øåäåâð» àâòîðà � ìîñò (bridge) â òóìàíå. Äâà
äðóãèõ èíñòðóìåíòà ïîâûøåíèÿ îáúåìíîñòè ãðàôèêîâ � ýòî ïåðñïåêòèâà è îñâåùåíèå. Ïåðñïåêòèâà,
íàðÿäó ñ òóìàíîì, áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè ñòðîèòåëüñòâå ìîñòà (bridge.mcd): ïîëîòíî ïðîåçæåé
÷àñòè âäàëè ñóæàåòñÿ (Ìàðê Òâåí ãîâîðèë, ÷òî ìíîãèå ñîñòàâíûå íåìåöêèå ñëîâà òàê äëèííû, ÷òî èõ
íóæíî ïèñàòü, ïðèäåðæèâàÿñü çàêîíîâ ïåðñïåêòèâû). Îñâåùåíèå (lighting) ãðàôèêîâ ìîæíî óâèäåòü
íà ñåìè «øåäåâðàõ» íàøåé âèðòóàëüíîé ãàëåðåè (ðèñóíîê 1): linked.mcd (ñöåïëåíèå äâóõ áóáëèêîâ-
òîðîâ), klein.mcd (îäíîñòîðîííÿÿ áóòûëêà � îáúåìíûé àíàëîã ëåíòû Ìåáèóñà), sphere lighting (îñâå-

Ðèñóíîê 7.

Íà ðèñóíêå 5 íàøà ïðîãðàììà ñêà-
íèðîâàíèÿ ïëîñêîñòè x�y èç ðèñóíêà 4
íåñêîëüêî óñëîæíåíà (ïðîäóáëèðîâàíà):
ñêàíèðîâàíèå âåäåòñÿ íå òîëüêî «ïî âåð-
òèêàëè» (for x... for y... � ñì. ðèñóíîê 4),
íî è «ïî ãîðèçîíòàëè» for y... for x...).

Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïîâûñèòü ÷åòêîñòü ãðà-
ôèêîâ, êîòîðûå íà ðèñóí-
êå 4 ðàçðûâàëèñü íà îòäåëü-
íûå òî÷êè ïðè ìàëîì
ïîäúåìå ïî îñè y.6

Ïðîãðàììà íà ðè-
ñóíêå 5 ðàáîòàåò ìåäëåí-
íî7 , íî âåðíî � íà ðèñóí-
êå 6 è ðèñóíêå 7 ìîæíî
óâèäåòü ÷åòêèå ãðàôèêè
íàøåé ôóíêöèè, ñïëåòàþ-
ùèåñÿ â êðóæåâî (lace).
Ïîä ýòèì íàçâàíèåì (lace)
íàøå «æèâîïèñíîå ïîëîò-
íî» è áûëî âûâåøåíî â
ãàëåðåå MathSoft, Inc. Ïî-
ëó÷èëàñü êâàäðàòíàÿ êðó-
æåâíàÿ øàëü.

Íà ðèñóíêå 8 ìîæíî
óâèäåòü ïîëÿðíûå ãðàôèêè
íàøåé ôóíêöèè, òàêæå êðè-

âûå, ñïëåòàþùèåñÿ â êðóæåâî � â êðóæåâ-
íóþ ñàëôåòêó äëÿ êðóãëîãî ñòîëà.

Ïðåäëàãàþ ÷èòàòåëÿì «èíòåðåñíîå
çàäàíèå» � ïîèñê óðàâíåíèé âèäà
f(x, y) = 0, ïî êîòîðûì ìîæíî ïîñòðîèòü
îðèãèíàëüíûå ðèñóíêè.
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ÍÀØÈ   À Â ÒÎ ÐÛ
Î÷êîâ Âàëåðèé Ôåäîðîâè÷, êàíäèäàò
òåõí. íàóê, äîöåíò Ìîñêîâñêîãî
ýíåðãåòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
(Òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà).

Ðèñóíîê 8.

ùåííàÿ ñôåðà � çäåñü áåç ñâåòà îò òðåõ èñòî÷íèêîâ íå îáîéòèñü: øàð ïðåâðàòèëñÿ áû â ïëîñêèé
áëèí), óçëû (roteight.mcd è knots.mcd � èíòåðåñíî, ìîæíî ëè âèçóàëèçèðîâàòü ãîðäèåâ óçåë, óïîìè-
íàâøèéñÿ â ñòàòüå) è orbital.mcd (ýòî óæå íå ðèñóíîê, à àíèìàöèÿ ïîëåòà Øàòëà âîêðóã Çåìëè).

6 Êðîìå òîãî, â ïðîãðàììå íà ðèñóíêå 5 ïåðåìåííûå áûëè «àíãëèçèðîâàíû», òàê êàê ïðî-
ãðàììà ãîòîâèëàñü ê ïóáëèêàöèè â ôîðóìå Collaboratory.

7 Íà ðèñóíêå 5 ñ ïîìîùüþ íåäîêóìåíòèðîâàííîé âñòðîåííîé Mathcad-ôóíêöèè time çàôèê-
ñèðîâàíî âðåìÿ ñ÷åòà � âðåìÿ ãåíåðàöèè äâóõ âåêòîðîâ (â íèõ ïî 28828 ýëåìåíòîâ) � 124 ñåêóíäû
(Pentium II, 233 ÌÃö). Ïðîãðàììû, ïîêàçàííûå íà ðèñóíêàõ 4 è 5, ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü ïî ñêîðî-
ñòè ðàáîòû. Â ÷àñòíîñòè, ñèëüíî òîðìîçèò ðàáîòó òî, ÷òî âíóòðè äâîéíîãî öèêëà ñ ïàðàìåòðîì (for
x... for y...) äâàæäû âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå àíàëèçèðóåìîé ôóíêöèè (â òî÷êå x, y è â òî÷êå x, y+dy:
ñâåðõó è ñíèçó îò ïðåäïîëàãàåìîãî êîðíÿ), õîòÿ ýòî ìîæíî äåëàòü îäèí ðàç, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì
ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî âû÷èñëåíèÿ. Èçìåíÿÿ ïðîãðàììó â ýòîì íàïðàâëåíèè, ìû óñêîðèì åå ðàáîòó,
íî ñäåëàåì áîëåå ñëîæíîé äëÿ ïîíèìàíèÿ ÷èòàòåëÿìè.


